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译者序 


我在读研究生时开始涉足微分方程的研究，至今已有20多年，微分方程以及相关的最优 
控制问题目前仍是我的主要研究领域之一.之所以翻译这本书，是因为数月前我的一个研究生 
偶得此书，细细阅读之下发现这本书非常适于本科生和广大数学爱好者作为人门或自学的教 
材.它没有采用过于理论化的方式，而是以直观、易读的方式表述，示例丰富、内容全面、条 
理清晰，不难看出这是作者多年教学经验的结晶. 

微分方程是近代数学的一个十分重要的学科分支.随着现代社会的发展，无论是在工程、 
宇航等自然科学领域，还是在经济、金融等社会科学领域，微分方程都有着十分广泛的应用. 
尤其是在经济和金融研究领域，微分方程及其应用似乎已经是不可或缺.关于金融衍生产品定 
价的 Black-Scholes 方程便是一个典型的例子，在金融界这个方程几乎人所皆知，耳熟能详. 
另外，微分方程在保险领域的应用也在逐渐深人.不难预见，微分方程理论及其应用今后仍将 
在自然科学和社会经 条的各 个领域中发挥重要的作用. 

这本教材从微分方程的基本概念讲起，前半部分重点介绍了常微分方程和常微分方程组， 
而后半部分（从第12章开始）重点讲述了偏微分方程的初步理论，分别从定性分析、解析分析 
和数值分析三个角度由浅入深、徐徐展开.书中在介绍完一阶和高阶常微分方程的理论后（第 
2 章和第4章），紧跟着开辟了新的章节（第3章和第5章），使用大量具有不同学科背景的实 
例，着重讲述它们在数学建模中的 应用. 针对如何求解常微分方程这一问题，本书特别把方程 
的级数解和拉普拉斯方法分别放在第6章和第7章单独讨论，以突出重点.为了方便应用领域 
的读者，作者还在第I 3 章专门介绍了微分方程在极坐标、柱面坐标和球面坐标下的一些特殊 
情形.本书的每一章都使用了丰富的范例，安排了适量的习题，并且介绍了如何使用计算机来 
求解微分方程，兼顾了理论性和实用性，这在数学教材中是不可多得的.此外，作者还别具匠 
心，安排了三个项目模型作为微分方程在实际应用中的例子，大大地丰富了本书的内容. 

作为一名数学工作者，促进数学科学的教育乃是义不容辞的责任.我和张凡、郭凯旋合作 
翻译了这本教材，希望能有更多的人读到这本非常优秀的教材，以为振兴祖国的数学教育略尽 
绵力. 

在本书出版的过程中，我们得到了很多人的帮助，在此要特別感谢机械工业出版社华章分 
社的编辑，以及张凡和郭凯旋，他们为本书的翻译和录入付出了艰辛的 劳动. 由于译者的水平 
有限，难免会有疏漏，欢迎广大读者批评指正. 


陈启宏 
于上海财经大学 





前 言 

在本书修订过程中，作者受到了多方面的影响.作者希望能够满足评审者和编辑的要求， 
通过添加以及改变内容，使这本书既能够跟上时代，又具有竞 争力. 同时，作者也不希望增加 
书的厚度（删除某些内容的要求是很少见的）并确实不愿做任何使前一版的读者感到为难的事. 
所以，我试图满足这些要求，或者至少权衡这些要求.但是事实上，我并没有背离我的原则 
(在我看 来）： 本科生的教科书应当使用学生能够理解的、浅显易懂的语言，以及对他们有帮助 
的方式写成，同时也要使书中的理论水平与“初级课程，，的概念一致. 

近儿年，由于“微分方程”方法的改进以及在教学中越来越重要的地位，再加上微积分的改 
革，使得微分方程这门课发生了很多变化.教师对这门课中传统的教学方法和授课内容提出质 
疑. 这种有益的反思非常重要，它不仅使这门课对学生来说显得更为有趣，而且使其更紧密地 
和他们所生活的世界相联系. 


这一版 有什么新内容 


这一版对微分方程的二种主要方法进行了更清楚的描述，这三种方法是：解析法、定 
性分析法和数值分析法.在阐述一阶微分方程的解析解之前，第2章在开头加人了新 
的 一节. 在这一节中，用方向场和相线分析法对一阶微分方程解的定性描述进行了检 
验. 我认为，一定量的定性分析应该是而且也将是有代表性的初级课程的重要组成 
部分. 

因为这是第5版，所以我努力在练习 ㊀ 中加入一些新类型的问题.其中有些问题要求使 
用计算机代数系统，这是本版的新 变化. 我意识到有些学校缺少计算机资源，无法把 
这些问题包含进他们的课程中，因此把这些问题的很大一部分放在“计算机实验 作业” 
中.这使这些问题不会成为 障碍； 也就是说，如果教师想跳过它们，或推迟对它们的 
教学的话，不必从标准习题之中清除它们.那些要求更简单的技术（比如说图形计算器 
或绘图软件等的问题，已经在旁边用 ft 图标进行了标注.最后，在大多数练习中加人 
了许多概念题和讨 论题. 在有些情况下，我略微减少了“训练题，，的数量 （这 些题通常要 
求使用常规的解法），以便为增加新的练习留出 空间. 和“计算机实验作业，，一样，为方 
便起见，强调对概念的理解以及适合在班级或小组中讨论的问题放在练习的后面部分. 
三种新的“项目模型，’都是由 Gilbert N . Lewis 教授设计的，分别放在第3、5、8章后 
面. 这拽模型分别考察了可再生资源的利用、塔科马海峡吊桥的坍塌、多层建筑在地 
震中的震动的数学模型.这些模型不仅仅是论述，其中每一个都包含了一系列的问题， 
如果需要的话可以作为计算机实验作业. 


O 奇数题号的练习答案见附录 D .- —编辑注 
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这一版有什么变化 

虽然几乎每一章中都有变化，但是变化最大的还是第2、6、7章. 

第2 章：一阶微 分方程 

这一章的论题在某些方面进行了重新安排，并增加了新的一节. 

• 在解一阶微分方程之前， 2. 1节中进行了一些定性分析，题目是“不求解情况下的解曲 
线”.在这一节中利用方向场和相线分析法讨论了如何了解曲线的形态和曲线的形状问 
题，大约一半的资料是新加 人的； 方向场的有关资料在第 4 版的第 9 章中使用过.在 
我的授课中，使用了另外一本教材 《 Differential Equations with Computer Lab 
Experiments )), 我发现学生实际上比较喜欢对自治一阶微分方程定性方面的简短介绍， 
因为它并没有涉及复杂的过程，而仅仅是建立在对导数概念解释的基础上，这个概念 
对他们来说在微分计算的学习过程中已经非常 熟悉. 这里简短地介绍了临界点、均衡 
解，以及吸引子、排斥子和半稳定的临界点的稳定性，这种简短的介绍不是从纯理论 
的角度进行的，也不是以非常复杂的方式来介绍的. 

• 在本版中，我把关于线性方程的讨论 （2. 3节)移到了对恰当方程的讨论 （2. 4节）之前. 
在 2 . 3 节中，我保留了“性质、过程和常数变易法”的格式，尽管这种介绍线性一阶微 
分方程的方法在第 4 版中并没有得到读者的一致赞同.有些教科书在处理线性一阶运 
算（比如说，求积分因子的一般形式）时似乎说明线性一阶方程在某些方面不同于线性 
髙阶 方程. 请记住，本书第 4 章中试图阐述求解线性高阶方程的过程也适用于线性一 
阶方程. 

• 在第 4 版对恰当方程的讨论中，积分因子的概念在练习中占据了次要的地位.求解某 
些类型的非恰当方程的积分因子现在已经加人到了 2. 4 节中. 

• 直观的欧拉方法已经从第 4 版的第9章中移到了本版的 2. 6节.这样做有两个原 因：一 
是在微分方程的解析法、定性法和数值法之间达到一个更好的平衡，二是为了更好地 
说明计算机软件（一般为数值求解程序）图形方面的问题.另外，在第2章中对欧拉方 
法的描述与大多数现行微积分教材中对这个问题的考虑保持一致. 

第6 章： 线性方程的级数解 

• 关于利用弗罗贝尼乌斯方法 （6. 2节）解各种情况下的变系数线性微分方程的冗长讨论被 
大大地压缩了，本书只介绍了核心部分. 

第 7 章： 拉普拉斯变换 

第 7 章的结构是全新的，比以前的各版更快地进人主题，即拉普拉斯变换是解一些特定方 

程的有效工具. 

• 导数的拉普拉斯变换以及如何把这个结果用于简单的线性初值问题，将在本版 7. 2节 
中介绍. 

. 在这一章的随后几节中，关于不断增加难度的初值问题和其他类型微分方程的解的讨 



论，将随着变换的各种运算性质的介绍而 展开. 在以前的版本中，所有这些方法都包 
括在一节中，使得该节过于庞杂. 

第8 章： 线性一阶微分方程组 

• 在第8章中加人了更多的数字和图表.平面方程组解的图像在以平面、 O 平面和 xy 
平面上绘出.在本书中，尽管引人了“相平面，，这个词，但是没有对自治二阶微分方程 
或自治平面方程组进行定性分析. 

• 在 8. 4 节中，加人了关于如何将拉普拉斯变换用于确定矩阵指数的讨论. 

哪些仍保持不变 


按照主题和逻辑排列的章节与以前的版本一样.和前面几版相同，这一版提供了大量的例 
子、练习和实际应用.不同的章节中，在介绍微分方程的实际应用方面仍存在微小的差别 .一 
些评审者建议将对微分方程解的讨论放人实际应用中，另外一些评审者则认为应该将二者分 
开.我同意后者的观点.我认为，将一阶常微分方程和高阶常微分方程的应用放在不同的章节 
中不仅可以给教科书带来更大的灵活性，而且在开始时只强调少量的概念不会使读者感到突 
然.从学生的观点来看，求解方法与应用混在一起会令人感到压力太大，从教师的观点来看， 
尽管这些实际应用不是教学大纲的一部分，也很难跳过.不过这些并不是一成不变的，现在我 
已经将实际应用编入第7章关于拉普拉斯变换的不同节中.我想这样做有两个 理由： 通常到第 
7 章学完后，学生已经能够比较轻松地解决实际应用了，并且就像前面所说的，另一种编排方 
法（即将所有的实际应用都放在一节里）并不讨人 喜欢. 总之，我反对那种将线性二阶微分方程 
的解和髙阶微分方程的解放在不同章节的观点. 


致谢 
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微分方程的一个 解族； 见图 1.3 


第1章微分方程引论 

微分方程这个词明确地表示了一类包含导数的方程.与在代数和几何课程中学过的从诸如 
x 2 +5 x +4 = 0 的方程中解出未知变量 x 类似，本书中我们的任务是从诸如 / + 2：/ + ;y = 0 的 
微分方程中解出未知函数 y = Kx ). 

第一段只是描述了这门课程中的一些基本内容，并不包括我们要学习的全部 内容. 随着课 
程的展开，读者将看到更多的对微分方程的研究，而不仅仅是一些已经成熟的解法.但是首 
先，为了阅读、学习并且熟悉这个课程，我们应该先学习一下它的专用术语. 

1.1 定义与术语 

在微积分课程中，我们已熟知函数 5 = 0(1) 的导数 dy/dx 记为〆 （x ). 函数: y = e Dl/ 在 
(-oo, +oo) 上是可微的，它的导数是 d ； y/d:c=0. 2xe°. uZ . 如果我们用符号: y 替换导数右边的 
e°- u2 ,可以得到 

^ = 0.2 x y . ⑴ 

ax 

现给出方程（1)，而不知道它是如何构成的，问： ： V 表示的函数是什么？那么我们现在就遇到 
了这门课程中的基本问题之一：怎样从这样的方程中解出未知函数 : v = 40)? 这个问题有点类 
似于微分学中一个类似的反问题：给出一个导数，求出它的原函数. 

微分方程 我们构造的方程 （ 1) 被称为微 分方程 （differential equation). 在进一步讨论之 
前，让我们来看一下这个概念的精确定义. 

咏 ，■壓 微分方程 

含有因变 量对一 个或多个自变量导数的方程称为微分方程 （DE) . 

为了讨论微分方程，我们应该从方程的类型 （ type )、 阶 （ order) 和线性性 （ linearity) 等几个 
角度对其分类. 

按类型分类 如果一个方程只含有因变量对一个自变量的导数，那么就称之 为常微分方程 
(ordinary differential equation，ODE ). 例如 

g + 5 尸 e ' 磬-砮 + 6 尸 °， ^ + f t =2x + y ⑵ 

都是常微分方程.如果一个方程含有因变量对两个或更多个自变量的偏导数，我们就称之为偏 


微分方程 （partial differential equation, PDE ). 例如 


" a "? 




以及- 


3 v 
~d~x 


(3) 


都是偏微分 方程. 本书中表示普通导数时，使用 莱布尼茨记号 （Leibniz notation ) 办/心， d 2 y 
dx 2 ， d 3 ： y /< ir 3 ， …，或 撇记号 （prime notation )}' ， j "， y % … ， 如果用第二种表 7 K 方法’我们 
可以把 （2) 中的前两个微分方程写得更紧凑一些：：/ + 5 ：y = e ' r 和 / —/ + 6 ：y = 0. 实际上’撇 
记号只用来表示三阶以下（包括三阶）的导数，四阶导数用 y ” 来代替 /"• 通常地， ”阶 导数用 
d "： y / cLr " 或:/“来 表示. 尽管有书写和录入的不便之处，但是莱布尼茨记号还是比撇记号更优 
越，因为它清楚地表示出了自变量和因变量.例如，方程 d 2 x / ck 2 +16 x = 0 直观地表示出了 x 
是因变量而自变量是另外，读者还应该了解物理科学和 丁 程学中 的牛顿点记号 （ Newton’s 
dot notation ) (有些教科书中称之为点记号）有时候用来表示关于时间的 导数. 因此微分方程 
d 2 s / ck 2 = —32 就可以写成 •/=—32. 偏导数经常用表示自变量 的下标 （subscript notation ) 来 


标记，例如用下标表示 （3) 中第二个方程为 u II = u a - 2 u t . 

按阶分类 微分方程的阶（常 微分方程或偏微分方程）是方程中最髙阶导数的阶.例如方程 


S + 5 (S) - 4 ， = e " 

是一个二阶的常微分方程.一阶常微分方程有时可以写成微分形式 M(J； ， ： V)ir+JVU，^)d^ = 0- 
例如，如果我们假设用 J 表示方程（: V — 3知+检办 = 0 中的因变量，那么 3 ^'二^，然后用微 

分 d_r 去除方程两边，我们得到方程的另外一个形式请见本节末的“注” • 

我们还可以用符号表示出含有一个因变量 rt 阶导数的常微分方程的一般形式： 

F(x，y，：y’ ，…， y")) = 0， ⑷ 

这里 f 是包含2个变量： r ， > y， …， y") 的实值函数， y n, =d^/d^. 出于实践和理论 
两方面需要，今后约定，化简形如（ 4 )的常微分方程也就是用其余个变量表示的最高阶导 
数 y n> . 微分方程 

g = / u ，> y ，...， y ，， ⑸ 

这里 j 是一个实值函数，称为 （4) 的正规型 （normal form). 这种形式是我们所需要的，我们将 


用正规型 


^ = fix,y) 和髮 = /( 工， : V’3 1 ’) 


表示一般的一阶和二阶常微分方程.例如， 一 阶方程4^>/+^ =工的正规型是/ =( 工 — w /4 二 


清 “ ” 

U 按线性分类 一个《阶常微分方程（ 4 )被称为是线性 （ linear ) 的，如果厂对^，^，…， 
y n ) 都是线 性的. 这意味着当 （4) 为 

a„(x)y (n) +a^(x)y^' ) + …+ A (x)/ + a 。 — 足（工 ） = 0 


a„U)g + a^U) g + … + A U ) 裝 + a 。 U) 尸仏 ) 


或 


( 6 ) 
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时，《阶常微分方 程是线 性的. 

从 (6) 中我们可以看到线性微分方程的两个性质.第一，因变量和它所有的导数都是一次 
的，也就是涉及^的每一项的幂指数都是 1. 第二，每一项的系数最多和自变量工 有关. 方程 
(y — x)dx + 4 xdjy = 0 ， y" — 2y + y = 0 和 ^ ~ 

依次为一阶、二阶和三阶线性常微分 方程. 我们已经通过把第一个方程写成 4 ^/十^ =工的形 
式证明了它关于: V 是线 性的. 非线性 （ nonlinear ) 常微分方程是指那些不是线性方程的方程•因 
变量或其导数的非线性函数，如 siny 或 〆 ，不能出现在线性方程中.因此， 

非线 性项： 系数与>■有关 非线性项^的非线性函数非线性 项：指 数不是1 

I 2 士 4 士 

n — y^y +2y = e x , ^ + sin^ = 0, 十父 = 。 

分别是非线性一阶、二阶、四阶常微分方程的例子. 

解如前所述，本课程的目标之一是求解微分 方程. 下一个定义是关于常微分方程的解的 
概念. 

hgiMIM 常微分方程 ( ODE ) 的解 

任给一个定义在区间 j 上的函数4，它至少有”阶定义在 I 上的连续导数，把4代入一个” 
阶常微分方程两端，若使得方程两端相等，就称？1为方程在区间/上的解，我们也说>在区间 
I 上满足微分方程 • 

换言之，”阶常微分方程( 4 )的一个解是一个”次可导的函数4，且 

F (_ r ， 趴 ■ r )， 〆 (: r )， …，? ^ U )) = 0对 J 中所有 r 均成立 • 

我们就说{在区间 I 上满足微分方程.本书只讨论 {是一 个实值函数的 情况. 根据前面初步的 
讨论，我们说 ：y = ew 2 是 £^/dr = 0_ 2 x ： y 在（一 oo ， 十 ㈤ ）上 的解. 

有时为了方便，我们也把解记为: yU ). 

定义区间提到常微分方程的解就不能不提到区间•定义 L 2 中的区间 丨可 以根据需要称 
为定义区间 (interval of definition ) 、存在区间 （interval of existence ) 、有效区间 (interval of 
validity ) 或解存在的域 （ domain ). J 可以是一个开区间 （ a ， ft ) 、 闭区间 U ， 6]、 无限区间 
( a , +°°) » 等等 • 

_ 解的验证 

验证下列函数是所给微分方程在（一 °°，+°°)上的解 • 

Ca)dy/dx = xy ,/2 ; ^ = (b)y / -2y ， +y-=0 ； y = oce L . 、 

解验证所给函数是方程解的一个方法是把它代人方程后，看方程两边是否对区间上所有 
: T 都相等_ 

( a ) 从 

左边:砮 = 占 (4 .工 3)= 如 3 

右边: a " 2 = X . (占/) ' = ^ - ( t x2 ) = t x3 
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中我们可以看出方程两边对任何实数 x 都 相等. 注意根据定义 ， y 2 ==是的非负平 


方根. 

( b ) 由导数 + y 和 y ' = x e i + 2 f 我们可知，对每一个实数 X ， 

, 左边 ： — 2 ： y' + y = (xe u + 2e^ ) ― 2 (3 e T + e' r ) + xe" = 0 

右边： 0. _ 

同样也要注意，例1中的每个微分方程都有常数解 : V = 0， 一⑺ < x < + 如果一个微分 
方程在区间 r 上有一个恒为零的解，则称这个解为 平凡解 （trivial solution ). 

解曲线 常微分方程的解4 的图 形称为 解曲线 （solution curve ). 因为4是可微函数，所以 
在定义区间〖上是连 续的. 因此，作为函数 {的 图形和作为解{的图形可能是不 同的. 换句话 
说，函数#的定义域和解6的定义区间 I 可能不 相同. 例2说明了这种区别所在 • 

MB 定义域与定义区间 J 

考虑函数的定义域，它是除了 0之外的所有实数 X . 当我们描绘>=1/工的图形 
时，从它的定义域中抽出一些点，画在 xy 平面对应的位置上 • 有理函数 y = l /^ ■在（0， 0) 点 
是不连续的，并且在原点附近的图形如图 1. 1( a ) 所示. 函数在 x = 0 处是不可微的，因为: y 轴 
(方程是 x = 0) 是其图形的垂直渐近线. 

现在 j = 也是线性一阶微分方程 ^'+^ = 0 的一个解（请读者验证 ）_ 当我们说 
是微分方程的一个解时，意味着它是定义在区间 J 上并在其上可微，同时也满足方程.换句话 

说 ， j = 1/ j ■是在任何不包括0的区间上的微分方程的解，如（一3，一1)， ( y , 10), (一⑴， 

0) 或（0， + oo ). 因为3>=1/工在一 3< a .< — l 和+ 0<10上的曲线分别是 y = l /_ r 在一⑴< 

x <0 和 0< i < + oo 上的一部分，所以把区间 J 拓展得尽可能大是有意义的.因此我们把区间 
定义为（一°°， 0) 或(0，十00)，在(0， + oo ) 上的解曲线如图 1. 1( b ) 所 7 K . 



显式解和隐式解 在微积分的课程中，读者应该熟悉显函数和隐函数这两个术语.解中的 
因变量只通过自变量和常数来表示的称为 显式解 （explicit solution) -把显式解看 f 是一个显函 
数 ㈣ U ), 我们可以用标准的规则对它进行变形、运算和 微分. 我们来看看前两个例子， 

3 , =, _ L_ r i , 和 3 ； = 1 /工 依次是 d ： y/dx = xy /2 , / — 2 y + ：y = 0 和 巧 ’+ 尸。 的显 式解. 
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而平凡解 : y = 0 是三个方程的显式解.随着继续深人学习如何解常微分方程，读者将会看到解 
的形式不总是形如的显式解，尤其是在我们解非线性一阶微分方程时，情况更是如 
此.今后我们必须熟悉如 GU ，3^)=0 的形式所定义的隐 式解彖 

常微分方程的隐式解 


函数关系 G (. r ， ： y )=0 称为常微分方程 （4) 在区间7上的隐式解 （implicit solution ), 假定至 
少存在一个函数#满足这个函数关系以及定义在区间 J 上的微分方程 • 

讨论在什么条件下函数关系 GU ， ： y ) = 0 定义了一个可微函数0超出了本课程的范围.因 
此我们将假设如果通过常规解法可以得到 G (: r ， 3 .)= 0 , 那么至少存在一个函数4满足函数关 
系（即 GCr, i6(.r))=0) 和定义在区间 I 上的微分 方程. 如果隐式解 G (: r, >0=0 相当简单，我 
们也许可以把 J 用: c 解出来，得到一个或多个显式解.请见注释. 

_隐式解的验证 
函数关系 =25 是微分方程 

办=—土 ( 7 ) 

dx y 

在区间一 5< Or <5 上的隐式解.对这个隐式解微分，我们得到 

&十 或 2 " +2 ^- 0 


解后一个微分方程可以表示出符号 dy / dx ， 因此可以得到 （7). 进一步，从 x 2 + y =2 5 中解出 
用； r 表示的为 y =±\/25 — 这两个函数 y = 令' (： r ) = v "25 — P 和(工）= —^25 — x 2 满 

足函数关系 （ x 2 + 判= 25和 x 2 + s ^=25) 同时也是定义在一 5<_r<5 上的显式解 •图 1. 2( b ) 和 
( c ) 表示的解曲线是图 1. 2( a ) 中隐式解图形的一部分 • 



任何形如 p + y —的函数关系都满足 （7) ，对任何常数 c ■都 适用. 但是这一关系首先 
要保证在实数域内有 意义. 例如若 c = —25， 我们就不能说 P+y +2 5 = 0 是方程的隐式解. 
(为什么？） 

因为显式解和隐式解的区别在直观上是明显的，所以我们不会总说“存在一个显式 （隐式） 
解”之类 的话. 
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解族对微分方程的研究类似于对微积分的研究.在一些教科书中，解彡被看作是一个方 
程 的积分 （ integral ) ，它的图形称为积 分曲线 （integral curve ). 在微积分中，当计算一个原函 
数或不定积分时，我们使用了一个积分常数 c . 类似地，在解一个一阶微分方程 F ( x ， y ， 


>/)= 0 时，我们通常得到含有一个任意常数或参数 c 的解.含有一个任意常数_表示了解的 
集合 G ( x ， y ， c )= 0 , 称之为单参数解族 （ one-parameter family of solution ). 解一个 n 阶微分 


方程 F (: r ，）， /，…， )= 0 , 我们将得到一个"参数解族 （/rparameter family of 
solution ), G ( x ， 3 ; ， q ， q ，…， ) =0. 这意味着一■个微分方程对应于无数个参数可以有无 


数个解_微分方程中不含任何参数的解称为特解 （Particular solution ). 例如，单参数族 
CX — x cos X 是线性一阶方程 ■!：/ — ：v => r 2 sinx 在区间 
(一 oo ，+ ⑴） 上的显式解.（请读者证明 .） 用绘图软件绘 
出的图 1.3 表示了这个解族中一些解的图形.解5 = 

一 I cos t 是相应于 c = 0 的特解.同样，区间（一 
十 oo ) 上的 ^= c , e "+ c 2 xe J 是例1中线性二阶方程/一 
2/ + JS 0 含两个参数的 解族. （请读者证明 .） 方程的某 
些特解是平凡解 ^= xe "( c , =0, c 2 = 

1)，7=5¥ —20^(0=5， c 2 = — 2)，等等. 图 L 3 巧， 一 s i n i 的一些解 

有时候微分方程有不属于任何解族的解，也就是不 
能通过对解族中的参数取特值的方法得到这 个解. 这种解族之外的解称为奇异解 （ sin g ular 



solution ). 例如，我们已经看到: V = g 分， 3> = 0 是微分方程办/心=^:/ /2 在（一 oo , 


+ °°)上的 


解. 在 2. 2节中，我们将证明，微分方程办/乜=^ 1/2 有一个单参数的解族: 


当〔== 0 时我们就得到了特解但是注意平凡解 : v = o 是一个奇异解，因为它不属于 

y =(| x 2 + c ) 2 的 解族； 我们无法通过赋给常数 （ 一个值得到 y = o . 

在前面所有的例子中，我们都分别用工和： V 表示自变量和因变量 ， 但是读者应该习惯于用 
其他符号来表示这些变量.例如，我们可以用£来表示自变量，用 X 来表示因变量. 

_使用不同的符号 

函数 x ~ C \ sin 4 i 都是线性微分方程 
x ~ 16 x = 0 

的解，这里 o 和^是任意常数或参数- 

对; r = Cl cos 4 f 来说，关于 i 的前二阶导数是 / = 一杬， sin 和 一 16 c, cos 仏 替换方 

程中的 X "和 X ，然后得到 

x f +iex =- 16ci cos 4r + 16(c, cos At) = 0. 

用同样的方式， 由 _!： = £： 2 sin 可以得到 ’= — 160 sin 4 f ， 因此有 

x + 16 x = — 16c2 sin + 16( c 2 sin 4 i ) = 0 . 



微分方程引论 


最后，可以直接证明解的线性组合或含两个参数的解族: r=q cos 4 i + C2 sin 也是微分方程 

的解. ■ 

下一个例子说明了微分方程的解可以是分段定义的函数. 

_分段定义的解 

读者应该先证明一下单参数函数族 = 是微分方程 t / — 4 y = 0 在 （一⑴， +«=) 上的一 
个单参数解族.请见图 1.4 U ). 分段定义的可微函数 

I— j 4 ,x < 0 

乂 i x " 1 , jc ^ 0 

是这个方程的特解，但不能从单参数解族 y = 中得到.这个解是当 x <0 时令 c = — l 和: c ：5 i 

0时令 c = l 得到的.请见图 1.4( b ). 



a ) b ) 

图 1.4 : i：y —4)=0 的一些解 ■ 


微分方程组 到现在为止我们一直在讨论含有一个未知函数的单个微分方程 • 但是在理论和 
实践中，我们必须处理微分方程组.常微分方程组 （system of ordinary differential equations ) 是由 
两个或更多的方程组成的，这些方程含有关于一个自变量的两个或两个以上的导数.例如，如果 
: r 和^表示因变量， Z 表示自变量，那么由两个一阶微分方程组成的方程组为 


形如 （8) 的方程组的解是两个定义在区间7上的可微函数（《)，并且在这个区 
间上满足每一个方程. 

注 （ 丨 ） 关于微分方程的隐式解最后再说一点.在例3中，我们可以从 x 2 +y =25 
中解出用表示的; y ， 得到微分方程 d ： y/dr= — 的两个显式解 M > r )= V 25 — x 2 和 
^ 2 ( x ) = —^25 — x 2 . 但是不要把注意力过多地集中在这个例子上，除非问题是简单 
的、明显的、方便的、重要的，或被告知这样做，否则通常没有必要试图从一个隐式 
解 G ( x ， y )=0 中解出用工表示的 y . 同时，也不要误解定义1_ 3 后的第二句话，一个 
隐式解 G ( or ， y ) = 0 可以定义一个很好的可微函数4，它是微分方程的一个解’但是我 
们可能不能用像代数这样的解析方法解出 G (工， 3 -)= 0 . 4的解曲线可能是 GU ’ y )=0 
图形的一段或一部分.请参考练习 1. 1中的习题41、42和 2. 2节中例4下面的 讨论. 




8 


第 i 聿 


( il ) 在微分形式 MU ， y ) d x + NU , ^)办= 0中，一阶常微分方程是否是线性 
的可能并不明显，因为在形式上我们不知道哪个符号表示因变量.请参考练习 1.1 中 
的习题3、 4. 

( iii ) 假设 fu ， & j /， …， y ")) = o ， 从中解出 y ") 应该不是一件困难的事情， 
但是在这个地方读者应该稍微小心一点，这里可能有一些例外，关于这个假设肯定也 
存在一些 问题. 请参考练习 1.1 中的习题36、 37. 

( iV ) 读者可能会在一些微分方程的课本里或在从事微分方程研究的老师的讲课中 
遇到“闭形式的解”这 个词. 这个词通常是说用初等（或类似地）函数表示的显 式解 ： x 
的整數次幂、根式指数和对数函数、三角函数和反三角函数的有限次组合. 

( v ) 如果《阶常微分方程 3 >，/，…， y n ) )= o 在区间 I 上的每一个解可以 
从含 n 个参数的解族 G (_ r ，_ y , c , ， c 2 ，…， c „) = 0中选择合适的参数 c , ， i ，=1, 
2, ..., n 得到，那么我们说这个解族是微分方程的通解 （general solution ). 在解线性 
微分方程时，我们会对方程的系数加上简单的约束条件；通过这些约束条件，我们可 
以肯定不但在区间上解存在，而且由解族可以产生所有可能的解.除了一些一阶方程 
外，从非线性方程一般很难或不可能得到用初等函数表示的解.进一步说，如果我们 
得到一个非线性方程的解族，那么这个解族是否包含所有的解是不知道的，在实践 
中，“通解 ，，这 种说法只用在线性微分方 程上- 这个概念在 2. 3节和4〜6章中是很重 
要的. 


练习 1.1 


写出习题1〜10中每个微分方程的阶数，并说明是线性的还是非线性的. 

1. (1-j)/-4j/ + 53-=cos x 2. xg 一 (g) +y = 0 


3. (》 2 — 1 )dr 十 >rd：y= 0 
5.， V 4) — 6" + 6尸() 


4. udv\^ (v-\- uv^~ ue a )du —0 

6 - & + f +u=cos(r+M) 



9. ( sin ^) — ( cos ^)^' = 2 


8 _ 發 = -砉 

10. i ■.一 （ l-f ) i +^ = 0 


证明习题 11 〜 1 4 中给出的函数是相应微分方程的显 式解. 假定方程定义在某个合适的区间1上. 

11. 2/ + 3> = 0; ,v = e ' 1 2 

12- S + 20 - 产 24; + - l e — ’‘ 

13. /— 6：/ + 13 广 0; ,v = e 3j co s 2x 

14. /-f 3 ； ^taar; — (cos j)ln (sec x+tan x ) 

1证明习题15、 IS 中给出的表达式是相应微分方程的隐式解.每一题至少找出一个显式解.绘出显式解的 
ra 形.每个解4都定义在区间/上. 

15. ^ = (X-1)(1-2X),- ln(^^)=« 
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16. 2巧 dr+(or z — y )d>> = 0 ; -2 x 2 y + y 2 = l 

证明习题17〜20中，函数族是所给微分方程的解.假定每个解都定义在某个区间1上. 

17. p ' = pa - P )； c ' e， , 

li-Cie 

18. y +2 xy = \-, y = e' 1 ' £e ,Z d« + c, e -1 ' 

19. —4 ^ + = y =<：\ e 2l +c z xe 21 

20. x 3 ^-^ + 2 x 2 —x 普十 ）= 12工 2 ; 十 f2 工十 c 3 xlno:+4x 2 

21. ( a ) 证明;和 y = A(d = — /是微分方程 t ：/ 一 2 ：v = 0 在区间（一 oo ，+ oo ) 上的解 • 

(b) 证明分段函数 

叫 x 2 ,^0 

也是 J：/ —2;y=0 在区间（一〜，+°°)上的解. 

22. 在例3中，我们可以看到 >-=f (^)= 725 —i 2 和 y = i 1 { x ) = ~ V25 — 2是微分方程 dy/dx= ~ x/y 
在区间（一5, 5) 上的解.解释分段函数 

_ ( \/2 5 — x 2 ，— 5 < x < 0 

\ - \/25 — ，0 < x < 5 

为什么不是微分方程在（一5, 5) 上的解. 

23. U) 求出函数 y = ：r+2 ym 的定义域. 

(b) 证明 （a) 中的函数是微分方程（: y —d/ = ：y— 工+ 2在某个区间上的解.求使这个解有定义的最大 


区间. 

24. 下列函数是所给微分方程的解.至少求出每个解的一个定义区间- 

(a) /^25 + y 5 >- = tan5x 

(b) 2y = y COST; y=<il — sinx) — 1/2 

25. 求 m 的值，使得函数>= 6 〜是所给微分方程的解，给出求解过程 • 

( a)y + 2>> = 0 ( b )/-5 y + 6 y = 0 

26. 求； n 的值，使得函数是所给微分方程的解，给出求解过程. 

( a ) x / 十2；/ = 0 (bW —7 x ; y ’ + 15： y =0 

证明27、28题中所给的函数是微分方程组在区间（一°°，+°°)上的解 - 

27. ; r = e - 2, + 3 e 6 ‘ ， y =- e _2, +5 e 6! ; 

孕二 5 工 + 3 ：y 

d/ 

28. x = cos 2 i + sin 2 i + ye , , — cos 2 f — sin 2 f —; 


9= 4 十 ' 
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讨论题 

29. 构造一个微分方程，使它没有任何实数解. 

30. 构造一个微分方程，使它有平凡解^=0,并给出过程. 

31. 有哪些函数的一阶导数是它本身？哪些函数的一阶导数是它本身的 A 倍？把每一个问题写成一个一阶 
微分方程，并把它的解写出来. 

32. 哪些函数的二阶导数是它本身？哪些函数的二阶导数是它本身的负数？把每一个问题写成一个二阶微 


分方程，并把它的解写出来. 

33. 假设阶微分方程 f ( i ， y ， y ， ‘••， y ">)= o 在区间 j 上的解.解释为什么 t f ， …， 
f ”_ u 在区间/上一定连续 • 

34. 设一个双参数族：十 c 2 ： y 2 U ) 是一个线性二阶微分方程在区间 I 上 的解. 若 z =0 在区间 
f 内，求参数族的一个特解，使它满足条件: y (0)=2, y '( 0 ) = 0 . 并把所需要的假设列出来. 

35. 讨论并举例说明如何解形如 d ; y / cLr =/(: r ) 和 d 2 3 >/ dx 2 =/( x ) 的微分方程. ' 

36. 微分方程: r ( y ') 2 —4_ y ' —12 x 3 =0 可以写成（ 4 )表示的一般形式‘方程是否能够写成正规型办/知= 

37. «阶微分方程的正规型 （5) 等价于 U ), 无论何对二者都有相同 的解. 构造一个形如 Fk ， > y >=0 
的一阶微分方程，使它与正规型 dy / d:c = / U ， y ) 不等价 • 

38. 求线性二阶微分方程 FU ， > /) = 0,使得 ysqi + cy 3 是它的一个双参数解族.这个方程应 

该与 q 、无关. 

39. 讨论在什么条件下， ）= 0 是线性微分方程 （6) 的一个解. 

40. 我们知道当且仅当： y 是一个常数时有; y ' = 0. 利用这点确定下列微分方程是否有常数解 • 

( a )3 xy + 5 y =10 ( b)y = y 2 +2 y -3 

(c) (31 — 1 = 1 (d)) +4y +6y = 10 

在习题41、 42 中，所给图形表示微分方程 cly / do ： ==/(：<：, : y ) 的隐式解 G ( i , >0=0的 图像. 在每题中， 
GU ，； y )==0 隐式地定义了微分方程的几个解‘请读者重新绘出每个图像.用不同的颜色标出解对应的图像_ 
请牢记解4必须是一个函数并且是可微的.利用解曲线估计每个解4的定义区间 1 • 

41. yf 42. ’ 

1 x 


图 1. 6 




43. 单参数族: r 3 +y = 3cx：y 被称为笛卡儿叶形线 （folia of Descartes ). 证明这个参数族是一阶微分方程 
dy = y(y z — 2x 3 ) 

dr x (2 y — 工 3 ) 


的隐式解. 

44. 图是习题 4 3中^=1时的叶形线.讨论如何利用习题43中的微分方程求出 P + 图形上 

具有垂直切线的点.知道了何处的切线是垂直的，又如何确定微分方程的解#的定义区间写出求 
解过程，并和习题 4 2中的区间加以比较- 

微分方程解的信息可以从方程本身得到.在解45〜 4 8题之前，复习一下微积分中导数办/山:和 
的几何意义. 
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45. 设 i V = ii ( x ) 是定义在 J 上的/= /+ 4 的解.描绘在/上的图形.例如，解曲线是否有相对 

极值. yi 

46. ( a ) 证明 j = 一 oo <；!：< + c » 是 / = 5 — 的解.这个常数解的图形是 

图 1.7 中的水平 直线 . ' ；； 

( b ) 为什么图 1. 7中所示的曲线不是解曲线？ ^ =5 

( c ) 在 j <5, > C >5 定义的区域上绘出几个合理的解曲线. --- 

47. 设 3；=!K_r) 是微分方程 dy/dr = ：vU —63O 的解，其中 a、 6是正的常数. ；； \ 

( a > 求出方程的 W 个常数解. -- 

( b ) 仅用微分方程，分别求出非常数解 ; V = fU ) 在 3" 轴上的递增区间'递 … 丨 ' ,丨' r 丨 

减区间. -- '.' X 

( c ) 仅用微分方程，解释为什么是非常数解 ； y = ^ x ) 图形上拐点 

的 J 坐标. ® 1 - 1 

( d ) 在同样的坐标轴上，绘出 （ a ) 中两个常数解的图形.这些常数解把工 ; y 

平面分割成三个区域.在每个区域里，绘出非常数解的图形’它的形状可以从 （c) 
的结果中得到一些启示- 

48. 如下所示的单参数解族是所给一阶微分方程的隐 式解： 

yAx— 2jcAy ■=- 0,y 2 = 2 jrdr + jydy = 0 ’ 2x 7 + y 1 = cl. 

绘出第一个参数族当 fl >0 时的三条解曲线和当 c ,<0 时的三条解曲线.至少绘出第二个参数族的三 
条曲线.第一个参数族的解曲线和另一个参数族的解曲线的交点有什么 性质？ 仅利用微分方程，请读 
者证明之. 


计算机实验作业 

在习题 49 、 50 中，用 CAS 计算所有的导数并证明函数是所给微分方程的特解 - 

49. 3 - <4> -20/ / +158/-580> ， + 841j; = 0; y = xe 5l cos 2x 


50._r 3 / ， + 2x 2 /+20xV 一 78y = 0; 


Q cos(51n £ )_3 

^ T 


sin(5 In x) 
x 


1.2 初值问题 

我们对有边界条件的微分方程是感兴趣的，这些边界条件通常形如^二 〆 ^)或其导数•在 
含有 了。 的某个区间上， 

解= /( u ，_ y ’， W n) ( i ) 

约 束：: y ( xo ) = ： y 。 ， y (工 0 ) = y , ，… ， y 广 1 ) 0 0 ) = y „_, 

这里： y 。， ％，…，是任意的实约束条件，称为初值问题 （ IVP ). 及它的前1个导 

数在点 為的值为： yQ 。） 二; y ,， …，称之为初始条件 （initial 
condition ). 

—阶初值问题和二阶初值问题 问题 （ 1 ) 称为《 阶初值问题 （ ” th-order initial-value 
problem). 例如， 
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以及 


约束 : y(x 0 ) = y 0 

解 ： = y> y') (3) 


约束： y(x 0 ) = yo. y (x 0 )=yi 

分别是一阶和二阶初值问题.这两个问题用几何术语解释非常 容易. 对 （2) 来说，我们在一个 
含有: c 。 的区间 f 上找到微分方程的一个解，那么这个解曲线通过点 ( x 。，>). 请见图 1.8 .对 
(3) 来说，我们想找到微分方程的一个解，这个解的图形不但通过点（工。，>。），而且在这个点 
的斜率是％.请见图 1.9. 初值条件是 从物理系统得到的，这个系统的自变量是<， yW=yo 
和 y \ t a )= y , 分别表示物体在开始或初始时刻的位置和速度. 


微分方程的解 


图 1.8 —阶初值问题 


微分方程的解 


图 1. 9 二阶初值问题 


解《阶初值问题常用方 程的” 参数解族解出》个特定的常数，然后得到该方程的特解，这 


个特解满足 n 个初始条件. 

_ 一阶初值问题 

可以很容易地证明 y = ce x 是一阶方程; y ' = : v 在区间（_°°， 
+ CO ) 上的单参数解族.如果指定一个初始条件，比如说， y(0) = 3, 
然后把工 =0, y =3 代入解族 ，得到常数 3 = ce °=c. 因此， y = 3e- 
是初值问题 

y = y, : y (0) = 3 

的解.现在需要让微分方程的解通过点 d ， 一 2) 而不是(0, 3)，那 
么由： y ( l ) = _2 可得， 一 2 =戊或<:=— 2 e -1 . 是初值 



问题 


y = y, : y ( l ) =— 2 


的一个解.这两个函数的图像如图 1. 10 所示 ■ 


图 1.10 初值问题的解 


■ 


dB 二阶初值问题 

在 1.1 节中的例4中，我们知道2 = 0 


cos 4r+c 2 sin 4r 是方程 x"+16a:=0 的双参数解族. 


求初值问题 


+ 16x = 0, x(7t/2) =— 2， x , ( jt /2) = 1 


的解. 


(4) 
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解首先把 x ( tc /2) = -2 代人所给的解族中得 Cl cos 2^+0 sin 2 tc =-2. 因为 cos 2 k = 1， 
sin 2^=0, 解得 〒一 2. 然后把 z '( 5 t /2) = l 代人单参数解族: rU ) = —2 C o S 4« + c 2 sin 4 t 中. 
求它的微分，然后令 《 = 7 t /2, x ' = l , 得 Ssii^Tt + hcodTtsl ， 可解出 c 2 = 1/4. 因此， 
_ r =—2 cos 4 f + l /4 sin 4 t 是 (4) 的一个解. ■ 

存在性和唯一性 初值问题中有两个基本的 问题： 

解存在吗？ 

如果解存在，那么它唯一吗？ 

形如 （2) 的初值问题 ，问： 

j 微分方程 办/如=/(：1：，： y ) 有解吗？ 

存在性 t 有一条通过(工。，： V 。）的解曲线吗？ 

_ j 什么时候只有一个解存在？ 

唯 '"性1曲线通过点 U 。， ： y 。） 吗？ 

注意在例1和例2中，用“一个解，，而不是“这个问题的解 ”• “一个”就说明其他的解也可能 
存在. 基于这一点，我们还没有证明问题存在唯一解.下个例子给出了带有两个解的初值 
问题. 

剛 —个初值问题可以有几个解 

方程: y =0 及3» = ^ 4 都满足微分方程 dy/dx = xy m 

以及初值条件: y (0)=0, 因此初值问题 

Ay/Ax = xy w , y ( 0 ) = 0 

至少有两个解.正如图 1.11 所示•，这两个函数的图形都通 
过 同一点（0, 0). ■ 图 1.11 同一 个初值问题的两个解 

在—般的微分方程中都给出适当的限制条件，使得我 
们可以相当肯定地说多数微分方程有解并且初值问题的解可能是唯一的.但是在现实中，问题 
没有那么 简单. 因此需要进一步知道初值问题的解是否存在，如果存在，是否唯一.因为在接 
下来的两章中将讨论一阶微分方程，所以这里不加证明地给出一个定理，这个定理给出了形如 
(2) 的一阶初值问题的解存在并且唯一的充分条件.我们将在第4章中讨论二阶初值问题解的 



存在性和唯一性. 

咏 am 唯一解的存在性 

令尺是 定义在 x;y 平面上 a<x<6 ， 的矩形区域’并使 
得点 （ X 。， ： y 。） 在其内部.如果/(工， ： y ) 及 3//3 y 在1?上是连续的’ 
那么存在某个区间 I 。： x 0 —h<x<x 0 -\-h, h>0, 包含在 a <: r <6 
内，并有唯一的一个定义在 I 。上的函数: y ( x ) 是初值问题 （ 2 ) 的解 • 
上述结论是一阶微分方程最重要的一个存在性和唯一性定理， 
因为/( X ， 3 ;) 和3// 3 ：y 的连续性相对来说容易验证.定理 1.1 的几 
何图形如图 1. 12所示. 



图 1.12 矩形区域 K 
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iKl 回顾例3 

例3中微分方程 cb/cLr = a ： y /2 至少有两个解，它们的图形通过(0, 0). 对函数 
fCx,y) = = 2 ^ 

的研究表明它们在 >>0的上半平面是连续的.根据定理1.1，我们可以说在 y >0 的上半平面 
中的任何点 U 。， ％)，并以： r 。 为中心的区域上，所给的微分方程有唯一解.因此，即使不解 
方程，我们也知道在以2为中心的某个区间上初值问题 cb/dx = xy /2 , 火 2) = 1 有唯一解. ■ 
在例1中，定理 1. 1保证了初值问题/ = 7, _ y (0) = 3 和/ = > >(1) = 一2分别除了〜= 
和 y = —2 e H 之外没有别的解.这个结论可以从/( X ，和~7办=1在整个 D 平面 
上的连续性得到.进一步，解定义的区间 J 可以扩展到（一+°°). 

存在性和 唯一性 的区间假定 〆 d 表示初值问题 （2) 的一个解.以下三个: c 实轴上的集合 
可能是不同的：函数: v ( x ) 的定义域，解3>(工）的定义域或存在的区间存在性和唯一性的区 
间 J 。. 1.1 节的例2说明了函数定义域和定义区间 J 的区别.现假定 U 。，>) 是定理1, 1中区 
域 R 中的一个内点.函数 /( X ， /在 R 上的连续性充分保证了 cWcLc = /( x ， y )， y (^)=> 
在某个区间 J 上至少存在一个解.初值问题的定义区间 I 通常是包含心的最大区间，在这个 
区间上解 yU ) 有定义且可微 • 区间 I 依赖于 / U ， y ) 和初始条件: = 请见练习 1.2 中 
的习题 27、 28. 上一阶偏导数 3 // a y 的连续性条件使得我们不但可以说在包含的某个 
区间 J 。 上解存在，而且这个唯一解满足^為）=>，但是，定理 1.1 没有告诉我们区间^和 h 
该取多大范围； 定义区间/不一定取和尺一样，存在性和唯一性的区间 L 不一定取和 I 一样 
大.定义区间 I 。： a — / iCjcCa + Zi 的 h 〉0 可以非常小，并且最好认为解; y ( z ) 在局部是唯一 
的，所谓局部解就是定义在点（々，周围区域上 的解. 请参考练习 1.2 中的习题 34 . 

注 （ i ) 定理 1. 1 中的条件是充分的但不是必要的.当 / U ， 30 和 3 //3 y 在矩形 区域尺 
上连续时， （2) 的解必定存在并且唯一，而不论（ X 。，： V 。）在 K 的什么位置.然而，如果 
定理 1. 1中的假设条件不满足，那么任何情况都有可能 出现： 问题 （2) 仍有一个解，而 
且这个解仍有可能唯一，或它有几个解，或它根本没有解.例4揭示了定理 1. 1假设在 
直线; y =0 上对微分方程 d _ y / cLc == xy /2 不成立，但是这并不奇怪，正如我们在本节例3 
中看到的一样，有两个定义在普通区 间一办 < x </ i 上的解满足 〆 0) = 0. 另一方面， 

定理 1. 1的假设在直线: y = l 上对微分方程 dy / dr = 丨 ： y — 1 I 不成立.然而，可以证明初 
值问题 dy / dx = | y—l I ，少0) = 1的解是唯 一的. 请读者自行求出这个解. 

(ii )请读者思考练习 1.2 中的习题33，并把它牢记于心. 

练习 1.2 

用 y = > ,- y 的单参数解族 >>= l/(l + qe ^) 求解习题1、 2 中初值问题的解- 

1. 3-(0) = -y 2. y ( —1> = 2 

用 _ r 〃 + x =0 的双参数解族 J - = ci COS t+C2 sin t 求解习题 3 — 6 中初值问题的解 • 

3. 工 (0) = —1 ， x ， (0)=8 4.1(71/2) = 。， x(7t/2) = l 

5. x(7t/6) = l/2, x(7t/6) = 0 6. x(x/4)=72, x U/i) = Z-j2 
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用 y =0 的双参数解族 y = C ie i + C2e 〜 求解习题7〜10中所给初值问题的解. 

7. ><0) = 1，）'（0) = 2 8.3/(1)=0， /( l ) = e 

9.. y ( — 1) = 5, V ( —1) = — 5 10. y (0)^0, y (0) = 0 

至少求出习题11、12中所给初值问题的两个解. 

ll.y=3;y 2/3 ， jy(0) = 0 12. xy = 2y, ： y(0)=0 

在习题 13 〜 20 中，求: r ： y 平面上的一个区域，使得微分方程在这个区域上有唯一解，并且通过点 ( A ，> ). 
13. ^,= y m 14 .普 = ^^7 




17. (4—y >y = j- 2 
19. ( x 2 十 y )： y ’ 二: y 2 


18. (1 +W = 

20. (3； — jc)：/ = ：y 十 x 


判断习题 2 i 〜 24 中，定理 1. 1是否能保证微分方程:/= yy —9有通过下列点的唯一解. 


21. (1， 4) 


22. (5， 3) 


23. (2, -3) 24. (―1，1> 

25. u) 求解微分方程 = y 的单参数解族，并证明解族中的每个解都是初值问题 = h y( 0 卜 0 


的解. 

( b ) 求出： r ： y 平面上的一个区域尺，使得 U ) 中的微分方程 j 存在唯一解并且此解通过 R 中的点 


(工0， )• 

(C) 证明分段函数 

f 0, x < 0 
广 U ， x^0 

满足条件 3 K 0) = 0. 判断这个函数是否也是 U ) 中初值问题的一个解. 

26. ( a ) 证明尸 tanU + c ) 是微分方程父=1 + /的单参数解族‘ 

( b ) 因为 fix , ^) = 1 + / 和3 是处处连续的，因此定理 1.1 中的区域尺可以拓展到整个 

• r ： y 平面上.用 （ a ) 中的解族求出初值问题：/= 1 + /， ： V (0)=0 的一个显式解 • 尽管々="0在区间 
一 2<1<2上，解释为什么解在这个区间上没有定义- 

( c ) 求 （ b ) 中初值问题解的最大定义域厂 

27. ( a ) 证明: y = — 1/( j ： + c ) 是微分方程 y = y 2 的单参数解族_ 

( b ) 因为/( I，30 = /和3 是处处连续的，所以定理 1. 1中的区域反可以是整个平面. 

求 （ a ) 中解族的一个特解，使其 满足 〆 0) = 1. 求 （ a ) 中解族的一个特解满足 〆 0) = 一1.并写出使 
每个初值问题的解有意义的最大区间 L 、 

( c ) 求 （ a ) 中解族的一个特解，使其满足： V '二: V 2 ，： y ( 0 〉 = W ， ： V 。參 0 ■ 解释为什么解的最大定义区间^ 
是 一 oo < x < l /： yD ，或是 l /： yo 〈 j; 〈 + oc . 

( d ) 求初值问题 y = y , 少0)=0解的最大定义域厂 

28. U ) 证明 3/—/ = C 是微分方程 ydy / dx =； li 的单参数解族. 

( b ) 绘出隐式解 3 工 2 —父=3的 图形. 求 （ a ) 中微分方程的所有显式解给出每个显式解的定 
义域 I . 点（一2, 3) 在图形 3 x 2 — / =3上，但是哪一个显式解满足 _ y (一 2) = 3? 

⑺利用 U ) 中祕族 求出娜 问题 W d i = 3; r ，3>( 2 ) = — 4 的—个隐式解.然后绘出这个初值问题 
显式解的图形，并给出定义域厂 

( d )3 , d^/dx = 3 x 有通过原点的显式解吗？ 
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讨论睡 

29. 考虑初值问: y (0) = l /2. 用数学语言解释图1_ 13中所示的两条曲线哪条是合理的解 
曲线. 

30. 解释为什么一阶初值问题 d >>/ dx =/(^， >0, y \ x 0 ) = yi 没有意义，其中; y ! 是任意实数. 

31. 求办的值，使得初值问题;/ + 2： y= 3 ：c — 6 ，： y (: c „) = 0 解的图形和 o ： 轴在 （ i 。，0) 点相切，并给出求解 
过程. 

32. 图 1 . 14给出了二阶微分方程 d ^/ ic ^/ Cx ，： y , : y ') 解族中四个解的图形_给每一个解曲线寻找一个 
合适的初始条件. 




(a)y(l) = l, >/(1) = 一 2 (b)〆 一 1) = 0, /(-D = -4 

(c) ： y(l) = l ， ： /(1) = 2 (d))(0) = — 1 ， y(o> = 2 


( e )^ C 0) = - l , /(0)=0 ( f ) y (0) = -4, y (0) = —2 、 

33. 设一阶微分方程 d ： y/dx = /(: r , : y ) 有一个单参数解族，并且/(工，： V )满足定义 1. 1的假设，它定义在 
• ry 平面的某个矩形区域 尺上. 讨论为什么两个不同的解曲线不会相交，或在尺中的某点（工。，外） 


相切. 


34. 函数 


々)=為/’ 


— OO < ：r 0° 和 y (^ c ') = 



X< 0 
工>0 


分别如图 i . i 5( a )*( b ) 所示，很明显它们是不同的.这两个函数都是初值问题办/乜=工夕 /2 
: y (2) = l 在（一°°, +°°)上 的解. 这点和例4的最后一句话是矛盾的，请解释这个矛盾. 
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35. 考虑微分方程若对微分方程进行微分，然后替代其中的 y ， 则有 z +1) 
- l =3^-- r . 讨论下列信息的几何 意义： ' 

y = x — 1 时 / = 0 ，jy = J ： 时3»〃 = 0; 

： y>x — 1 时: y ' SO ，？〉：! :时 ： v 〃>0; 

: V < i — 1 时 ： y' < 0，：y < i 时: y 〃 < 

用这些信息绘出微分方程的解族曲线.请再参考习题 33. 

1.3 作为数学模型的微分方程 


本节我们集中讨论如何用微分方程来构造数学模型.在第2章和第4章里学习了解微分方 
程的方法以后，我们再来解第3章和第5章里的一些模型. 

数学模型 我们经常需要用数学语言来描述一些现实生活中的现象，无论是在物理学、社会 
学中，还是在经济学中.这些现象的数学描述称为数学模型 （mathematical model) ， 这些模型是为 
我们的某种目标建立起 来的. 例如，我们希望通过研究生态系统里动物数量的增长来了解其内在 
的运行机制，或者希望通过分析化石或地层中放射性物质的衰减来判断化石的年代， 

构建一个系统的数学模型的步骤 如下： 

(i ) 识别对改变系统有作用的 变量. 起初我们可以不用把所有变量都选进模型.在这步 
中，我们给出模型的求解精度 • 

(ii ) 我们做一些关于这个系统的合理 假设. 这些假设也可以包括任何对系统适用的经验 
法则. 

对于某些情况，低精度的模型也能很好地满足我们的 需求. 例如，读者可能已经在物理课 
上学过，在为地球表面附近做落体运动的物体建模时，空气的摩擦阻力有时可以忽略不计’但 
是如果是一个从事精确计算远程导弹飞行路径的科学家，就必须考虑空气阻力以及像地球表面 
曲率这样的一些其他因素 • 

因为关于系统的假设经常包括一个或几个变量的变化率，所以所有这些假设的数学描述可 
能是一个或几个包含导数的方程.换句话说，数学模型可能是一个微分方程或微分方程组- 

一旦建立起一个微分方程或方程组的数学模型，我们所面对的就是解方程或方程组这样棘 
手的问题.如果我们能解它，且当这个解和系统行为的试验数据或已知事实相符’我们就认为 
这个模型是合理的.但是如果这个解预测能力很差的话，我们就增加求解的精度或做一些另外 
的假设.然后建模的过程如此反复，如下图 所示. 
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当然，提高模型精度增加了模型的复杂性，同时也增加了我们不能得到显式解的可能性. 
物理系统的数学模型通常包括时间变量模型的解给出了 系统的状态 （state of the 


system ), 换言之，对应于《的因变量的值描述了系统过去、现在和将来的状态. 

人口动力学 最早通过数学方法测量人口增长 （population growth ) 的模型是英国经济学家 
托马斯.马尔萨斯在1798年所建立的模型.马尔萨斯模型的基本假设是一个国家在某个时刻 
的人口增长率和当时的人口总数成一定比例®.也就是在《时刻的人口越多，将来的人口也就 
越多. 用数学语言描述就是，用 PG ) 表示《时刻的总人口，则这个假设可以表 达为： 


这里 A 是比例常数，这个简单的模型忽略了很多影响人口增长或减少的因素，但是却相当 
精确地预测了 1790〜1860年间的美国人口.按照 （1) 所表示的速率增长的人口是非常罕见的； 
但是， （1) 仍然被用来描述小数量人口在短期内的增长模型（例如有盖培养皿中细菌的繁 殖）. 

放射性衰减 原子的原子核由质子和中子组成.很多质子和中子的组合是不稳定的’也就 
是说原子会衰减或转变成其他物质的原子.这类原子核被称为是放射性的.例如，具有强放射 
性的镭 -226 会转变成气态氡 -222. 为了给这 种放射性衰减 （radioactive decay ) 建立数学模型， 
假设-种物质的衰减速度从/山与《时刻该物质剩余总量 AG ) (更准确地说是原子核的总数）成 


正比： 

尝 ocA 或盖⑵ 

当然，方程 （1) 和 （2) 是完全相 同的； 不同的仅仅是符号表示的意义和比例常数不同.对于增长 
的问题来说，正如我们期望的那样，在 （1) 中^>0,对于衰减问题，在 （2) 中 jfe <0. 

增长模型 （1) 也可以看成是 dS/dt = rS , 当年利率 r 是连续复利时它表示资金 S 的增值过 
程. 衰减模型 （2) 也应用在生物领域，比如它可以确定一种药物的半衰期，也就是药物在体内 
通过排泄或新陈代谢消耗50%所用的时间.在化学领域，衰减模型 （2) 描述了一阶化学反应的 
过程.以上诸例子基于以下 共识： 

单个的微分方程可以作为许多不同现象的数学模型 • 

数学模型中通常有某种边界条件的限制.例如，在模型 （1) 和 （2) 中，我们希望知道初始人 
口 P 。 和初始放射性物质的总数 A 。. 如果初始时刻是〖== 0 ,那么我们知道 P ( 0) = P °， A(0) = 
Ao - 换言之，一个数学模型的约束条件可能是初始值问题，也可能是稍后我们在 5 . 2 节中看到 

的边界值 问题. A 

牛顿热力学定律 根据牛顿热力学定律，物体内温度的改变速率与物体的温度和其 周-介 
质（也就是所谓的环境温度）温度之差成 正比. 如果了0)表示物体在 f 时刻的温^度， T "■表 示其 
周围介质的温度， dM 表示物体温度变化醜率，牛顿热力学定律用数学语謂述 就是： 

^' 0 0 7'—1' ) „或¥=^(7'— T „)， （3) 

这里 /fe 是比例 常数. 不论是在冷却还是加热模型中，如果是常数，那么々< 0 . 


0若两个数 


成比例，则记为《«^.也就是说一个数是另一个数的常数倍 ： u=kv - 
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疾病传播有一类传染病，例如流感病毒，通过人与人之间的接触传染.令表示感 
染病毒的人数，： y ( t ) 表示未感染的人数.假设疾病传播的速率 dx / ck 与这两个群体之间 相互接 
触的人数成正比.假设相互接触的人数与 x (0 和 〆 O 的联合函数成正比，那么 

Tt =kxy ' ⑷ 

这里&是通常的比例 常数. 设一个小社区有固定的《个人口，如果一个感染病毒的人进入社 
区，那么 x ( f ) 和 〆 《)的关系就是 x+ y = M + l . 用这个方程消去 (4) 中的 y ， 得到 


(5) 有一个明显的初始条件 x (0) = l . 

化学反应 微分方程 （1) 所表示的放射性物质的分解称为一阶反应 （ first - order reaction ). 
在化学中，有一类反应遵循一个同样的经验 法则： 如果物质 A 的分子分解成更小的分子，那 
么就有一个假设成立，即这种分解的速率与原物质的剩余总量成正比；也就是说若表示 
物质 A 在任何时刻的剩余总量，那么 dX / cU =々 X ， 这里 A 是负的常数，因为 X 是不断减少的 • 
—阶化学反应的一个例子就是 ( CH 3 ) 3 CC 1 转变为 ( CH 、 3 ) 3 COH : 

( CH 3 ) 3 CCl + NaOH ― - ( CH 3 ) 3 COH + NaCl . 

其反应的速率仅由 （ CH 3 ) 3 CC 1 的浓度决定，但是，在化学反应 

CH 3 Cl + NaOH ― ► CH 3 OH + NaCl 

中，—分子 ch 3 C 1 消耗一分子 NaOH , 然后生成一分子 CH 3 OH 和一分子 NaCl . 这个反应的 
速率与剩余 CH 3 C 1 和 NaOH 数量的乘积成 正比. 为了把这第二种反应一般化，我们假设一分 
子 A 和一分子 B 生成一分子 C . 如果用 X 表示 C 在 I 时刻生成的总量，《、卢依次表示物质 A 、 
召在（= 0时的数量（初始数量），那么 A 、 B 瞬时未反应的分别为和因此 C 的生 


成速率为 


= kCa — X ) (jS 一 X )， 


( 6 ) 


这里 A 是比例 常数. 方程 （6) 表示的反应模型称为二 阶反应 （ second-order 
混合物问题两种不同浓度的盐溶液混和在一起，就产生了用一阶微 
分方程所描述的溶液中盐的数量 问题. 假定在大容器里盛有 300 gal e 盐溶 
液(即在水中融解一定数量的盐所得到的溶 液). 另外一个盐溶液以每分钟 
3 gal 的速率倒入大容器中；倒入的盐溶液浓度是每职 1 2 lb § 盐.容器里^ 
溶液经过充分搅拌后，再以同样的速率倒出.请见图 1.16 .如果 A (0 表示 
t 时刻容器中盐的数量(单位为 lb ) ，那么 AU ) 变化的净速率是 

替=(=倒人)—(=倒出)=尺-反. ⑺ 


reaction ). 



图 1.16 


0 1 USgal=3. 785 dm 3 . -编辑注 

㊁ 1 lb=0. 453 kg. ——编辑注 
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盐倒人的速率（单位是 〖 b / min ) i ?, 是 

盐溶液的倒人速率 倒入盐的浓度 盐的倒人速率 

Ri = (3 gal / min ) • (2 lb / gal ) = 61 b / min . 

现因为溶液在倒人的同时也在以同样的速率倒出，那么 < 时刻容器中盐溶液的数量是常数 300 gal . 
因此，容器中盐的浓度以及倒出溶液的浓度为 A ( O /300 lb / gaU 因此盐倒出的速率 R 。 为 

盐溶液的倒出速率 倒出盐的浓度 盐的倒出速率 

i I I 

R „ = (3 gal / min ) • (^ lb // 8 al ) = lb / min . 


那么方程 （7) 可以写成 


dA , A 
d7 = 6_ Iw' 


( 8 ) 


排水问题 在水力学上， Torricelli 定理表述的是水从深度为^的容器底部的一个薄壁孔 
中流出的速率 w 这里 r 和在高度 A 处做自由落体的物体速度相等，即 
v = V 2 gh , 这里 g 是重力加速度.的表达式是从动能 ■讲 J 和势能 

的等式中解出的.假定水在重力作用下从一个盛满水的容器的底部小孔 
中流出.我们要求出在任何时间 < 时容器中水的高度&考虑一个如 
图 1.17 所示的 容器. 如果小孔的面积是 A〆 单位是 ft 2G )， 水流出容器 
的速度是单位是 ft / s ®), 那么每秒流出容器的水的体积是 
(单位是 ft 3 / s @ ). 因此，如果用 V “）表示 t 时刻时容器中水的 
体积，那么 

莹一 次原， ⑼ 



这里负号表示 V 是不断递 减的. 注意这里忽略了小孔的摩擦，它可能会使水的流速减慢.如 
果这个容器中的水在任何《时刻的体积可以写成 7 G ) = A A ， 这里单位是纪）是水的上表 
面面积，它是个常数（请见图 1. 17 )，那么 dV/df = A „, d / i / df . 把这个表达式代入 （9) 式，我们 
就得到表示水在 ，时刻 的高度的微分 方程： 


dh 



( 10 ) 


注意到 （10) 中的，即使不是常数也是成立的，这种情 况下， 我们就必须把水的上表面的面积 
表示成 A 的函数，即 A w = A (/ i ). 请参考练习 1. 3的习题 12. 

串联电路 考虑如图 1.18( a ) 所示的单回路串联电路，包括一个电感 线圈、 一个电阻器和 


o 1 ft 2 -0. 092 9 m 2 . 一--编辑注 
㊁ 1 ft/s = 0. 304 8 m/s. —一编辑注 

@ 1 ft 3 /s=0. 028 3 m 3 /s. —一编辑注 
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一个电容器.开关闭合后电路中的电流用 i (0 表示； f 时刻时电容器中的电量用 g (0 表示•字 
母 L 、 C 、 i ? 分别表示感应系数、电容量、电阻，一般情况下都是 常数. 根据基 尔霍夫第二定 
律 （ Kirchhoff’s second law ), 闭合回路中的外加电压 JE ( t ) 必须等于回路中电压降的总和. 
图 1.18( b ) 的符号和公式分别表示了经过电感线圈、电容器和电阻器的电 压降. 因为电流 i («) 
和电容器中的电量 9(0 有关， i = dq / dt , 把三个电压降相加 



电感线圈 电阻器 电容器 

I II 


它们之和等于外加电压降，因此产生了一个二阶微分方程 

^ +Rd f t + b = EM - 


(id 


我们将在 5. 1节中详细讨论形如 （1) 的方程 • 

落体运动受力物体运动的数学模型通常用牛顿第二运动定律来 描述. 在初等物理学中， 
牛顿第一定律说明一个物体在不受外力的情况下要么保持静止，要么保持匀速 运动. 这也就是 
说， 如 果作用在物体上的外力之和 F =2 F * 为零，即合力为零，那么物体的加速度为零•牛顿 
第二运动定律 （ Newton’s second law of motion ) 描述了当作用在物体上的合外力不是零时’合 
外力与物体的加速度^成正比， 准确 地说是 F = ma ， 这里 m 是物体的质量. 

假设一块石头从一个建筑物的顶部竖直向上抛出，如 Vo 


图 1.19 所示，那么在《时刻时，石块相对于地面的位置 〆 0 
是多少？石块的加速度是二阶导数如果设竖直向上 
的方向为正方向，石块只受重力，那么由牛顿第二定律得： 


d 2 5 

d? 


: —mg 


或— 


— g - 


( 12 ) 



石块 


也就是说石块在地表附近所受的力 F = F 1 = ~ W 和它的重 
量 相等. 重力 W = mg ， 这里 m 是物体的质量， g 是重力 
加速度. （12) 式中的负号表示重力的方向是竖直向下的’和 
正方向相反.设建筑物的高度为私，石块的初始速度是灿， 
那么 s 可由二阶初值问题解出： 
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=— g,s(0) = 5 。， /(0) = 叫 . (13) 

尽管我们没有强调这个方程的解，但是由 （ 13) 式对 g 关于《求两次积分便可解出.两个积分常 
数可以根据初始条件解出.在初等物理学中，读者可能已经学过 （ 13) 式的解应该是 . S (t) = 


一 jgt 2 +W 0 ^ + 5o. 


落体与空气阻力 在伽利略做著名的比萨斜塔实验吝前，人们普遍相信较重的物体做自由 
落体运动时比较轻的物体下落得快，比如说炮弹比羽毛下落得更快.很明显，若炮弹和羽毛同 
时从相同的高度下落，前者速度较快，但这不是因为炮弹更重，而是因为它们的空气阻力不 
同.在模型 （13) 中我们忽略了空气 阻力. 在一些情况下，质量为 m 的物体，比如说有较低密 
度和不规则形状的羽毛，所遇到的空气阻力与它的瞬时速度 I 成正比.这种情况下，我们设正 
方向为竖直向下，那么作用于物体的合外力是 — 这里物体所受的重力 
F , =« 1 足 是正方向的，而空气阻力 f 2 = — b ， 也叫粘 性阻尼 （viscous damping ) ，是反方向或竖 
直向上的.请参考图1.加_因为 r 和加速度 a 有关 ， a = dv / dt , 牛顿第二定律可以写成1"= 
rna = mdv / dt . 通过牛顿第二定律这种合外力的形式，我们可以得到一个一阶微分方程来描述 


物体在《时刻时的速度 v (. t ) , 


dv 

m Tt 


= mg — kv • 


(14) 


这里 6 是正的比例常数.如果是物体在 r 时刻与初始点的距离，那么 t ；= dVdf ，a = Av/At 


A 2 s / dt \ (14) 式可以用 . v 写成一个二阶微分方程 




正方向 


空气阻力 




重力 


图1,20物体 m 的落体 



a) 平衡 



x{t) 


b ) 链条保持， c ) 运动，对 
直到 r >0 


(15) 


图 1. 21 


下滑链条问题 设一个长度为 Lft 0 的均质链条，悬挂在墙上的：个铁钉上，高度在水平 
面 以上. 假设铁钉是无摩擦的，链条的重量是 i ° lb / ft . 图 1. 21( a ) 表示链条悬挂处于平衡时的 
位置； 如果让右边部分稍稍长出左边一点，那么链条将滑下铁钉.设正方向是竖直向下，工“） 
表示铁链右边端点在时间 f 内下降的距离.相应于平衡位置有 i = 在图 1.21( b ) 中，£=0 
时，链条右边的端点下降 〜 ft ， 如图 1. 2 l ( c ) 所示运动中的链条，我们可以得到下列定量 关系： 


0 1 ft —0. 304 8 m .—- 编辑注 
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链条的重量 ：w = a ft ). ( pib / ft ) = Lp , 

链条的 质量： = w/g = Ljo/32, 

合外力： F = (L/2 + x)p~ (L/Z — j：)p = 2xp. 

因为“ = d 2 : r / ck 2 , = F 可以写成 


if d 2 j 
32 


= 2px 


或 


d 2 sc 64 

d7~r x 


= 0 . 


(16) 


注 本节的每个例子都描述了一个动态系统，它随着时间，的变化而变化.作为数学 
的一个分支，动态系统的研究在当今十分盛行.我们将在适当的时候提到一些和我们 


的讨论相关的这个领域的一些术语. 


更准确地说，动态系统 （dynamical system) 是由依赖于时间的变量组成的集合构 
成的，这些变量称为状态变量 （state variable) ， 同时系统也包括一定的规则，这些 
规则可以使我们用某个时刻的状态变量来描述系统的状态（可能是过去的、现在的， 
或将来的状态），动态系统可以分为离散时间系统和连续时间系统.在本书中，我们 
仅讨论连续时间动态系统，所有变量在整个时间区间上都有定义.连续时间动态系统 
的数学模型是微分方程或微分方程组 • Z 时刻的系统状态 （state of the system) 就是此 
时状态变量 的值； r 。 时刻的系统状态设为数学模型的初始 条件. 初值问题的解称为 
系统的响应 （response of the system). 例如，在放射性衰减的模型中，数学模型为 
dA/dt = kA . 如果 耗时刻 时放射性物质的数量已知，为 AU q )= A 。， 那么解这个模 
型，我们可以得到时系统响应为 A ( f ) = A c e u — V ( 请见 3. 1 节）. 系统响应 
AU ) 是系统的单状态变量.在落体问题中，系统响应，也就是初始条件为 s (0)= s 。， 

/(0)=仇的微分方程 d 2 W =—尽的解为 s (0 = —+ x ^ + s 0 ， 0 « T ，这里 


了表示石块落到地面的时间.状态变量是 〆 Z ) 和 / U )， 它们分别是石块距地面的垂直 
距离和在；时刻的速度.加速度 /( i ) 不是状态变量，因为我们知道时刻时的初始 
位置和初始速度决定了 t « T 区间上任何时刻 f 时的位置 . s (0 和速度 
加速度 s "(0= aU ) 由微分方程 sU ) = ~ g , 0<0<丁决定 • 

最后 一点： 本书中所研究的系统不全是动态系统.我们也会学习一些模型是微分 


方程的静态系统. 

进一步说明 在本书中，读者将看到三种分析微分方程的方法.几个世纪以来，微分方程 
往往是科学家和工程师努力描述物理现象或把经验法则转换成数学方法的结晶.因此，无论是 
科学家、工程师还是数学家，常常耗费多年时间来求解微分方程.在求出微分方程的解以后， 
人们就开始研究它的性质了.这种求解的方法称为解析 方法. 人们曾经认识到很难或者根本不 
可能求出微分方程的显式解，数学家发现微分方程本身就提供了一些对求解有价值的信息•在 
一些可能的情况下，可以直接从微分方程知道一些问题的答案，比如说，微分方程有解吗？如 
果微分方程的解存在，并且满足初始条件，那么它是唯一解吗？未知解的性质是什么？解曲线 
的几何性质是怎样的？这种方法是定性分析的 方法. 最后，如果微分方程不能得到解析解，但 
是我们能证明它的解存在，下一个问题就是我们能得到这个解的近似值吗？这里我们涉及了数 
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值方法的领域.对最后一个问题的回答是肯定的，这是因为微分方程可以做精确的近似计算. 
在第2章中，我们先进行一阶常微分方程的定性分析，然后用一些解析方法解一些特殊的一阶 
方程，最后介绍一些初等的数值方法来结束这章.请参考图 1.22. 



a ) 解析分析 b) 定性分析 c) 数值分析 


图 1.22 分析微分方程的不同方法 

练习 1.3 

人口动力学 

1. 在和模型 （1) 同样的假设下，求一个微分方程，用它表示一国增长的人口 PG )， 并考虑到外国居民以 
常速率「移民 该国. 当本国居民以常速率 r 移民他国时，微分方程又是怎样的？ 

2. 模型 （1) 没有考虑死亡，增长率就等于出生率 • 在另外一个人口模型中，假设人口增长率是人口的净 
变化率，也就是出生率与死亡率之差，求一个微分方程，用它表示人口 P (»)， 且出生率和死亡率都与 
当前 t 时刻的人口总数成正比. 

3. 用习题2中净变化率的概念，求一个表示人口 PG ) 的微分方程，且出生率与当前£时刻的人口总数成 
正比，而死亡率与当前 * 时刻人口总数的平方成正比 • 

4. 某个牧场上田鼠的数量用函数 200_10 t 表示，这里 t 的单位是年.求一个微分方程，表示以田鼠为食 
的猫头鹰的数量，猫头鹰的增长速率与《时刻时两者数量之差成正比 • 

牛顿热力学定律 

5. —杯咖啡冷却的过程遵循牛顿热力学定律 （3). 用图 1.23 温度 7X0 的图形所示的数据计算形如 
dT/dt=/KT- T „ ) , T(0) = T„ 的一阶初值问题中的常数丁™、丁。和 

6. (3) 中的环境温度丁„可以是时间 t 的函数.假设用人工控制环境，： T_(0 是周期为 24 小时的函数，如 
图 1. 24 所示. 建立一个关于环境中物体温度 T(t) 的数学模型. 



图 1.23 


图 1. 24 
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疾病/技术的传播 

7. 假如一 个得了流感的学生进人一个有1 000人的校园中.求一个微分方程，用它控制得流感的人数 
■ rU )， 疾病传播的速率与相互接触的人数成正比. 

8. 在时刻 Z = 0, 一种技术创新传人一个人口数为《的社区，求一个微分方程.用它 控制/ 时刻时采用这种技木 
创新的人数 〆 设这种创新在社区里传播的速率和采用与未采用这种技术创新的人数之积成正比. 


混合物 

9. 设初始时刻一个大容器内盛有 300 gal 水，其中融解了 501 b 盐. 纯水以 3 gal / min 的速率倒人这个容器. 
溶液充分混合后再以同样的速率倒出.写出一个微分方程，表示 Z 时刻容器内盐的数量々（/:). 

10. 设初始时刻一个大容器内盛有 300 gal 水，其中融解了 SOlh 盐.另有一种盐溶液以 3 g a l / min 的速宇 K 
人这个容器.溶液充分混合后再以 2 gal / m in 的速率倒出.若倒人溶液的浓度是 2 lb / ga !. 写出一个微 
分方程表示/时刻容器内盐的数量 AG ). 


排水问题 

n . 设某一容器底部有一个面积为 a * 的圆孔，容器中的水从这个孔不断漏出.水从孔中漏出时，孔附近的水 
流产生的摩擦降低了每秒流出容器的水，减至4 /¥，这里 r ( o < c < i ) 是经验常数.写出一个微分 A 
程.表示在 z 时刻这个立方体容器中水的高度/ I ,如图 1.25 所示.孔的半径为 2 in Q ， g =32 h _/ s 2 . 

12. 如图 1. 26所示的圆锥形容器’在其底部有一个圆孔，水从孔中漏出.写出一个微分方程.表示 ，叫 
刻容器内水的髙度 I 孔的半径是 2 in ， g =32 ft / s 2 , 摩擦因素同习题 11- 一样 ， r = 0. fi . 


8 ft 



串联电路 

13. —个串联电路含有一个电阻器和一个电感线圈，如图 1.27 所示.写出一个微分方程表示电流 /(■ i 
电阻是灭，电感系数是 L , 电路中的电压降为 E (0_ 

S 4. 一个 串联电路含有一个电阻器和一个电容器，如图 1. 28 所示.写出一个微分方程表示电容器上的电 
荷7(/)，电阻是尺，电容量为（〕，电路中的电压降为 E(f) - 



图 1.27 


o 1 in =^ : 0. 025 4 m . - 一 编辑注 


图 1. 28 
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落体运动.与空气阻力 


15. 空气中高速运动的物体，例如花式跳伞运动员，如图 1.29 所示，在 
降落伞打开之前保持下落状态，空气阻力与瞬时速率的大小有关. 
写出一个微分方程，表示质量为 m 的落体的速率 u ( t ), 空气阻力与 
瞬时速率的平方成正比. 

牛顿第二定律与阿基米徳定律 

16. 一个直径为 s ft 、 重为 w lb 的圆柱形桶漂浮在 水里. 刚开始对其施一 
定的压力，然后桶开始在垂直方向做上下运动.利用图 1.30( b )， 写 
出一个微分方程描述桶的垂直位移 3-(0, 若原点设在桶静止时纵轴 
和水面的交点处.利用阿基米德定律 （ Archimedes ’ principle ): 浮力， 
也就是水施加在桶上竖直向上的力与桶排开的水的重量相等.假设 


/ 


图 1.29 


竖直向下为正方向，那么水的密度是 62.4 lb / ft 3 , 且桶和水之间没有 阻力. 



a ) 


b ) 


图 


牛顿第二定律与虎克定律 

17. 质量为 m 的物体附在弹簧的一端后，弹簧伸长5单位长度，悬挂后的平衡位置如图 1.31( b ) 所示.弹 
簧/质量系统运动以后，令: r ( t ) 表示质点偏离平衡位置的垂直距离.设竖直向下为正方向，物体在重 
力作用下在竖直方向做运动，作用在系统上仅有的力是质点所受的重力和弹簧的回复力.利 用虎克 
定律 （ Hooke's law ): 弹簧的回复力与它的总伸长量成 正比. 写出一个傲分方程表示》时刻时质点的 


位移 : c ( t ). 

18. 在习题17中，若运动发生在有阻尼的介质中，且阻尼的大 
小与质点的瞬时速率成正比，方向和运动方向相反’那么描 
述位移: c ( t ) 的微分方程是怎样的？ 

牛顿第二定律与可变质置 

一个通过力场的物体，其质量饥可变，牛顿第二定律可以表述 
为： 若作用在物体上的合外力不为零，则合外力 F 等于其动量对时 
间的变化率，即 F = d ( mw )/ dt e ， 其中是动量.用可变质量的牛 
顿第二定律来解习题19、 20. 

19. 一 个长为 10 ft 的匀质链条松散地盘在地 面上. 如图 1.32 所 
示，链条的一端被大小为 5 出的恒力垂直向上提起.链条 
的重量为 llb / ft . 写出一个微分方程，表示 t 时刻时被提起 



a ) b ) c ) 

图 1.31 


© 注意，当 in 是常数时，同样有 F = ma . 



微分方程引论 


27 


的一端离地面的高度工(《).设正方向为垂直向上 • 

20. 一 个长为 L 的匀质链条，长度单位为 ft, 其一端被垂直提起，较低的一端刚好与地面接触，如 
图 1.33 所示.链条重 2 1b/h. 时刻 *=0 时，链条上端开始从静止状态释放，然后链条开始垂直下 
落.忽略空气 阻力. 假设正方向为垂直向下，令 x ( f ) 表示 z 时刻时地面上方链条的 长度. 证明表示 
: c ( r ) 的微分方程为 



图 1. 32 图 1_ 33 


牛顿第二定律与万有引力定律 

21. 根据牛顿万有引力定律， 在距地面很远的地方物体的自由落体加速度^ 1 不等于常数#，如图 1 _ 34 所 
示相反，加速度 a 和物体与地心距离的平方成 反比 ： a = * / r 2 ' 其中4是比例常数.在地尺 
处， a = g , 求常数 t 假定正方向垂直向上，用牛顿第二定律以及万有引力定律写出一个表示距离 r 

的微分 方程. ^ ^ 

22假定沿地轴钻一个孔，这个孔通过地心，一个质量为饥的小球坠入孔中，姻 1.35 所不 . 建立一： 
数学模型，描述这个小球的 运动. 令 r 表示 f 时刻小球距地心的距离， M 表示地球的质量，表不 
地球内部半径为 r 的球体相应的质量，5表示地球的常数密度. 



23. 在学 ㈣ 论中，酿人的记忆 鮮邱齡 要记_誠正比.表示要记忆 ■!：’ AW 表示 

t 时刻记住的 数量. 写出一个表示 AG ) 的微分方程. 一 

24. 在习题23中，假设遗忘的速率与【时刻已记住隨量成正比 • 写出-个考虑遗忘 ㈣ 的細 細的 


微分方程. 
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25. —种药物以固定的每秒 r 克的速率溶人人体的血液中.同时，这种药物流失的速率与/时刻的数量 
■ r ⑴成正比.写出一个表示的微分方程. 

26. 一个人 P , 刚开始站在原点处，沿着1轴的 IK 方向移动，同时拉 动一个 重物，这个重物的轨迹是曲 
线 C ， 称为 曳物线 （ tractrix )， 如图 1.3 S 所示.这个重物初始时刻在 _ v 轴的 （0 ， .-•) 处，被一根长度恒 
为5的绳索牵引，该绳索在运动过程中始终保持张紧的状态.写出描述物体运动轨迹的微分方程.假 
设绳索总是与 C 相切. 

27. 如图 1.37 所示，与轴平行的光线 L 在曲线 C 处反射至点 O . 设人射角等于反射角，写出一个微分 
方程用来描述曲线 C 的性 态. [提示：由图 1.37 所示，可令 4=20. 为什么？可以利用有关三角形定 
理证明 .] 




讨论题 

28. 回顾练习 1. 1中的习题31，并给出方程 （1) 的一个显式解 PU ). 求 （1) 的一个单参数解族. 

29. 回顾方程（3> 下面的一 句话. 若假设 t 是正常数，解释为什么我们期望方程（ 3 )中的々<0,而无论 
是冷却还是加热.可以用 TW > T m 的图形来解释. 

30. 回顾推导方程〈8)的过程.若假设初始时刻容器内有 SO lb 的盐，,>0时，连续的把盐加人容器中，则 
4(;) 是一个增函数.讨论如何通过不解微分方程来计算一段时间后容器中盐的数量. 


31. 设初始时刻容器中的盐溶液为 ％ g a l ， 推广模型 （8); 盐溶液倒人和倒出的速率分别为 n 和^>(单位为 


gal / min ) ;倒人和倒出的盐溶液浓度分别为 c , 和 c 。 ； AU ) 是〖时刻时容器中盐的数量（单位为仆)_ 

32. 微分方程 dP / df =« cosr ) P 是某个社区中的人口 PG ) 的模型，其中 々是正 常数.对这个方程的解加 
以解释.也就是说，这个微分方程描述了一种什么类型的人口？ 

33. 回顾 1.3 节，把每个数学模型按线性和非线性进行分类 • 

34. 在习题21中’假设十 s ， 其中5表示自由落体的物体距地表的距离.当 s 相对于尺来说非常小 
时，习题21所得到的微分方程会发生什么样的改变？ 

35. 在气象学中，术语雨幡表示在到达地表之前就蒸发掉的雨滴或冰粒.假设雨滴是球状的.从某一时 


刻起， 记为* = 0,半径为的雨滴从云中由静止落下，并开始蒸发.若假设雨滴在蒸发过程中仍然 
保持其形状，则可以假设雨滴蒸发的速率与它的表面积 （也 就是它的质量减少的 速率） 成正比.证明 
后一个假设意味着雨滴的半径 r 以恒定的速率 减小. 求出 r(r 乂 [提示：请参考练习1的习题 35 . ] 
若正方向为垂直向下，构造一个数学模型，表示〗时刻时下落雨滴的速度忽略空气阻力. [请参 
考习题19、20的说明 .] 

“ 扫雪车问题，，是一个经典的问题.在很多微分方程的教科书中都可以看到，但也许是 Palmer 


Agnew 的最著名. 
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一天，天上开始下雪，雪下得很大并且以恒定的速度降到地面上.一辆扫雪车正午开出，第一个小 
时行驶了 2mile 0 , 第二个小时行驶了 lmile . 问是什么时间开始下雪的？ 

这本教科书是 《Diffprential Equations 》 ， 由 Ralph Palmer Agnew 著. McGraw-Hill Book Co . 出版，讨 
论如何构造这个数学模型并求出其解. 

第1章复习题 

请在习题 1 、 2 中填空，然后把这个结果写成一个线性一阶微分方程，这个方程与 c , 无关，且形如 d. V /dr = 
/( x , y ). 符号 o 和々表示常数. 

I. - 2. £(5 + Cl e -)= - 

请在习题3、4中填空，然后把这个结果写成一个线性二阶微分方程，这个方程与 c ,、q 无关，且形如 

F ( y , y r， ) = 0. 符号 （ 1 、和 々表示 常数. 

, 2 ^2 
3. -pytccos kj '- hc 2 sin _ 4. ^ ( c ! cos/i 々 x 十 c 2 sin/i 々 x ) =_ 

计算习题5、 6 中的:/和/，然后把这些结果写成线性二阶微分方程，这个方程与心、 Q 无关，且形如 
F ( y , /) = (). 符号 O 、 Q 表不常数- 

5 . 6 . ^ = cos ^: + r 2 e J sin ^ 

在习题 7 〜 12 中，找出每个所给的微分方程对应的一个或多个解： （ a)：y = 0 ，( b )^= 2 , < c )^= 2x , 

( d )，-: 2 . r 2 _ 

7. x /-=23； § - / = 2 

9 . 3 / = 2 ) 4 10 . jt /^3- 

II. / + 9 v =18 12 - 工 / 一 y ’ =0 

至少求出习题13、14中每个微分方程的一个解 • 

13. y=y 14. :/二: y ( y —3) 

把习题15、16中的文字描述写成微分方程 • 

15. 在 y = ^_ r ) 的图形上，点 P 处的切线斜率等于 P 点到原点距离的平方 ■ 

16. 在 3 ；二# 1 >的图形上，点 P 处的斜率对 x 的变化率等于 P 处切线斜率的负值 • 

17. ( a ) 求出函数 , y = / 3 的定义域- 

( b ) 若: y 二 t 2 3 是 3 . ry - 2j - = 0 的解，求出这个解的定义区间厂 

18. ( a ) 证明单参数族/ — 2 y = J： z — j ： 十 r 是微分方程 （ 2 ： y — 2)y = 2j : — 1 的隐式解. 

( h ) 利用 （ a ) 求出微分方程的隐式解，使得它满足初始条件: v ( o ) = l . 

( c ) 利用 （ b ) 求出显 示函数 7 使其满足 ^( 0 ) = 1 . 求出4的定义域.函数 7 = 是初值问题 

的解吗？ 

19. 微分方程可以 有一个 以上的解族- 

U ) 绘出解族 ： >>—A 和 ; y = ^ ( i ) = 一工 2 的图形. 

⑹ 证明： = 和：是非线性一阶微分方程 （: / ) 2 = 4 ^的两个解. 

( c .) 构造一个分段定义的函数，使其是 （ b ) 中非线性微分方程的解，但不在 （ a ) 中的任何一个解族. 

20. : = f 5. r : i 的解的图像中，点（一1， 4 )处的切线斜率是多少？ 


G 1 mile=l 609. 344m . --编辑注 




30 


第】章 


证明习题21和22中，所列的函数是所给微分方程的特解.求出每个解的定义域 J . 

21. jr 2 y " + xy + v = 0 ； y = sin ( lnx ) 

22. . r 2 y ’ + i ;/+ _ v = sec ( ln ' r ) ; y = cos ( lnx ) ln(cos ( lnx )) + ( lnx ) sinClru :) 

23. 二阶初值问题 y ， y '), y (2)= y a , y '( Z ') = y i 的解的图像如图 1. 38 所示.利用图像 
估计>，％的值. 

24. —个半径为 2£ t ， 高为 10 ft 的圆柱形容器，直立地放在地面上.若初始时刻容器装满了水，且水开始 
从底部一个半径为 l /2 in 的圆孔漏出，写出一个描述 i 时刻容器内水的高度的微分方程.忽略水在 
圆孔处的摩擦. 

25. 一个重 961 b 的箱体从一个倾斜的斜面上滑下，斜面倾角为 3 0度.若摩擦系数为十求一个微分方 
程，描述箱体在 f 时刻的速度《(〖).摩擦力和运动方向相反，为 " N ， 其中 N 为重力垂直于斜面的分 
量.请参考图 1.39. 



方向场中的解曲线；见图 2.3 


第2章一阶微分方程 

现在我们开始求解微分方程 • 首先从一阶方程人手，要找到方程的精确解，必须确定该方 
程的种类，并应用与其对应的具体方法求解.也就是说，适用于某类一阶方程的解法并不一定 
适用于其他类型的方程.在求解微分方程之前，我们将在本章的第一节中认识到：一阶方程往 
往能够提供足够的关于解的信息，以使我们对其解曲线有大概的 了解. 在本章的最后一节，我 
们将构造方程的数 值解. 最后一个概念扩展了微分方程的解的含义，因为从严格意义上来说， 
数值解并不是方程的解，而只是由一定规则生成的近似于解的数值 • 

2.1 不求解情况下的解曲线 

有些微分方程是无解的，例如 （ y ) 2 + i = o 就没有实函数解.（为什么？)有些微分方程可以 
通过具体的求解方法得到显式解或者隐式解（对微分方程使用诸如积分之类的计算和解析方 
法).有些微分方程的解是存在的，但无法用解析方法 求出. 换言之，我们说一个微分方程的 
解存在，并不意味着我们一定可以求出其显式解或者隐式解.在本学科的发展过程中，数学家 
们设计出了一些巧妙的方法来求解一些很特殊的方程，所以现在有大量的微分方程可以通过解 
析方法 求解. 我们将在本章的后面几节学习其中一些针对一阶方程的解法.不过，首先让我们 
来看看如何在不求解一阶方程的情况下，通过方程本身获得一些关于解的信息 • 

一阶微分方程能告诉我们什么给定一个标准形式的微分方程^)， 并假设 
我们无法通藤析摊_方程.其__慨不是_聽_么雜， S 減们往往可 
以直接从方程本身获取一些关于解的性质的 信息. 例如，我们已经看到当 w 和 a //3 j 
满足一定瞄续条件时，-些诸娜的存在性、唯-性之_定性_就可 ㈣ 答了.我们将 
在本节讨论一些其他关于方程解的性质的定性问题一在一个定点附近解的性质是怎样的？当 
poo 时解的性质如何？如果函数/仅依赖于变量 > 这些问题通常是可以回答的_我们首先 
从微积分中—个简軸概念开始，-个可翻数: y =3 Kz ) 的导数 dyMr 确定了函難线在给定 

点的的因为一阶微分方程 d ; y / cb :=/( x ， 的解在区间 7 上是可微的，所以在区间 1 
上也一定是连续的.因此，方程对应的解曲线在 7 上一定没有间断点，并且在每一点 （x ， yU)) 
都有一条 切线. 解曲线上点 ( a :， y 0 c )) 处切线的斜率即是一阶导数办/如在该点的值.这一点可 
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由微 分方程/(^， ： VU )) 得知.现假设点（: C ， ： y ) 是 xy 平面上的函数/定义域内的任意一点， 
则 /在该点的值 / U ， y ) 表示了一条直线的斜率，正如我们所预料到的，这条线段称为 等斜线 
(lineal element ). 例如，我们来看方程 d ： y/<ir = 0. 2; c ; y ， 即 /( x , y )=0. 2 xy , 在点 （2，3) 处， 
等斜线的斜率为/( 2 , 3 ) = L 2 . 图 2 .1 表示了这样一条过点（2, 3) 且斜率为 1.2 的线段.如 
图 2. 1( b ) 所示，如果解曲线也过点（2, 3)，其在该点的切线斜率与前述的线段 相同； 换言之， 
等斜线是解曲线在该点切线的一个微缩. 



a ) 在一点的等斜线 b ) 等斜线是解曲线上某一点的切线 


图 2. 1 

方向场如果我们在平面内的矩形网格中系统地计算/，并在每一点 ( 工， W 绘出 / U , 
的等斜线，则这些等斜线的集合称为微分方程 cb</dx = /(: r ， 的方向场 （direction field )， 或 
斜率域 (slope field ). 显然，方向场描绘出了微分方程解曲线族的形状.因此我们也可能看到 
一些 解的定性性质——例如，解在平面中某些表现异常的 区域. 解曲线的走势必然符合方向场 
所 体现的流型.当它与解曲线相交于网格中的—点时，它就与等斜线相切 • 

徒手绘出一个方向场的图形是直观的，但也是非常耗时的.徒手绘一两张方向场的图形也 
许是必要的，不过凭借软件可以很高效地绘出方向场的图形. 

_方向场 

图 2 . 2 ( a ) 是用软件中的方向场程序绘制的，方程为 dWdx = 0.2^. 坐标点 (ml nh ) 定义 
在 5 X 5 的网格内，其中 / i = l ， 7 ^， re 为整数且 _5< m <5，一5< rz <5. 在图 2.2( a ) 中，我们 
注意到，在工轴 (^ = 0) 和； y 轴 (x = 0) 上的点的斜率分别为 / U ，0)=0 和/(0, 30 = 0，即这 
些等斜线都是水平的‘进一步观察第一象限的情况，给定； r 的值，则 / U ，^)=0.2^^ 随 y 的 
增大而增大，给定 y 的值，则 / U ， 30 = 0 . 2^随 x 的增大而增大 • 这意味着随着工和^的增 
大，其等斜线几乎会变为垂直并且有正的斜率（由 x > 0 , ^>0,可知 /( x ，3^)=0. 2 xy >0). 
在第二象限，丨 /(： c ， >0 | 随着 | _r | 及 j 的增大而增大，等斜线也同样会趋于垂直，但它们 
的斜率为负（由 x <0, j >0， 可知 /( i ， 3 -) = 0. 2 xy <0). 从左至右观察图形，假设解曲线从 
第二象限中的某点开始，它先是急剧向下延伸，在穿越^轴时变成水平，然后在进人第一象限 
后急剧向上——也就是说，它具有类似于马鞍形的上凹 形状. 简言之，当 X— 士 OC 时， J — 
+ °°-在第三和第四象限，.由于分别有 /( x ， ： y ) =0. 2: r ： y >0 和 /(_ r ， y )=0. 2 xy <0 , 其解的 
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情况恰与一、二象限内 相反； 解曲线从左到右表现为先升后降.我们在第 1.1 节的 （1) 式中已经 
看到，方程 ^=0.2^ 的一个显式解为; y = e °_ ljt 2 , 可以证明它具有一个单参数解族 y = ce °_ li2 . 
为了与图 2. 2( a ) 做一个比较，我们在图 2. 2( b ) 中绘出了代表这个解族的一些曲线. 



a ) dydjc =0.2 ^y 的方向场 

图 



b ) y = ce ^ 2 的一些解曲线 

2.2 


卿 W 方向场 

用方向场绘出初值问题 d ^/ cLr=sin y 9 : y (0) = — 3/2的近似解 曲线. 

解 在完成这个题目之前，我们先回顾一下，因为/( X , y ) = sin y , a//ay = cosy 是连 

续的，所以由定理 2.1 保证，过平面内的任一点(: T 。， y 。）， 存在唯-条解 曲线. 我们仍利用 

计算机软件在 5 X 5 的矩形区域内绘出方向场，并均在横坐 _ y _ 

标与纵坐标的每隔1/2处定义点，即（饥幻 rih ), h = \/2, IWXWpWW 
m 、« 为整数且一 10< m <10, -10<«<10. 图 2_3 给出了 
所绘制的图形.因为当 y = 0 及 y =_7 T 时，方程办 / dx = 2 
sin j 的右边等于0,所以纵坐标为 : V = 0 或者: V =_ 冗的等 
斜线都是水平的.图中的曲线就是通过初值点 ( 0， 一 2 / 3) 的 

■ -2 VX. VV W >S^XXXVXXXV 

解 曲线. ■ 

递增 / 递减作为一个函数， d ： y / cb : 给出了在构造方向 -4 
场中起到关娜酬斜雜 n ■导擬删細述1二厂。 r—t 2 r d 

其他的性质，当 x 在区间 I 上满足 dWdx >( K 或 =/ dx < 0) 图 2 3 办 /dx=s 如的方向场 
时，则称可微函数： y =： yU ) 在区间 I 上递增（或递减） • 

自治一阶微分方程在 1.1 节中，我们已经把常微分方程分为线性和非线性 两类. 现在我们 
要用另一种方法对常微分方程进行 分类. 这种分类对微分方程的定性分析是非常重 要的. 在一个 
微分方程中，如果其自变量没有显式地在方程中出现，则此方程称为是 自治的 （ autonomous ). 如 
果 I 为自变量，则自治一阶微分方程可以记为 F (> :/ )=0 ,或写成标准形式 


VVXXX WX.XX' 

WXVVVXXVX 
VXVXV.VX VVX 

xxxxxxxvxx 

vxxvxwvvv 

VXXVXXXXNV 

'，，，，，，，，， 

〆✓/〆 ✓//，，， 

""""" 

» ' 声声声声，，，声 ' 

////////// 

vxxxvvvvvV 
wywvww 

VV V VV VVS.XX 
、、、■、•、、•、■、■、■、 

lXX xvx\. vvxx 
公、、 、\、、、、、 
Xxxxxvxvxv 

声 

W-«r ，，，，，，， 


-4 -2 24 

图 2. 3 dv / dx = sin > r 的方向场 


砮， )• 


⑴ 


今后我们假设 （1) 式中的/及其导函数/为: y 在一些固定区间 J 上的连续函数.一阶方程 
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f ( y ) 




= l+y 2 


和 


f(x,y) 

I 

突 = 0. 2 巧 1 


分别为自治的和非自治的. 

在实际应用中遇到的很多微分方程，如在物理定律中不随时间而改变的方程就是自治方 
程.正如我们在第 1.3 节中看到的，在应用中，除^和 _ r 之外的其他符号通常也被用来表示自 
变量或因变量.例如，若用《来表示时间，则以下方程 


dA 

d 7 


= M , 


dx 

d 7 


— kxin^X — : r )， 


呈 = k(T- 


T m ), 


dA R 1 
I — 6 — 而 


都具有时间独立性，其中 L n 及 T „< 都为常数.所以，以上这些在第 1.3 节中介绍的一阶微分 
方程是自治的. 

临界点 在 （1) 式中，/等于0是非常重要的.如果存在一个实数 c 使得/为0, 即 /( c ) = 0, 
那么我们称 r 为自治方程 （1) 的 临界点 （critical point ). 临界点也称为 均衡点 (equilibrium 
point ) 或稳定点 （stationary point ) _如果我们把; y (: r ) = c 代入 （ 1 ) 式， 则方程两边均为0，这意 
味着： 如果 r 是 （1) 的一个临界点，则: y ( x ) = c 就是自治方程的一个常 数解. （1) 的一个常数解 
_ y ( j .) 也称为是一个 均衡解 （equilibrium solution ) ;均衡解是 （1) 的唯一 常数解 • 

正如前面所提到的，对于 （1) 的非常数解 : v = : vU ), 我们可以通过其导数 办 / dx 的代数符 
号来判断其增 减性； 这时我们就要找出 /( W 为正或为负的区间. 

_自治微分方程 
微分方程 


^ = P(a-bP), a> 0, b> 0 

具有^ =八的形式，这里的《和 P 相当于 （1) 中的工和>，这个方程显然是自 
at 

治的. 从 /( P )= PU — 6 P )=0 中我们可以看到，0和 a /6 是方程的临界点，故方 
程的均衡解为 P (<) = 0 及 P ( f )= a /6. 把临界点放在垂直坐标轴上，则坐标轴被分 
为三个区间： 一 m < P <0, 0< P < a /6 及 a /6<_ P < 十⑴.图 2. 4中坐标轴上的箭 
头表示了 /(P ) (a — 6 P ) 在这些区间上的符号以及方程的非常数解 P («) 在区间 

上的增 减性. 以下表格对图 2. 4做了说明 • 


户轴 

0 _ 

~'~b 

--0 

图 2. 4 


区间 

/( P ) 的符号 

PC ?) 

箭头 


(-〜， 0) 

负 

递减 

指向下 


(0， a / b ) 

正 

递增 

指向上 


{ a / b , 十 oo ) 

负 

递减 

指向下 

—- 


■ 


图 2. 4称为微分方程 的一维相图 （ one-dimensional phase portrait ) 或简 

称相图 （phase portrait ), 这 一 •垂直坐标轴称 为相线 （phase line ). 
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解曲线在不解自治微分方程的情况下，我们先对解曲线做一些讨论.由于 （1) 中的/是 
与变量工无关的，我们可以把/定义在一°°<0：< + °°或0<工< + 00 上. 又因为/及其导数 
/在区间I上关于: y 连续，根据定理1.1，在平面上存在与 J 相关的水平带或区域尺，使得 
过尺内的任意一点 (A， ： y。） 有且仅有一条 （1) 的解 曲线. 如图 2.5 (a) 所示. 为方便讨论，我们 
设方程 （1) 有两个临界点 c,、c 2 , 且 Cl <c 2 . 两个均衡解的图像为两条水 平线〆 x)= Cl ffi 
3；(o:)= c 2 , 这两条水平线将 K 分为 Rh i? 2 、i? 3 三个子 区域. 如图 2.5(b) 所示.现在我们不加 
证明地给出几个关于解出 （1) 的非常数解: V(x) 的 结论： 

•如果 (x。， 加）是子区域尺，；=1，2, 3内一 点且〆 :c) 是通过该点的解，则对于所有的 
工, : yU) 都在这一子区域内.如图 2. 5(b) 所示，解 yU) 被限制在 Cl 上方 c 2 下方的区域 
内； 即 Cl < : yO:)< C2 . 解曲线之所以对于所有 x 都在子区域尺 2 内，是因为 （1) 的非常数 
解不能穿越常数解或： yU)=c 2 . 请参考练习 2. 1中的习题 33. 

•由于/的连续性，在一个子区域尺， i=l. 2, 3内必有 /(y)>0 或 /(：y)<0 对所有： c 
成立.也就是说， /(W 在一个子区域内不能改变符号.请参考练习 2.1 中的习题 33. 

•因为在一个子区域内 d：y/dx = /(;y(x)) 非正即负，故解: y(x) 是严格单调的，： yU) 在一 
个子区域 i?,，i = l， 2, 3内非增即减.所以： y(x) 既不会震荡，也没有极值（最大值或 
最小值).请参考练习 2.1 中的习题 33. 

• 如果： yOr) 以一临界点作为上限（如子区域私）或以一临界点作为下限 （如 子区域私），则 
y ^ x ') ―•定会在 ：£：-•■ + 00 或 ■T-»" — oo 时靠近该点.如果 y(J：) 既有上限又有下限（如子区域 
R 2 ), 则 ;y(x) —定会在 X— + 00 时靠近一个临界点，在 X— — 时靠近另外一个临界点. 
请参考练习 2.1 的习题 34. 


R 

i 

1 

y 

J 

y 

y(x)=c 2 

及 3 

Ki x o*yo) 

y(x) = c x 

0) 及2 


- 



X 

1 X 


a) 妪域 b) 啲 A 、&和及 3 子区域 


图 2. 5 

根据上述内容，我们回顾一下例3中的微分 方程- 

VJM1 回顾例 3 

在 P 轴或相线上被临界点0和 a /6 划分的三个区间现对应于^ 5 平面上的三个子区域 
j?, . -oo<P<0, R 2 ： 0<P<a/6 及 J? 3: a/b<P<+°°, 

当一 oo<f< + oo 时，图 2.4 中的相图告诉我们， PG) 在私内 递减， 在沁 内递增，在艮 
内 递减. 如果 P(0)=P。 为一初值，则在艮、私、氏内’分别有： 

(i) g P()<0 , 则 P ⑴有 上限. 因为 PW 递减，所以 PW 将随艺的增加而无限制地递减， 
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且当一⑴时 P ( t )^ 0 . 这意味着 i 轴负半轴是解曲线的水平渐近线. 

( ii ) 若 0< n < a /6, 贝 IJPG ) 有界. 因为 PW 递增，所以当 + m 时 P ( r )— «/6，当 f —— oo 
时 PiO ^ O . P = 0 和 P = a / b 分别为始于相应子区域的解曲线的水平渐近线. 

(巾）若尸。>«作，则 PU ) 有 下限. 因为当 《— + ⑺时 p («)— «作，所以 PU ) 递减，这意味 
着 P - a / b 是解曲线的水平渐近线. 

在图 2.6 中，也给出了相图在#平面上子区域尺，、尺 2 、 

民（图中的阴影部分）左边的图像.图中的虚线表示了均衡解 
P = a /6 和 P = OU 轴）的 图像； 实线是 PU ) 刚才讨论的三种情 
况的典型代表. ■ 

由例4可以看岀，在诸如尺的子区域中， PU ) 递减且无 
下限，则必有 PU ) —— 这并不是说当 + oo 时 P (:) — 

-oo ； 也可能是当 T 时 P ⑴ —一 ⑴，这里 T >0 是一个依 
赖于初值条件 P (~) = P 。的有 限数. 用动态术语描述， PG ) 可 
能在有限时间内“爆破”；反映在图像上， •？“) 有一条垂直渐近 
线 r = T >0. 对于子区域込有类似的讨论 • 

例2中的微分方程 dydr-sin >是自治的且有无数个临界点， 、 

因为当 n 为 整数. 然后可知过点(0， 一3/2) 的解： y ( x ) 被限于相邻的两临界点之间 
(― 7 T <; yU )<0) 且为递减（当 一： t <： V <0, siny <0) ,则 ： y ( x ) 必在 x — 十⑺和— oo 时分别接近水 



图 2.6 


平渐近线 >=一7：和>=0. 

MB 自治微分方程的解曲线 

自治方程 dWdx =( y — l ) 2 有一个临界点 1- 由图 2. 7 U ) 的相图我们可知， >>( t ) 在由 一 oo < 
>><1和1<3>< + 0°两个不等式定义的子区域内都是增函数.对于初值条件 y (0) = > <：I ， 解 
: yU ) 递增且有上限1，故当时 〆I )—1;对于 〆 0)=>>1’解: yO ) 递增且无上界. 


递增 


递增 


旬相线 



现给出微分方程的一个单参数解族 J (J：) = 1 — 1/(X + C ) . (请参考练习 2. 2中习题4^ a 
定的初值问题决定了 ^的值.例如给定 5 (0) = — 1<1 和 3<(0)=2>1 ，将会有 〆 x) = l — 
l /(_ r + l /2) 和 〆: r) = l—1/U — 1). 如图 2. 7(b ) 和 （ c ) 所示，这些函数的图像都有一条垂直的 
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渐近线.不过要记住，初值问题 

d ^/ cl . r =(^ — U 2 , : y (0) = — 1 及 dy / dx ^ Cjy — I ) 2 ， y (0)=2 
的解定义在特殊 K 间上，它们分别是 

. y ( j -) = 1 — ——，— 1/2 〈: r 〈+ oo 和 y ( x ) = 1 — ― ，—㈤ < *r < 1‘ 

• r + Y r 


这两条解曲线是阉 2. 7( b ) 和 （ c ) 中为实线的那 部分. 如相图所示，图 2.7( b ) 中的解在 


j — + 03时有 jU ，) — 1;图 2. 7 ( c ) 中的解在: r — 1(从左边）时有 — 十 oo . ■ 

吸引子和排斥子 对于 （1) 的解，在其临界点 c 附近有三种类型的 性态. 当 c 两边的箭头 
都指向 r 点.如图 2.8 ( a ) 所示，所有从足够靠近 C " 点的初值点 （ A , 3>。）出发的解都有 


limjK.? ) = c . 由此， 认为 c 点 是渐近稳定的 （asymptotically stable). 与物理学做一对比，一 
Y 始于 f 附近的解就类似于一个带电粒子，它会被带有相反电荷的 c 拉住并向其靠近，所以 〔 
也被称为吸引子.图 2. 8 ( V >) 中的箭头方向都背离 c 点，所以所有始于 c 附近的解都会随着 jt 的 


增大而远离 r 点. 这种情况中为 f 点 称不稳定的 
( unstable ). 一个不稳定的临界点也 叫做排 斥子. 

图 2. 8( c ) 和 （ d ) 中的临界点 c 既不是吸引子也不是排 ^ 

斥子.不过因为 r 点既表现出了吸引子的性质，又表 
现出了排斥子的性质 即当初值点足够靠近 c 点的 ‘ & 

一边，解会被吸引到 r 点，而当靠近另一边时又会被& 

排斥开，我们称 c ■为 半稳定 （ semi - stable ) 的. 例3中 a ) 吸引 f 
的临界点 u // ; 和0分別为渐近稳定的（吸引子）和不稳 
定的（排斥子）.例5中的临界点是半稳定的. 




d) 半稳定 


练习 2. 1 

在第1〜4题屮.根据计算机绘出的方向场， 

1办：丄 
d_j v 

( a ) v ( 0 ) 5 ( b ) ( 3 ) 二二3 
( c ) v (4) 2 ( d )： y ( — 5) = —3 


徒手绘出过给定点解曲线的近似图 • 

2 ^^. e - 0 - 01 ,.v 2 

dx 

(a) ： v( —6) = 0 (b) ： y(0) = l 

(c)^(0) = -4 (d)>>(8) = -4 
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15. 考虑自治一阶微分方程 dy/dr = 3 < — y 3 的初值问题 〆 0)，=>，当 _ V 。在以下所给范围内时，徒手绘出解 
3>(_ r ) 的图像. 


( a ) y 0 >l ( b )0< y 0 <l ( c )- l < 3 - o<0 ( d ) 汍 <:— 1 

16. 考虑自治一阶微分方程 d ： y / dr =/ — y 的初值问题; y (0) = >， 当>在以下所给范围内时，徒手绘出 
解 y ( x ) 的图像. 

( a ) j-„>l ( b )0< y o <l ( c ) — 1< 加 <0 ( d )>< — 1 

在第17〜24题中，找出给定自治一阶微分方程的临界点并绘出其相图.判断每一临界点是渐近稳定、不 
稳定，还是半稳定的.再在均衡解划分的 xy 平面区域内徒手绘出具有代表性的解曲线图像. 

17 - t = y 2 ~^ 18 - y 


19. 普 =( 广 2)4 


20. ^-!0 + 3v~y 


21 . £=) 2(4 - y2 〉 
23. 髮 = ： yln(：y + 2) 


22 . ^ = y(2-y)(^-y) 

QX 

24 dy = ye > ~, 9 ^ 


25. 考虑自治微分方程 

m~ = mg—kv, 

这里*为正的比例常数， g 为重力加速度，它控制着质量为 m 的物体下落时重力对速度 I 的影响•由 
于一代表了空气阻力，物体从高处下落的速度不可能随时间的增大而无限 增大. 

( a ) 利用方程的相图找到物体速度的临界值，并解释理由. ^ 

( b ) 如果空气阻力与 V 成正比，求出物体下落的极限速度.请参考 1. 3节中“落体运动”小节’或“练 


习 1. 3”中第15题. 

26. 当几种物质发生化学反应时，新物质的生成速率由以下自治微分方程决定： 

罕 ' = 々 (a —XK"— X )， 

dt 

其中; fe >0 是常比例系数且 /5> a >0. X («) 表示在 i 时刻生成的新物质的数量.请参考1_ 3节中“化学反 


应”小节. 

( a ) 由微分方程的相图，能预见当 t — + °°时 X 的性态吗？ 

( b ) $ a =/3, 如果 X (0)< a , 那么当 t — + <^时 X 是怎样的？由微分方程的相图，能预见如果 X (0)> 


当 + oo 时 X 的性态吗？ 

( c ) 当是=1, a = 沒时， 证明 X ( f > = a — l /(« + c ) 为微分方程的显式解.找到两个解分别满足 X (0)— 
a /2 和 X (0) = 2«. 绘出这两个解的图像.这两个解的性态与 （ b ) 的答案一致吗？ 

在第27和28题中，考虑自治微分 方程办 / d : r =/( W ， 其中/的图像如题所给.利用图像确定两个方程 
的临界点.绘出每个微分方程的相图.在均衡解划分的平面的子区域上，绘出具有代表性的解曲线. 


27. 


图 2.15 



图 2. 16 
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讨论题 


29. 微分方程为 d _ v / ( lr =- 那么如何描述圆 _ r 2 + y = c 2 , r >0 在点 （ j :，>>) 处的等斜线？ 

: W . G ) 考 tg 微分方程 c )： y / cl. r = i( y — 4) : —2的方向场，但不要用程序绘图.求出 .r = 0, y = 3, y =4, >，= 

5时等斜线的斜率. 

( I ))考虑办/心= 1 ( 3 > —4) 2 —2的初值问题 〆 0)= >， 这里; ^。<4. 根据 （ a ) 提供的信息，讨论当 _ r—oo 
时，是否会有解 —«_>. 

fli 31. 对…阶微分方程 d . v / d . r =/( j , y ), 定义一条曲线 /( i ，>-)=0, 称其为零群 Uullcline ), 这是因为在 
Ittl 线上某点处的等斜线斜率为 0. 利用计算机软件在一矩形区域内绘出方程 dy/dx = jc 2 -2 y 的方向 
场.汴在其中添加零群 . V ==4 ■/的图像.讨论解曲线在和 j > j : r 2 两区域内的性态.绘一 
些解曲线的近似图，试着把观察到的结果加以推广. 

: -12. 治一阶微分方程的临界点 r 被称为是孤立的 （ isolated ), 如果存在一个开 K 间仅包含 c ■点而不包含其 

他临界点.讨论是否存在形如 （1) 的自治方程，其每个临界点都不是孤立的.注意不要把问题考虑得 
太复杂. 

33. 设 . v (. r ) 是自治微分方程（ I )的非常数解.如果 r 是 （1) 的一个临界点，讨论为什么的图像不能穿 
越平衡解: y = r 的 图像. 讨论在图 2.5 中，为什么 /(>>) 的符号在子区域里不会改变？为什么 3 Kj ：) 不是 
摆动的且不能达到一个相对极值（最大值或最小值）？ 

34. 设 〆 ^)是自治方程 cbr / cLr =/( y ) 的解，且分别以两个连续临界点为上下界，如图 2.5( b ) 中的 
子区域私.若在区域内 /(. v )>0， 则 lim ^(: r ) = r 2 . 讨论为什么不存在一个 L < c 2 使得^货(.3：)= 

作为讨论的一部分，注意在 . r —+ co 时 /(. r ) 的变化情况. 

35. U ) 利用自治方程（1)，讨论如何确定一条解曲 线拐点 （point of inflection ) 的位置. 

( b ) 考虑微分方程 d ： y / dx=y -6. 根据 （ a ). 在 y 轴上寻找解曲线上凹和下凹的区间.讨论 d ; y/cLr = 
y '—. v — 6的初值问题： y (0) = _ y 。，一 2<%< 3 ,为什么会具有相同的纵坐标的拐点.这个纵坐标是 
多少？绘出： y (0) = — l 及 v (2) = 2 的解曲线. • 

2.2 可分离变量 

求解微分方程时我们会经常使用积分，这就需要一些特殊的积分技巧.我们有必要先通过微积 
分教材复习一下基本的积分方法，如果是使用计算机代数系统 （ CAS ，computer algebra system ), 
则需要复习积分的命令语法.有两点很重要，即分步积分和对一个有理函数的部分分式分解 • 

积 分求解 我们从一阶方程 dy / dr =/(: r , : y ) 中最简单的一类方程开始求解方法的研究， 
当/与变量无关时，即 /( J .， ： y )= g *( x )， 则微分方程 

R (x) ⑴ 

djr 

可通过积分求解.如果 #(. r ) 是一个连续函数，则对（1>式两边积分得解5 = ]^(3如= 0(』.）+0其 
中 GG ) 是《 (. r ) 的一个原函数（不定积分）.例如， dy / d . r == 1 + e 21 ，则 3 ； = J "( 1十 e 2 r ) 扣；也即 j = 

s + y e 2( + c . 

方程 （1) 及其解法只是当方程 dy/dx^=fU, y ) 中的/为工 或* y 的函数时的特殊情况 • 



一阶微分方程 


41 


变量分离方程 

具有以下形式的一阶微分方程 

^ = g { j ：) h { y ) 
ax 

称为是可分离的 （ separable ) 或含有可分离变量 （separable variable ). 

例如，方程 

裝=以及普= 5 + siar 

分别是可分离的和不可分 离的. 对于第一个方程，我们可以将 /( x ， ： y )=; y 2 ^： e 3j: + 4 y K * 

h(y) 

I I 

fU,y) = y z xe My = Ue 3 0 (/ eb )， 

但在第二个方程中，我们无法把 y + sinx 化为 o : 的函数与; y 的函数的乘积形式. 

在可分离方程 dWdxzgUHCj ) 两边同除以 hiy ), 可得 

piy ') ^ = gix ) , ⑵ 

这里为了方便起见，我们令 〆 ; V )为当 = 1 时 （2) 变为 （1). 

现如果 J = Kx ) 是 （2) 的一个解，则必有/ >(^( x))f ( x ) = gU ) ，所以有 

| ( x)dx = I g (: c ) Ar . ⑶ 

但因为 dy =《'（ x ) cLr ，所以 （ 3 ) 等价于 

I piy^dy = I g ( a :) dj ： 或 H ( y ) = G ( x ) + c ， （4) 

这里 H (: y ) 和 G ( x ) 分别是 p (; y ) = lA (： y ) 和 g (_ r ) 的原函数. 

求解方法 方程 （4) 给出了变量分离的求解过程 • 通过对 = 两边积分，就 

可以得到方程的一个单参数解族，这一解族通常是隐式解. 

注对变量分离方程积分后没必要保留两个参数.因为我们得到 

后移项得到的 q — c , 可由一个常数 c 代替，如 (4) 中 那样. 在后面的很多例子中’我们为 

方便起见，会经常对参数做类似处理，例如多个参数的乘积或加减常枝一个参教代替 • 

_求解可分离变置的微分方程 
解方程 （ l + dcb >-3 ^c = 0. 

解 将方程除以 （1+^)； V ， 方程变为 d ; y/：y = d : c/(l + x ) ，然后我们有 

f [ dx ._ 

J 3 - J l+i 

In I 3 ； I = In I 1 + x |+ Ci 

y= e ln|l+xl+., = e l"l 1+^-1 . e C > < —指数规则 

=I 1 + 幻 … 

f I 1 + 工 

= ±6 (l + x ). — {| 1 + x 


--(l + x),a：<-l 
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用(: 替换士 e 〜得 : y = c ( l +: r ). 

另 一种求 解方法 因为两边积分的结果都是一个对数，所以对于积分常数，更明智的选择 
是 In U I 而不是 c . 把第二行的等式改为 In | y | =ln | 1+x | +ln | r | , 根据对数性质， 
我们可以把等式右边合并.从 ln|y | = ln 丨 ca + d | 我们立即可得 j = C (l + : c ). 尽管不定 
积分并不都得到对数，使用 In | r | 往往会更有利.然而这并不是固 定的. ■ 

在 1 . 1 节中我们看到解曲线可能仅是一个隐式解 GU , 3 -) = 0 图像中的一条线段或一段弧. 
_解曲线 

求解初值问题# =—王，: y (4) =— 3 . 
d_r y 

解 将方程改写为 : ydy : cd：c ,我们得到 

| ydy =— | xdx 以及 ^ =— y + ci . 

把代替，我们可以将积分结果改写为 ： r 2 +/= c 2 . 这个 
解表示一个以原点为中心的同心圆解族 • 

当 x =4， 3 /= — 3时，有 16 + 9 = 25 = c 2 _ 则由初值问题决定 
了半径为5的圆 x 2 + y =25. 因为这个解的形式比较筒单，所以 
我们能求出符合初值条件的显式解 • 我们曾在 1 . 1 节的例 3 中见 
到过解 : y = A ( a ) 或 : y =— \/25 — x 2 ， — 解曲线即是这 

个可微函数的 图像. 在这种情况里，解曲线是圆的下半部分，如 
图 2. 17中粗线部分所示，其中包含了点(4, -3). 

失根 在分离变量时我们需要特别留意，因为作除数的变量可能会在某点取零.举个例 
子，如果 r 是函数 A (： y ) 的一个零点，而把 y = r 代入 d ： y / d;r = g (: r )/ i (： y ) 使得方程两边都等于 
零； 换言之 ， y = r 是微分方程的一个常数解.但是在变量分离后，方程 cb / MW = g ( x ) da : 的 
左边在 r 上没有定义.因此，由后面的积分和化简得到的解族可能并不包括 3 l = r . 根据前面介 
绍的内容，这个解被称为一个奇异解. 

_失根 

解方程 g —4. 

解 我们把方程变形为 

7 ^ = 心或一 = d 二 ⑸ 

(5) 中的第二个方程是对第一个方程的右边做分式分解得到的 结果. 积分并利用对数的性质得到： 
+ln | ) — 2 l-^ln | y + 2 |= x + c , 或 In | | = ix + c z 或 Jqr | =± e 4 ^. 

这里我们用 c 2 代替了 4 Cl . 最后，我们用 c 代替了 然后解出 > 得到单参数解族 
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如果我们把微分方程的右边改写成 d ： y / cb :=(; y —2)(： y +2)， 由 2. 1节的讨论，我们知道 
: y = 2 和 y =_2 是两个常数（均衡）解.解 : y = 2 是解族 （6) 中的一员（当 c = 0 时）.然而 ，： y = 
一 2是一个奇 异解； 无论参数 c 取何值都不可能由 （6) 获得.后面这个解在先前的求解过程中被 
丢失了.通过检验(5)，我们清楚地认识到必须在解集中补充上: y = ±2. ■ 

初值问题 

求解 （ e 2y —; y ) coso : 努= e , sin 2 j ： , y (0)=0. 

dx 

解方程两边同除以 com 得 


在积分之前，我们对方程左边进行逐项约分，并在方程右边利用三角公式 sin 2 x = 


2 sinxcosx 化简，则 
得 


J" ( e y — 3 , e _, )dy = 2J sinxdr 


e y + ye~ y + e _y = — 2 cosx + c . 

当 C = 4 时解满足初值条件 x = 0 时 y = 0 . 所以初值问题的解为 
e y + ye~ y + = 4 — 2 cosx . 


(7) 

( 8 ) 

■ 


计算机应用我们在 1. 1节末的注释中曾提到，利用一个隐式解 G ( a ：， ： y )=0 去求一个显 
式解~ = 0(1) 可能是困难的.等式 (8) 说明了用表示出: y 的确是一件困难的事情 有时候 
是无法化简的.然而从某种意义上来说，诸如 （8) 的隐式解又是令人沮丧的；我们既无法清楚 
地了解这个方程的图像又无法知道 满足 〆 0) = 0的解的定义区间.在有些情况下，我们可以利 
用技术手段来回答“隐式解到底是怎样的，，这一问题 • 其中一个办法 0 就是应用 ^ AS 里的，点程 
序.回忆多元微积分学中含有两个变量的函数 Z = G ( X ， >)， G ( x ， : y ) = c 定义了一条二维^ 
线，这里 c 是常数，这条曲线被称为函数的 等量线 （level curve ). 利用 CAS ， 函数 G ( x , ^)= 
ey + ye i + e i +2 C o SJ ： 的一些等量线在图 2. 18中给出.由 （7) 定义的解族即是等量线 G ( x ， 
y ) = c . 图 2.19 中上面的曲线表示等量线 GU ， y )==4, 它是解 （8) 中特殊的一条 • 图 2.1 9 中 
的另外一条等量线是 GU ， y ) = 2, 它是解族 G ( x , y ) = c 中满足： y (7 t /2)=0 的 一个. 



㊀在第 2. 6节中我们将讨论其他几种基于数值解法的 方法. 
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如果解一个一阶微分方程的初值问题，通过解出一个特殊的参数 c 而获得了一个特解，大 
多数学生（以及教师)都会感到满意.然而一个初值问题的解可能并不是唯一的.我们来看 1.2 
节中例3的初值问题 

P = xy m , y (0) = 0 (9) 

dx 


其至少有两个解，5 = 0和士/ . 现在我们来解这个方程.分离变量然后对 y _1/2 <^ = ：rdx 

lb 

积分得 


2 ，= f 


[或尸 （誓+ 4 


若要 ： r = 0 时 j = 0, 则需 c = 0. 此时:而在除以 y /2 时平凡 

解7 = 0 丢失. 进一步，初值问题 （9) 有无穷多个解，因为分段定义 
的函数 

rO,x < a 
y ^ 1 (x 2 - 


16 





£1 = 0 a >0 

\jji 

(0,0) 

X 


图 


20 


在参数 a ^ O 时既满足微分方程又满足初值 条件. 如图 2. 20所示 • 

注 （ 丨 ） 如果 g 是一个在包含 x 。 的区间 J 上的连续函数，根据微积分学中的基本定 
理有 

g(t)dt = g(x). 


换言之 ， f 是函数 g 的一个原函数. 

J _ r 0 

这个形式在有些情况下很方便.例如，如果 g 是一个在包含工。的区间^上的连 
续函数，则简单初值问题 d ; y/dr = ^(: r )， yU 。） =>在 I 上的一个解可以写成 

)(_z) = >>0 + [ git) At. 

读者可以试着证明这个 结论. 因为一个连续函数的原函数并不总能用初等函数表 
示，所以这也许是我们获得一个初值问题显式解的最佳 方法， 

(jj ) 在前面的例子中我们看到，一阶微分方程的单参数解族中常数可以在方便的 
时候被 替换. 在不同的人解同一个方程的过程中，他们经常可能都采用了正确的方法 
而得到形式上不一致的 答案. 例如，通过分离变量，我们可得微分方程 （l + /) d 工+ 
( l + a - 2 ) dy =0 的解族为 

arctan x + arctan ) = c 或 0 + ： y)/(l — 乃）= c . 

在进行后面几章的学习时，要注意，通过不同的常数替换或应用不同的代数及三 
角方法，可能得到在实质上等价（但表达式可能不同）的解族.请参考练习 2 .2中的习 
题27、 28. 
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练习 2.2 

在习题1〜22中，用变量分离方法求解微分方程. 

1. ^ = sin5_r 2. # =(工+1) 2 


3. dx + e 3 】df 0 


4. dy—(：y—l) 2 cLr = 0 
6. # + 2 x 3^0 


7. 驴 = e 3j| b 

d.r 

9 . 加 § = (卞) 2 

]1. sec 2 j.d ： y+csc ： ycb- = 0 

13. (e、. + l) 2 e-- v (ir+(y + l) 3 e-' r c^ = 0 


15. 


as 

J ? 


=kS 


io -£-( SI ) 2 

12. sin3xdj：+ 2^cos 3 3xd^ = 0 

14. jydy = jt(1 + 工 £ ) 1 2 ( 1 + y ) 1/2 d.r 

16. — = ^(Q-70) 

at 


- = P-F 2 

I j .： y +3 r )—3 
■ xy —2 x J rAy -~'& 


18. ^~\~ N = Nt ^ 2 
at 

2o dy = iy±lyn£^ 

dx 13 /— 3：y + x —3 
22 . (e r +e- x )_ = ：y 2 


在习题 23 〜 26 中，求解给定初值 问题- 

23. ^ = 4(^ + 1), x(tt/4) = 1 24. = y(2) = 2 

25 .P 裝 W —!) —— l 26. f + 2^=1, y (0) = | - 

在习题 27 和 28 中，求出给定初值问题的隐式解和显式解. 

27. /1^ 办 =0, y(0)=^f 28. (l + x 1 ) d ^+ x(l + 4 y ) dx =0, y ( l )=0 

29. ( a ) 求解以下初值问题’方程即例3给出的微分方程，初值条件为 〆 0) = 2, 少0)=—2’ 及 〆 1/ 4 ) = 1. 
Cb ) 在例4的求解过程中’用 lno 作为右边的积分常数，最后用 ！ nr 代替 41 nn . 然后求解和 （ a ) 相同的 


初值问题. 

30. 求出方程 xdy / dx = y 2 — y 过以下几点的解- 

(a)(0, 1) (b)(0, 0) (c)(l/2, 1/2) Cd)(2’ 1/4) 

31. 分别求出习题21、22的一个奇异解. 

32. 方程 

2 xsm 2 ydx — ix 2 + 10)cos t vd>> = 0 

的一个隐式解 ln(j： 2 + 10) + csc y 二 f 已经 给出. 求出在这个解中被丢掉的微分方程的常数解. 

微分方糊幢条件或方@自身的 L〗、 变祕会引起方雜醒本改变.在习题 33 〜 36 巾’求出给 
定问题的显式解.利用绘图工具绘出每个解的图像，并在点（0, 1) 附近对解曲线进行比较. 

33. 怎 =( 厂 I) 2 ,，⑻=1 34 .裴七一 1 ) 2 ’ ' y( ° )Z=1 ' 01 

35. 努 =( 厂 1) 2 +0.01, >.(0) = 1 36. g =( 厂 I) 2 — 0.01, y(0) = l 

dx 
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&37.每个自治一阶微分方程 dy / dr =/( 3 «) 都是可分离的.分别求出方程 ;y — y 满足条件: y , (0) = 2， 
力（0) = 1/2,力 （0) = — 1/2,及; y 4 (0) = — 2的显 式解; y〆 ^!)， 力 （ x )， y 3 (^), 於 （ J ). 利用绘图工具 
绘出每个解的图像.将这些图像与练习 2.1 中习题15的结果做一比较.准确地给出每个解的定义 
区间. 

38. ( a ) 自治微分方程 d ; y/dr = l /(： y —3) 没有临界点.将点3在相线上标出并绘岀方程的相图.计算 d z ； y / 

d : c 2 来判断 解曲线在何处上凹，在何处下凹.（请参考练习 2. 1中的习题 35). 利用相图和凹性徒 
手绘出一些典型的解曲线. 

( b ) 分别求出 （ a ) 中的微分方程满足初始条件％(0) = 4, ^(0) = 2, ^(1) = 2, 及 >( — 1) = 4 的显式 
解义!^)， y 2 U ), %( r ), 及％ ( i ). 绘出这几个解的图像并与 （ a ) 进行 比较. 准确地给出每个解 
的定义区间. 

39. ( a ) 求出初值问题 

g = 2 i ± l , y( _ 2 ) =- i . 

的一个显式解. 

( b ) 利用绘图工具绘出 （ a ) 中解的图像，并由图像估计解的定义区间厂 

( c ) 用解析方法准确地给出定义区间 

40. 对习题 7 的微分方程加上初值条件 >>(0)=0,然后重复习题糾中 （ a ) 到 （ c ) 的步骤. 

讨论题 

41. ( a ) 解释为什么例2中初值问题的显式解 J = hU ) 的定义区间为开区间 一 5 < i < 5 . 

( b ) 微分方程的任何解都可以穿越工轴吗？可以把/十父=1作为初值问题办/办=1/> ^(1)=0 的 
一个隐式解吗？ 

42. U ) 如果 a >0, 讨论初值问题 d y / di = z /：>/ 的初值条件分别是 3 >( a )=«, y ( a ) = - a , y ( — a )= a，R 

〆 一“> = —«时解的差异 • 

( b ) 初值问题 djr / di - i / j ，； y (0) = 0 有解吗？ 

( c ) 求解 Ay/Ax = jc/y > jy ( l ) = 2， 并准确地给出解的定乂区间 I . 

43. 在习题37和38中我们看到所有自治一阶微分方程 dy / dx =/(; y ) 都是可分 离的. 这一结论对于求解初 
值问题 dWdz = yr + T ' sin ^ - y (0) = l /2 有帮助吗？徒手绘出该问题的一条解曲线. 

44. 不使用计算机，求解方程 

{■/x 十 ; r) # = (V ^ 十 y ) ， 


叙述求解思想. 

45 •找出 这样一个函数，它的平方加上它导数的平方等于 1 . 一 

46. U) 在 xj 平面上的正方形区域丨 i 1<1> 13 -丨 <1 内，习题 2? 中的微分方程等价于标准刮 

S = Vr^- 

但当丨 zlSl，I y 1 > 1时根号下的值亦为非负.写出所有 av 平面内微分方程存在实函数解的区域. 
< b ) 在区域 I il 〉1 ， I y I > 1内求出 U ) 中微分方程的一个隐式解和一个显式解，使得 〆 2 ) = 2 . 

计 算机实 验作业 

47. ( a ) 利用 CAS 和等量线的概念绘出微分方程 < b / dr = — (8:i:+5) 八 3/ + 1) 具有代表性解族的图像 •在 

不同的矩形区域中实验等量线的不 同值- 
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( b ) 在不同的坐标系下给出对应于初值条件3»(0) = — 1， y ( 0 )= 2 , y (~ l ) = 4 , 及; y ( — 1) = — 3的非 
平凡解的图像. 

48. ( a ) 利用 CAS 和等量线的概念绘出微分方程 Ay/Ax = x {\- x )/ 

: y ( —2+： y ) 具有代表性的解族的 图像. 在不同的矩形区域中试验 
等量线的不同值直至得到图 2. 21所示的结果 • 

( b ) 在不同的坐标系下给出对应于初值条件 y (0) = 3/2 的隐式解图 
像.在图中用彩色铅笔描出满足初值条件的解^的那段解曲线_ 

通过求根程序，近似求出解彡的最大定义区间.[提示：首先找 
到解曲线的切线垂直的点 .] 

( c ) 对初值条件: y (0) = — 2重复 （ b ) 的过程 • 

2.3 线性方程 

本节我们继续讨论一阶微分方程的解法，接下来是线性方程.线性方程是微分方程家族中 
非常“友好，，的一员，因为给定的线性方程，无论是一阶的还是高阶的，我们总是有可能找到某 
种形式的解. 

线性 一阶微 分方程 回顾 1.1 节，一个微分方程被称为线性的，如果所有独立变量及其导 
数都是一 次的. 如果 1.1 节的 （6) 式中 n = l ， 则我们就得到了一个线性一阶微分方程. 
kAygM 线性方程 
具有如下形式的 一阶微 分方程 

a! (x) ^ + a 0 = g(x) ⑴ 



称为线性方程 （linear equation). 

当 g (_ r )=0 时，这个线性方程称为齐次的 （ homogeneous )， 否则称为非齐次的 （ non - 
homogeneous ). 

标准型在 a ) 两边同时除以首项系数〜（工），我们得到一个更有用的形式，即一 I 线性 
方程的 标准型 （standard form ). 

^ + = /(x). (2) 

ax 

我们将在函数 p 和 / 都为连续的区间 1 上寻找 (2) 的一个解. 七沾 

在接下来的讨论中我们将给出一个性质和一个求解过程，最后得到一个能代表所有 （2) 的 
解的公式.但性_求紐程比这个公式更《， s 为这酿在緻猶方程中同样适 

性质 微 分方程 （2) 具有以下性质，它的解可表为两个解的和 （sum) : 其中乂 

是相关齐次方程 


^ + P(x)y 

ax 


( 3 ) 


的一个解， 而％ 是非齐次方程 (2) 的一个 特解. 我们来看下面的式子： 

+ + PU)ly c + y P ^ = [^ + PU) ^] + [fe + PU) ^] = /(X ). 
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现在齐次方程 （3) 已被分离出来.这样我们就可以把 (3) 改写为 

—+ P(jc)dx = 0 , 

: y 

然后积分求解，得久= ce - i P(i,ir ,为方便起见，我们记力= e + < i > dj ， 则有 ^ = cy ,( x ). 
c^/Ar + PU )：^:。. 将在后面被用来求; y p . 

求解过程 现在我们要 用常教变易法 （variation of parameter ) 求出方程 （2) 的一个特解.其 
基本思路是找出一个函数使得沁 = M 0) 力（: r )= 是 （2) 的一个解.换言之，我 

们假设用变量“替换了: V f = C 3>, U ) 中的 c 后就可以得到 3 V 把 3 V = «3 M 代人（2)，得 

乘积规则 零 

I I 

u + ^ + Pix'iuyx = /(x) 或 M [^" + J+ 羞， )， 

因此 

士 / U ). 

分离变量并积分得 

因为 y t ( x ) = e 十 (‘ ，所以 1/^(^)= el P<i>di . 故有 

^ = (} ^gcLr)e- 卜 -= e- 卜呵 J—/(^)dx 

以及 ' 

^ = ce + e -i PU,dl | el PU>di /(x)d^. ⑷ 

>v y p 

因此，如果方程 （2) 有一个解，其必为 （4) 的形式 • 反之，容易证明 U ) 式是方程 （2) 的一个 
单参数解族. 

无需记住 （4) 给出的公式，但应该记住特殊项 

Jm >d % (5) 

因为它在求解 （2) 的过程中是一个等价项，而且更简单易用- 
如果在 （4) 两边乘以 （5) 得 

e _ fpw 、 = f + J " J P ( I ) dl /(: r ) Ar ， （6) 

则 （6) 是可导的， 

_d_rj«,)dx n = (7) 

dx 

然后我们可得 

e | p <,) d , + P (; c ) e 卜：>、= e I P < I , dj /( x ). ⑻ 
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对最后的结果除以得到 （2). 

求解方法 我们推荐的求解 （2) 的方法实际上是 （6) 〜 （8) 的逆过程.也就是说，将 （2) 乘以 
(5)，我们得到 （8). (8) 的左边被认为是“^^和 y 的乘积的导数，这样我们就能得到 （7) .对 
(7) 的两边积分可以得到 （6). 因为我们可以通过在 （2) 两边乘以，再积分求解方程，所 
以称这个函数为微分方程的积 分因子 0 (integrating factor ). 为方便起见，我们仅概述了这些结 
果.再次强调，无需记住公式（4)，但每次必须按照如下步骤去做. 

求解 线性一 阶方程 

(i ) 把一个形如 a ) 的线性方程化为标准型 （ 2 ). 

(ii )在标准型中确定 P (: r ) 并求出积分因子 el p(j)dj . 

( iii ) 在方程的标准型两边同时乘以积分因子，则得到的结果左边自动变成积分因子和 y 的 
导数： 

基 [ e —、] = J PU ) ir /( a -). 

(|7)对等式两边进行积分. 

_求解齐次线性微分方程 

解 Ay/Ax —3^ = 0. 

解 这个线性方程可用分离变量法求解.换一个角度考虑，因为方程已经符合标准型（2)， 
我们看到 P ( x ) = —3 且积分因子为士 3)di = e _ 3 ' 在等式两边同时乘以这个因子’并可以看出 
e - 31 ^ - 3 e - 31 ^ = 0与 g[e ： iJ . y ] = 0是相同的. 

对后面的等式两边积分得 e — 3 、= c .. 解出 y 得到显式解 y = — oo <_ r < + oo . ■ 

酬 求解非齐次线性微分方程 

解 Ay/ds —3^=6. 

解 这个微分方程的相关齐次方程已经在例1中解出_这个方程同样符合标准型（ 2) 且积 
分因子仍为 . 这次方程两边同乘以积分因子得到 

e 31 ^ - 3 e — = 6 e ' 它和盖 [ e 、] = 6 e 31 等价. 

对后面的等式两边积分得到 e — 3 、= —2 e — 3 r + c 或 : y = —2 + ce 3 ，，一 oo < Cr < + oo . . ■ 

例 2 最终得到的解是两个解 的和： J ==3> t +3 V ， 其中 . y , =«^是例1中齐次方程的解， 
yp = —2 是非齐次方程/一3^=6的一个 特解. 其实无需关心一个线性方程是齐次的还是非齐 
次的；只要按照上面给出的步骤去操作，就会得到一个非齐次方程的解卜 3 V 然而，在 
第4章求解线性高阶方程时，齐次微分方程和非齐次微分方程的解法会有很大 不同. 一 

当 （1) 中的 a , 、如及 S 为常数时，微分方程是自治的.在例2中，可以由其标准型 
cb / dx ==3(： y +2) 证明一2是它的一个临界点，并且是不稳定的（排斥 子）. 所以随着•^的增加， 


O 这个积分因子可由在第 2.4 节中对另一个过程的讨论得到. 
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始于均衡解3-=-2上下的解曲线都会远离这条水平线.图 2. 22 
由绘图工具绘出，它反映了 3»=—2及一些解曲线的图像. 

积分常数 读者可能注意到了我们在一般的讨论和例1、 
例2中都忽略了 el p < " ) dj 的指数中不定积分的积分常数.考虑一 
下指数的性质以及在微分方程两边乘以积分因子这一步骤，就 
会明白为什么没必要写成 JP (2) d：r + C 了.请参考练习 2.3 中的 
习题 44. 



通解 再次假设 (2) 中的 P 和/在区间7上连续. （4) 的推导过程说明如果 （2) 在 J 上有一 
个解，则其必为 （4) 所给的形式.反之，我们可以直接通过求微分证明（ 4 )是微分方程 （2) 在 I 
上的解.换言之， （4) 是方程 （2) 定义在7上的一个单参数解族，且每个由 （2) 定义在/上的解 
都是这个解族中的一员.因此我们称 (4) 为微分方程在/上的通解 （general solution ). (请参考 
1. 1 节末的注释 .） 现把 （2) 写成标准型 jO , 则我们可以定义 F ( x ， y ) = - P ( x)y + f 
(_ r ) 和 aF / a ； y =— P ( x ). 因为 P 和 / 在 J 上连续，所以 F 和 aF / ay 也在 I 上连续.由定理 
1.1，我们有这样的 结论： 对于初值问题 


^ + = fU ), yU 0 ) = (9) 

ax 

在包含工。的区间 I 。上存在且仅存在一个解.对于 T 中的点^。，寻找 （9) 中的解其实就是在 
(4) 中求一个合适的 c 值，也就是 J 中每一点: r 。 都对应一个不同的 <：• 换言之，定理 1.1 中八的 
存在性和唯一性的区间对初值问题 (9) 来说是整个区间 L 


_通解 


求解 — = x 6 e ^ . 


解 方程两边同除以工，就得到标准型 

（10) 

d:r x 

通过这种形式我们定义 P ( I ) = — 4 /1 &/ (: c )= J ：5 〆 ，并可知 P 和/在（0，+°°)连续.所以 


积分因子是 

我们可以用 ln _ r 代替 In ) x | ,因为^>0 
e -4jcb：/x = e - 41ru = e lai 4 = x- 4 . . 

这里我们用到了基本定义= N,N > 0 . 同时我们在 （10) 两边乘以 x 4 并把 
x~ A ^ — 4： x~ 5 y = 写为盖[尤-、] = 工#. 

对等式做分步积分可得方程在(0,十⑺） 上 的通解 o:-h = xe ，一 y + c 或 e ^- x 4 e ^+« 4 


除了首项系数是1的情况，把方程化为标准型 （2) 都要除以〜（ 二 ). 使得山 （ d =0 的点 工 
称为方程 的奇点 （singular point). 奇点是个潜在的麻烦.具体来说，如果在 （2) 中， P (工） 
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(由 a 。 （: c ) 除以 a ,( x ) 得到）在某点不连续，则这个不连续性可能会影响微分方程的解. 

圓 通解 

求出方程 ( x 2 — 9) d y / cb :+ a :： y =0 的通解 • 

解我们把方程改写为标准型 



并且定义 PO )=^/( x 2 -9). 虽然 P 在区间（一 00 ，一3)，（一3, 3) 及（3， + oo ) 上连续，但 
我们只在第一和第三个区间上求解方程 • 在这些区间上的积分因子是 

Jxdx/(x 2 -9) _ e || 2 xdx/(x 2 -9) = e ilnlx 2 -9l =^2 _ 9 . 

在 （11) 两边乘以这个因子后，我们得到 

去 GA 2 - 9，] = o. 


对最后这个等式两边积分得 v ^ 2 — 9 ：y = c . 所以在 x >3或 x < — 3时，方程的通解为 ：y = 




■ 


注意到 ar == — 3和: c ==3 是例4方程中的奇点且其通解 y = 中的每个函数在这两点 

都不连续.另一方面 ， x = 0 是例 3 微分方程中的一个奇点，但其通解 : y = x 5 e 1 —/ f + cx 4 中 
的每个函数显然都在工= 0处连续且定义域是 （一 o °, + 00 ) 而非(0， +° o ). 然而定义在（一°°， 
+ oo ) 上的函 数族 ; y = x 5 e ^- x 4 f + ca : 4 并不能作为微分方程的通解，因为奇点1 = 0在这里出 
现了一个问题，请参考练习 2.3 中的习题 39. 
fiH 初值问题 
求解 g + y = ： y (0)=4. 

解方程是标准型，且 PO ) = 1和 /( 工）=工都在(_°°，+°°)上连续•积分因子为= 


e : ，对 

= x^ z 

积分得 — 从这个等式中解出 : V 得到通解 : V = 

x -1+ ce ^. 由初值条件我们可知，当： c ==0 时 : y = 4 .代人 
这些值，得到通解中的(: = 5. 所以方程的解为 

y x — 1 + 5 e _;c ，— 00 < x <+ oo (12) 

■ 

图 2.23 由绘图工具得到，其中粗曲线是 （12) 的图像，其 
他图像代表了单参数解族— l + ce _' 在通解中我们定 
义乂 = ce 〜 及％ = a ： —1. 有趣的是在观察图 2.23 的过程中， 
我们发现随着工的增大，解族中的所有成员都在靠近特解 


y 
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— 1. 这是因为随着的增大， 乂 = 对解的值的影响越来越小.我们称 = 为一 
个 瞬时项 （transient term ) ，因为随着 jr -^ + oo ， y c —0. 当一个线性方程中并不是所有通解都具 
有这一性质时（请参考例3)，瞬时项的记号往往在解实际应用问题中比较重要. 

1 D 不连续函数 / U > 


求出一个连续解，满足 




^ + y = /U),M^/U)= 1() ^ x>] 

以及初值条件: v (0) = 0. 

解 由图 2. 24我们看出/是分段连续的，在 ：c = l 处不 连续. 因此，我们在/对应的两个 
区间内分别求解.在 0<. r<l 我们有 

^ + 3- = 1，或者等价地有= e % 

对后面的等式积分并解出 y 得到 J = l + c,e ' 因为^0)=0,我们有 c ,= — l ， 从而3>=1 — 
e J , 0<: t<l .当 T >1 时，方程 

办丄 = n 


dx 


有解 ： V = Qe ' 所以我们可以记 

31 - Ue'J > 1. 

现在为使: V 成为一个连续函数，我们希望= 5(1) ，这点等价于 oe —'=1 — e — 1 或 c 2 = 
e — 1. 如图 2. 25所示，函数 

( 1 ― e _J: ，0 < x < 1 
、 — \( e - l ) e ' x > 1 

在 [0, 十 oo ) 上连续.请参考练习 2.3 中的习题2 4 . 


(13) 


图 2. 24 


图 2. 25 


由积分定义的函数 一 些简单函数没有初等形式的原函数，这种类型的函数积分被称为是 
非初等的 （ nonelementary ) •例如，读者可能在微积分学中见过 和 J^in 就是非初等积 
分.在应用数学中我们定义了一些重要的由非初等积分构成的 函数. 以下两个函数 

erf ( x ) = e— ,2 cU 和 erfc ( x ) = eT ,Z dt (14) 
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分別为误 差函数 (error function ) 和余误差函数 (complementary error function ). 因为 （2/ - Jn ) 


£ e ' 2 df = 1，所以由 （14) 可以看出，误差函数 erfU ) 和余误差函数 erfcU ) 满足关系 erf ( x ) + 

erfc (^) = l . 由于它们在概率统计领域有重要作用，其函数值常被列表.注意 erf (0)=0 是一个 
明显的函数值 . erf ( x ) 的函数值亦可由 CAS 求得. 在学习下一个例子之前，最好回顾一下 2. 2节 
末的注释 ( i ). 

_误差函数 


求解初值问题尝 一2 a = 2，3*(。) = 1. 

解 因为方程已经是标准型了，并且可以看出积分因子 
是 6 〜 2 ,所以由 

去 [e 勺= 2〆我们可得: y = 2〆 J": e- ’ df + c〆■ (15) 
将 ^(0) = 1 代人后面的等式得 c = l . 所以该问题的解为 

3 ； = 2e jZ | e- <2 ck + e l2 = e’[1+V7terf (: r)]. 

利用计算机代数系统可得到图 2. 26. 



图2_26 : y ' —2_ r ： y =2 的一些解 


计算机应用 某些计算机代数系统可以求出一些类型的微分方程的显式解 ■ 例如，输人以 
下命令求解方程 y +2 y = ^： 


及 

得到输出结果 


DSolvetV [ x ] + 2 y [ x ] == x , y [ x ], x ] (在 Mathematka 中） 

dsolve ( diff ( y ( x ) , x ) + 2 * y = x ， y ( x )) ; (在 Maple 中） 

y [ x ] ->- (1/4) + x /2 + C [1]/ E 2J 


和 


y ( x ) = l /2 x — l /4 + exp ( — 2 x ) _ Cl 


翻译成标准符号，我们得: — 2 ' 

注 （i ) 有时候一阶微分方程对于一个变量来说是非线性的，但对于其他变量来说是 


线性的.例如微分方程 


_ 1 

dx j: + y 2 


对变量 y 来说是非线性的. 


但其倒数 


对变量 r 来说是线性的 • 可以证明利用积分因子 el ㈠ 咖 == e — v 及分部积分可得这个方 
程的一个隐 式解： x =— y 2 — 2 y -2 + ce \ 

( ii ) 数学家在适当的时候从工程领域引入了一些特定的名词为己所用.前面用 
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到的瞬时就是这种情况.在后面的讨论中，偶尔会使用输入和输出 •.（2) 中的/称为 
输入或施迫函数 （input or driving function ) ;对于一个给定的输入，微分方程的解称 
为输出 （ output ) 或响应 （ response ). 


练习 2.3 

在习题1〜24中，求出给定微分方程的通解.给出通解的最大定义区间.判断通解中是否有瞬时项存在. 




二 5) 


+ 2)二0 




5. y + 3 x 2 y = x 2 
7. x 2 y ^ rj ： y =\ 

9. x y = x l sinx 


11. x — + 43；= j : 3 


: rV + _ r ( x +2)： y=ei 
3； d-r —4(x + y )d^=0 

cost 努 + (sin*r) ： y 二 1 
ax 

( x + l >^ + ( x +2) 尸 
dx 

轰 + ?-sec 户 cos0 

: r ^ + (3 i + l)f e 士 

ax 

习题 25 〜 30 中，求解给定的初值问题. 

f J ry = e x , y (\)^2 


A . 3 ^- J rl 2 y =4 

6 . y J r 2 xy = x i 

8. y = 2y~\~jc 2 4 - 5 
10.工普十2：>；二3 

12. ( l +: r)g — = 十工 2 

14. xy J r ( l J rx)y = e~ x sin 2 x 

16. : ydx=(〆 一 2 x ) d：y 

18. cos 2 _ rsinxd ； y 十 C ^ cos 3 jc — Ddx^O 

20. Cx +2) 2 努 = 5 —8 厂4巧 
dx 

22. 等 + 2 rP = P + 4 r —2 

at 

24. < x a -1)^ !~2>=(* r + l ) 2 
给出解的最大定义区间. 

26. : y ( l ) 二5 


27_ L = i (0) = i 0 ; L -> Ry E , 及 & 为常数. 

28. TCO ) = T 0 ； k , T m , 及丁。为常数 • 

29. + Inx , 30. y + ( tanx )^ = cos 2 x , 

^(1) = 10 少 0) 二一 1 

见在习题 3 H 4 中， 求祕 足给定微分方程姉值紐的賴解.棚绘图工具绘出幢剛解曲线的 

图像. 

, ( 1 . 0<工<3 

31 .^ +2 ^ /( ,), /( ,)^( 01 ^ >3 ^⑹ - 

, 丨 1 ， 0«1 

3 2 . £ + ^/ U >，/( x )-^ ltj>1 

, f x , 0< X <1 M、_o 

33. g + 2x ^/(,), /(x)-^ ^ ，_ = 2 
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34. (1 + x 2 




-H2x^^/Cx) , 


fix )= 


X , 0< x<l 

, — X ， x^l 


》（0) = 0 


fl .35. 求出初值问题 ：/ + PU ：^=4 a :， y (0) = 3 的一个连续解 ■ 其中 


P ( x ) - 



0 < x < 1 

■X 〉 1. 


利用绘图工具绘出初值问题解曲线的图像. 

36. 利用函数 《 f (: r ) 表示出初值问题 / —2 xy = l ， ： y ( l ) = l 的解. 

37. 考虑初值问题: Z + eys / Cx )， ： y (0) = l . 当 /(_ r ) = l 时，用一个非初等积分表示出时初值问题 
的解.当 /(: c ) = 0, /(：!：) = ^时解是什么？ 


讨论题 

38. 回顾例2后面第二段的内容.构造一个一阶微分方程，使得其所有的非常数解在 1— + °° 时趋近于水 
平渐近线: y = 4. 

39. 回顾例3,然后根据定理 1. 1讨论由方程 xy —0 = 工 6 ¥和以下初值条件组成的初值问题解的存在性 
和唯一性. 

(a)y(0)=0 (b)y(.0)=y 0 - yoT^O (c)y(x 0 ) = yo - -r 0 ^0, y„9^0 

40. 求出例 4 中的微分方程在区间（一3, 3) 上的通解. 

41. 回顾例5然后讨论.构造一个线性一阶微分方程，使得其所有解当 n + 时趋近于直线3> = 3工 一 5. 

42. 回顾例6然后讨论，为什么说 （13) 中的函数是初值问题在 [O’ +°o) 上的一个解这一结论是错误的？ 

43 . ( a ) 构造一个形如的线性一阶微分方程，使得火=々 1 3 及％ =〆 .给出 y = d + 

W 为微分方程通解的区间. 

(b) 分别给出一个初值条件 ,v(xo) = 3-0, 使得 U) 中建立的初值问题有通解 y = ^ 3 - l /^^ >>==工 3 十 2 / 
: r 3 . 给出这些解的定义区间并绘出解曲线.是否存在这样一个初值问题，使得解可以定义在一°° 
+ 上？ 

( C ) 在 （b) 中构造的初值问题是唯一的吗？也就是说’对于— 1/Y， 是不是存在不止一个的初值 
问题，使它是某些区间〖上的解？ 

44. 在确定积分因子 （5) 时我们在求 JP (: r ) dx 值时并没有用到积分常数.解释为什么使用 [PQWz + r 对 


(2) 的求解没有影响- 

45. 设在某区间/上连续且 a 是I上一点.那么初值问题: Z + PGbs 0 , J(a) = 0 的解是什么？ 

46. 在研究元素放射系列的问题时，我们会遇到下面这个特殊形式的微分方程组： 


= Ai j ： — 

at 

其中的；^和；1 2 为常数.讨论如何求解方程使得工(0)=办，少⑴二抑. 

47. 在本题中先设 a 和"为常 数； PU)， f ⑴， 和心（工）在区间 7 上连续；且々为7上任意一点 • 
u) 设％是擁问题 y+F (咖= 0 , ☆。卜 a 的解，且力是 y+p ⑴产 /( 工），★。卜。的解.求 
y 4- P(x) y = 二 a 的一个解.证明所得结论. 

( b ) 设％是 y + 的解，且力是 / + P(dJ = / 2 ( d ， 少办）=/3的解•那么 

如果 y 是 / + + 的解， 〆 办）的值是多少？证明所得结论.如果 V 是夂+ 

的解，这里的“和 g 是任意给定的常数，那么3>(办> 的值是多少？证明 
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所得结论. 

计算机实验作业 

48. ( a ) 利用 erfc (_ x > 求初值问题 ： y ' — 2. rj = — 1，： y (0) ，7^/2的解. 

( b ) 查表或用计箅机计算 >>(2) 的值.利用 CAS 绘出初值问题在（一…， + w ) 上的解曲线. 

49. ( a ) 定义正弦相分函数 （sine integral function ) 为 Si (: r ) 二 J * ,其中被积函数在 f = 0 时被定义为 1. 

利用 Si ( a .) 求初值问题 xV + 2/3^ lO S in _ r ，>>(1)=0 的解 yU ). 

( b ) 利用 CAS 绘出当> 0时初值问题解曲线的图像. 

( c ) 利用 CAS 求出 _r > 0时解 _ y ( x ) 的最大绝对值. 

50 . (a) 定义菲 涅耳正弦积分 （Fresnel sine integral) 为 S(_r) = J sin( 号 〆) d /， 利用 S ( ) 求初值问题: y'_ 


(sin :的解； yk ), 

( b ) 利用 CAS 绘出初值问题在 （一^，+ co ) 上解曲线的图像. 

(C) 已知当 -T- ♦ + oo 时 s (: r 〉—1/2. 当 _ r — — m 时 S ( x ) ——1/2. 当: T— + oo ， j :—— c ° 时解 〆 1 ) 分别趋 
近于何值？ 

( d ) 利用 CAS 求出解: y (: r ) 的最大绝对值和最小绝对值. 


2.4 怡当方程 

虽然简单方程 ydx + .rd^ = 0 是可分离的，但当我们发现方程的左边等价于 r 乘以：V的微 
分时，即 

jcLr + xdy = dixy )=0 

时，我们可以用其他解法来求解方程.对 d(x：y) = 0 两边积分，我们立即得到方程的隐式解 
= 微分方程 ydx + a:dy = 0 是我们即将学习的恰当一阶方程的一个例子. 

含有两个变量的函数微分 如果一个二元函数2=/(工，：V)的两个一阶偏导数在平面的 
某区域尺内连续，则其微分（也称全微分）为 

dz = ⑴ 

如果 fix, y) = c, 则由 （1) 得 

j^Ar + |^^ = 0. ⑵ 

也就是说，对于一个单参数曲线族 /.(r，W = 我们可以通过计算其微分构造一个一阶微分 

方程. 例如，如果 .T 2 —5 xy + y = c ， 则由 （2) 得 

(2工 一 5y)cLr + (— 5_r + 3/)d：y = 0 (3) 

出于我们的目的，问题的还原是更重要的；即对于诸如 （3) 的一阶微分方程，我们是否可以认 
为其等价于微分 d(x 2 -5^+y>=o? 

怡当方程 

相应于某函数 /U’ J) 在 O 平面的区域尺上的微分表达式妨（工， y)d.r+N(jr, 称 

为恰当微分 （exact differential). 具有以下形式的微分方程 

M(x^y)dx+ N(.j：,y)dy = 0 
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称为恰当方程 （exact equation ) ,如果方程左边是一个恰当微分的话. 

例如， x 2 yd:r + : r 3 yd 3>=0 是一个恰当方程，因为方程左边是一个恰当 微分： 

d ( yx 3 y )= x z y 3 dx + x 3 y d ^. 

注意如果 MU ， 且 iVU ，>)= x 3 y , 则 3 M /3 ：y = 3 x 2 y = 3 N /3 x _ 定理 2.1 说明 
了这些偏微分的相等并非巧合. 

恰当微分的判定 

设 M (: r , y ) 和 NU ， W 在由 a <: r <6， c < j < ci 定义的矩形区域只内连续并有连续一阶 
偏导数，则 M ( x ， y ) dx + N ( x , : y ) d3 ； 是一个恰当微分方程的充要条件是 

(4) 

d y d x 

必要性证明为简单起见，我们假设对所有的(: C ， y )， Mix , 3 «)和 NU ， y ) 都有连续的一阶 
偏 导数. 如果表达式 M ( x ， y ) dx + NU , y ) 办是恰 当的，则存在函数/对 i ? 上的所有工满足 
M ( j ：, y)dx + N ( x ^ y)dy — DO 

所以 

Mix, n(sc ， y^ = ~^y' 

以及 

d y d y \ 3 x j 3 y d x d x \ By ! d oc 

最后的等式是由一阶偏导数 MU ， y ) 和 iVU ， y ) 的连续性得到的. ■ 

定理 2. 1的充分性即要证明存在一个函数/，使得当 （4) 成立时满足 a // a ：r = M ( x ， 30 及 
3 f / 3 y= N ( X , y). 函数 / 的构造过程其实就是恰当方程的求解过程 ■ 

求解方法给定一个微分形式的方程 MU ， y^dx + N ( x , y ) dy =^0, 判断（ 4 )是否成立. 
如果成立，则存在一个函数/使得 

-|^ = MU,y). 

我们可以通过对 MU , >0关于工求积分得到/，同时把3看作常数： 

/(: c，30 = J " M ( z ，： y)Ar 十 g ( j ) ， （ 5 ) 

这里任意函数是积分的“常数”.现对 （5) 求关于 y 的导数并假设3//3 3>=~(工，3>): 

-|^ = M ( x,>)dx + /(^) = N ( x , y ). 

我们得到 

g ' iy ) = Nix , y ) — M ( jc , y ) dx . ⑹ 

最后，对 （6) 求关于 J 的积分，然后把结果代人(5)，得方程的隐式解为 /(^， ： V ) = c . 

我们需要注意以下事项.第一， （6) 中的表达式 N ( x , y ) -0/9 _ y ) J " M ( x ，_ y ) Ar 是与 J ： 无关 


的，因为 
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-h[ Ni ^ y) ~i~y\ MUry)dx ]= MU ' y)dX ) 

一 d N 3 M 

d x 9 y * 

第二，我们也可以从假设 二 N(^r， 3<) 开始前述的过程.在对 N 求关于 y 的积分后再对 
结果求关于: r 的微分，我们分別得到类似于 （5) 和 （6) 的 

fix , y ) = |jV(x，：y)d：y + li(a ;) 及= M ( x , y ) — N ( x , y ) dy . 

这些公式不一定要记住. 

_ 求解怡当微分方程 

解方程2巧 d;c+(:c 2 — l)d：y = 0. 

解对于 MU， 3>)=2；^和 NU， y )= x 2 - l , 我们有 
3M 3N 

T7 3/ 

所以方程是恰当的，根据定理 2 .1 存在一个函数 /( 工， W 使得 

H= 2xy m Vy = x2 - 1 - 

对第一个等式积分后我们得到 

fix , yy ^ j ： 2 y + g ( y )- 

对等式求关于 J 的偏微分，然后令其结果为 NU，y)， 可得 

去 ^ = X 2 4- g'(y) — X 2 — I. — N(x,y) 

由此可得 〆 （: y ) = — 1和(: y ) = 一: v . 所以/(工， y'> = ^y-y^ 且方程的隐式解为 ^ 2 :^— ：v = c - 
很容易得到显式解 ）= c/(i 一工 2 )，且其定义在任意不包含 z =1 和^^一 1 的区 间上. ■ 

注 例1中微分方程的解并不是/(工，： y ) = P 一： y ， 而是 / O ， y') = c . 如果在对 
的积分中使用常数，则我们可以把解记为 /( 工， y ) = 0. 另外还要注意，这个方 
程也可以用变量分离法求解. 

_求解一个怡当微分方程 

解方程 （ e 2> —: ycosx：y 〉 dr +( 2xe 2y — :ccosx;y + 2；y ) d_y = 0 • 

解 方程是恰当的，因为 

= 2 e 2y + xy sinxy — cosxy = 

3 y d x 

所以存在一个函数/(工， w 使得 

M{x,y) = 及 mx ， y)= 另 . 

现在做一些变化，我们由假设3// 3 ：^ = NU， ： y) 开始求解，即 

— 2 xe Zy — xcosx3> + 2^, 

3 _y 
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2 xJ e 2j, dy - 


x\ cosxydy + 2 ydy. 


记住， x 之所以可以在对: y 的积分中被提到积分符号的前面，是因为 x 在这里被当作一个常数. 


/(X ， y) = xe 2y — sinxy + y 8 + h(x) 

= t Zy — ycosxy + h'ix) = e Zy — ycosxy , M(x,y~) 

所以有 / i '( o ：) = 0 或 / iU )= c . 故方程的解族为 

xe 2 y — sin xy + y 2 + c = 0. 

dH 初值问题 

求解办 = V - cosxsin^ ( o) = 2 . 
dx yil - x 2 ) y 


解把微分方程改写为 


(cosisiru:— 町 2 ) cLr + y ( 1— 工 2 ) 办 = 0 . 


方程是恰当的，因为 


= v(l 一 工 2 ) ， 

3 y 


fU , y ) =兮 （1 


^-(1 — x 2 ) + hix^ « 


3 f = — X y l — cosxsinx —j 

3 x 

由最后一个等式得 /^( oO ^ cosa : sinx . 对其积分后得 

h ( x ) =—J ( cosx )(- sinxdLr ) =— yc 


所以 

其中 c 代替了 2 Cl . 


^(l-o: 2 )--|-cos 2 x = c, 或： y 2 (l— x 2 )_cos 2 j: = c ， 

】 o : = 0 时初值条件： V = 2 使得 4(1)— cos 2 (0)= c ， 所以 c =3. 得到该问题 


的一个隐式解为 /(I 一工 2 )— cos 4 = 3- 

初值问题的解曲线见图2.27,它代表这个曲线族的一 
部分曲线.由 （7) 确定的单参数解族的图像可以通过几种方 
法 获得： 一种是利用软件绘出等量线的图像 （请 参考上一节 
的讨论），另一种是给定不同的 c 值，利用绘图工具绘出显式 
解 y = ( c + cosx )/( i — X 2 )的 图像. ■ 

积分因子我们回顾上一节的内容，对于线性方程/+ 
p ( x ) y =/( x ), 在给方程乘上一个积分因子后方程左边变成 
一个微分形式.对于一个非恰当微分方程 MU ， y)h + 


y 



图 2. 27 y ( l — x 2 )- cos 2 o:=c 

解族的图像 
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N (. r , y ) d：y = 0, 我们有同样的基本思想，即有时我们能找到一个积分因子 （integrating factor ) 
fjiioc , y ), 使得方程两边乘以积分因子后变为 

"(•r ， ;y)M(x ， .;y)cLr+ "(x ， >>)JV(;r ， ;y)d;y = 0 ， (8) 

使它成为一个恰当微分.为了找到这样一个//，我们回到恰当性的判别式 （4). 方程 （8) 是恰当 
的当且仅当= 这里脚标表示偏微分.根据对乘积微分的法则，前面的等式等同 

于 juA ^+ hM ^ K+^N 或 

fi t N~^ y M = { My - Nj / x . (9) 

虽然 M ， N , 从，及/^是关于 j 和 y 的已知函数，但困难在于若想从 （9) 中得到未知的 〆 : r ， 
y ), 就必须解一个偏微分 方程. 因为我们现在并不会解偏微分方程，所以做一个简单的假设， 
设 " 为一个一元函数.例如，"是只依赖于变量工的函数.在这种情 况下， 且 （9) 
可以写为 



如果商式 ( M , — NJ / N 是依赖于2和^的，则我们仍然无法 求解. 然而，如果经过代数化简 
后我们得到商式 ( M , — iVJ / iV 是仅依赖于变量 x 的，则 （10) 就是一个一阶常微分 方程. 因为 
(10) 是可分离的且是线性的，我们最终可求得&由 2.2 节或2_ 3 节我们得到 // U ) = 
el ,(M ^-^ >/N,dJ . 类似地，如果"是仅依赖于变量 y 的，则可由（ 9 )得 

如 = N : — (11) 

dj M M . 

在这种情况下，如果 （JVi — M ,)/ M 尽是: y 的函数，则我们可以通过求解 （11) 得到户. 

对微分方程 

M (: c ，： y)dr + JV (: c ，： y ) d：y = 0. (12) 

我们做一下总结： 

•如果 （ M , — / VD / N 仅是关于 x 的函数，则方程 （12) 的积分因子为 

" U ) = el ^ dl . (13) 

• 如果 （JVi — iV ^)/ M 仅是关于: y 的函数，则方程 （12) 的积分因子为 

fxCy} = el^ dy . (14) 

m 非怡当微分方程转化为恰当微分方程 

非线性一阶微分方程 

xydr + (,2 x 2 + 3/ - 20 )dy = 0 

不是恰当的.定义 M =: c ： y , N = 2 x 2 +3 y 2 — 20,我们可得偏微分 M y =; c 和由 （13) 得 
到的商式对我们来说没有意义，因为 

M y — N x _ x — Ax _ 一 一 3 j 

~ N ^ = 2 x 2 + 3 y 2 — 20 — 2分 + 3/ — 20 

依赖于 x 和: y . 不过由 （14) 得到的商式只与: y 有关： 

- M y = 4 j-x = 3x = A. 

M xy xy y' 
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所以积分因子为 el 3dy ^ = e 31 - = e 1 - = • 在给定方程两边同乘以 〆 >)=/得到 

o ： ^ 4 dx+ (2x 2 y +3/ -2oy>d^ - 0. 

可以证明最后一个方程式是恰当的，然后利用这一节所述的解法，得到方程的一个解族为 


y - r 2 y + y y - sy = c . 


注 （ 丨）当我们检验一个方程是否是恰当时，需要确定其是否满足形式 MU ，3-) cb - + 
N(x, y ) dy =0. 有时候一个微分方程可以记作 G(_x, y ) dx = HCa :, y ) dy . 在这种情况 
下，我们先把方程改写成 GU ， y ) dj ：- H ( x , y)dy = 0, 然后定义 M ( x ， y ) = 
G(x, y ) 及 N ( x , y ) = — H ( x , y ) , 再应用 （4). 

(jj ) 在有些微分方程的教材中，把对恰当方程的研究放在对线性方程的研究之 
前. 本节所斗论的求积分因子的方法可应用于求方程 : / + P ( x)：y = / U ) 的积分 因子. 
通过把该方程改写为微分形式 （PUb —/ U))Ar + d ^ = 0, 则可得到 

~~ 札 P ( x ) 

N ( K 

由 （13) 我们可得到在 2. 3 节中用到的积分因子 el prrtil . 


练习 2.4 

在习题1〜20中，判定给定方程是否是恰当方程. 
1. (2x-l)dx+(3y+7)d3' = 0 
3. (5i + 4 ： y)dr 十 （ 4 工一 8 ： y 3 )d) = 0 
5. (2j：y —3>dr 十 （ 2j ： 2 ： y+4)d：y = 0 

7.( 工 2 — / ) cU + (o： 2 — 2 巧 )dy = 0 

9 . (工一 y +y sin 工） dx= (3xy 2 +2)cosx)d：y 


如果是，解之. 

2. (2 j - + 3；) c 1 j :~ ( xH -6 y ) d >- = 0 

4. (siny—3>sinx) dx+ ( cosa'-h J ： cos^— y)dy = 0 

6. (2y-^ + cos3x)g + ^-4^+3^sin3x = 0 

8. (l + lar+^-)dx= (1 —lnj-)d3 ； 

10. (x 3 +y 3 )dr 十 3xyd;y=0 


n. ( ， 一 _ndr+ (士 +:rln;y)d y = 0 12. (3x 2 3 -+)dx+(x 3 +xe y -)d3；= 0 

13. = —y + 6 ： r z 14. (1 —+ + 砮 + )=|- 1 


15 - ("- ―虑+… 0 

17. (tan_r —siarsin ： y)dx 十 cos_rcos ： vd ： y = 0 


16. {Sy—2x)y > — 2y = 0 


18. (2^sinxcosx-3^+ 2^ 2 e" >2 )dx=-U-s\n 2 )dy 


19 •⑷ 3 厂 15 卜 Wdf+G 4 +3y- t )cb=0 20. + ) di +(^ + pTy) d ^ =0 

在习题 21 〜 26 中，求解给定的初值问题 • 

21. (x + 3-) 2 dx+(2^+x 2 -l)d^ = 0, ^(1) = 1 22. (e I +^)dx+(2 + x-h3-eOd 3 - = 0, ^(0) = 1 

23. (4>-+2<-5)df+(6y+4t-l)d^ = 0, ，( — 1) = 2 24. ( 丄)莹 + ^ = 0 ’ ^ (1) = 1 

25. {y 2 cos^：—3x 2 ^—2x)cLr+<2>sinx—x 3 +lny)dy^=0, : y(0) = e 
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26. ( ij g +cos:c- 2 工： y) p = ;y (: y + sirtr) ， 3>(0) = 1 
在习题 27 和 28 中，求出 6 的值使给定的方程为恰当方程. 

27. ( y 2 ~\~ kxy K — 2 x ) dx + ( 3 xy 2 + 20 jc 2 y z ) d >> = 0 28. (6+ cos ^ ) dx ~\-{2 kx z y 2 — jcs \ ny ) dy =0 

在习题 29 和 30 中，证明给定的方程不是恰当的.在方程两边乘以已知的积分因子后，证明新的方程是 
恰当的，并解之. 

29. ( — x^sinx + 2^ cosj :) d ^: + 2 xcos ^ d ^ = 0； ^( x , y)=xy 

30. ( x 2 + 2 xy ~ y z ) dx + iy 2 + 2 xy — x z ) dy = 0 ^ fAx ， y )^( x ~\- y )~ 2 

在习题 31 〜 36 中，通过例 4 的求解过程求出一个合适的积分因子，然后求解给定的微分方程 • 

31. (2 y-f 3 j ：) dx +2^ d >- = 0 32. : yU + y + l ) dr +( j ：+2： y ) d：y = 0 

33. 6 xydx ^ r { Ay ^9 x 2 )dy = 0 34. cosjrdx 4- (1 + 含) siaid ： y =0 

35. (10_6： y + e— 3j )cLr —2 d：v = 0 36. (/ +巧 3 ) dr +(5/ xy ~\~ y 3 siny ^ dy^O 

在习题 37 和 38 中，通过例 4 的求解过程求出一个合适的积分因子，然后求解给定的初值问题- 

^7. xdx -\- U 2 y +4 y)dy = 0, yU )=0 

38. U 2 +y -5) dx - (. y + jcy ) dy , y {0) = l 

39. ( a ) 证明方程 

(4 xy + 3* r 2 >cLr + (2 y + 2 x 2 )dy = 0 

的一个单参数解族为 : r 3 +2: r 2 y + y = c ■ 

( b ) 证明 由初值条件 〆 0) 二 一2 及: y ( l)=l 可以得到相同的隐式解. 

( C ) 分别由初值条件％(0) = -2和 y 2 (D = l 求出 （ a ) 中方程的显式解 yiU)m yiU }. 用绘图工具绘 
出 ：^( z ) 和 wU ) 的图像. 

讨论题 ^ 

40. 考虑在习题29〜38中积分因子的概念 • 方程 Afdr 十〜办=0和 juMdr + ^ Ndy ^ O 的解必须是等价的 
吗？即一个方程的解也是另外一个方程的解吗？ 

41. 回顾例3,然后讨论为什么我们说初值问题的显式解是定义 在区间 （一 〗， 1) 上的 （请 见图 2.27 中带颜 
色的曲线). 

42. 讨论如何求出 M ( jc ， y ) 和 iV ( z ，>/) 使得每个方程都是恰当的.给出求解过程. 

Ca ) M ( x , : y ) Ar + ( 16 。+ 2：1：3>+士) d;y = 0 

( b ) 卜 — 1/2 y /2 +^ r ^) d _ r +] V ( x ’ ： y ) d：y = 0 

43. 有时候一些微分方程可以通过一些技巧来 求解. 这里有一些相关的 练习： 虽然微分方程 k — 
^ T j Ux+ydy = 0 不是恰当的，说明如何通过将方程变形为 ^00 = 七及 T d(x2 + y> = 

xdj ： + ydy 求解. 

44. 判断对错：所有可分离的一阶方程 = 是恰当的. 

2.5 换元法 

求解一个微分方程时，首先要认清到它是哪一类特定的方程(例如可分离的），然后按照针 
对这类方程的具体数学方法得到一个等价于原方程的微分方程.这 种求解过程常常是通 过一个 
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代换 （ substitution ) 把给定方程转化为另一个微分方程.例如，我们想通过代换 y = g (: c ，《) 来 
转化一阶方程 cb/dx = /(: c ， >)，这里《是变量： c 的函数.如果 g 的一阶偏导数存在，则根据 
链式法则 （Chain Rule )， 得 


4^ = g ^ ix , u ) + g u ( J ：， M ) 


du 

Tx 


如果我们用 g (: T , u ) 替换导数 cb / cb ： 和 /(： r ， y ) 中的 > 则微分方程 dWdx =/(: c ， y ) 可变为 
^( x , u )+ g u ( x , u ) du/dx = fix , g ( x , u )), 解出 dw / dr ， 其形如 dM/cbr = F ( x ， “）• 如果 
我们能在后面这个方程中求出解 《 = ? Kx ) ，则原微分方程的解即为 y = gUD ). 

齐次方程 如果一个函数/对某实数《具有性质/(^， ty )= ffix , y ), 则/被称为是一个 
a 次齐 次函数 ( homogeneous function ). 例如， fix , : y )= x 3 +_ y 3 是一个 3 次齐次函数，因为 
f { tx , ty ) = itxY + it y y = t i { x i +/) = t 3 f { x , y ), 

而 / u ，> o = x 3 + y+i 则是非齐 次的. 形如 

M ( x , y)dx + N ( j ：, y)dy = 0 ⑴ 

的 一阶微分方程称为是 齐次的 （ homogeneous ) 0 , 如果系数 M 和 N 是具有相同次数的齐次函 
数，也就是说， （1) 是齐次的，如果有 

Mitx , ty ) = rtW ( x ， 3 <) 及 N ( t : r ， ty ) = rN ( x , y }. 

另外，如果 M 和 N 为^次的齐次函数，我们可以记 

M ( x , y ) = x ° M (1， m ) 及 N ( x , y ) = x " N(l ， m ) ， 其中 u = y / x , C 2) 


和 

M ( x , y ) = yM ( t ；， l ) 及 N { x , y ) = yNO , 1) ，其中 w = x / y . (3) 

请参考练习 2.5 中的习题 31. 性质 （2) 和 （3) 说明，这样的代换可以用来求解一个齐次微分方 
程.具体地说，代换: y = mx 式或工 =■»■>" ,其中 w 和 XI 是新的变量，使一个齐次方程简化为一个 
可分离的一阶微分 方程. 为了说明这一点，由 （2) 我们可将一个齐次方程 MU ， y)dx + NU , 


>») d ^ = 0 写成 

x a M(l,u)dx + x a N(l,u)dy 0 或 M(1，“）cLr + iV(l ， w)d：y = 0’ 

这里 „ = 3；/;r 或 3；= “ 二将 dy=“dx+xd M 代入后面的方程，合并同类项，我们得到一个关于 

变量 M 和: T 的可分离的微分 方程： 

M(l,u)dx + N(l,u)[t4dx + xd M ] = 0 
[M(1,m) +«N(l,«)]dj： + a：N(l,M)dM = 0 


或 

dx , N(l,u)du = 0 . 

X M(1 ， M) + wN(l ， U) 

在这里我们提出与前面几节中同样的建议：不要去记忆任何东西(尤其是最后一个公 式）， 只需要按 
照步骤 去做. 类似地，由（ 3 )以及：£： = 吵， dr = wl ： y +3/加同样可以得到一个可分离的方程. 


o 这里的“齐次，，与第 2. 3节中提及的是不同的 意思. 那里是指当 g(w = o 时’线性一阶 方程〜 &>/+你（1卜= 
g (: r ) 是齐次的. 
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_求解齐次微分方程 

解方程 ( t 2 +： y 2 ) dx +( x 2 — ■ rjyOdjy ^ O . 

解 检验 MU ’ 和] VU ， ^)= x 2 - xy , 可以发现这些系数是二次齐次函数. 

如果设 3 ^ =訂，则 d：y = W d:r + xdw ， 这样经过代换后原方程变为 
( x 2 + u 2 x 2 )dx 十 （> r 2 — ux 2 )\_udx + xAu ] = 0 
x 2 (1+m)cLz + x 3 (1 — w)dti = 0 

[―1 十 十 _ = 0 • •*- 长除法 

对最后一个等式积分得 

一 w + 21 n [l + Mi + ln | x |= In | c | 

一 —+ 21 n |l + — |+ln I x | = In | c |. 把 《 = y / 尤代人 

利用对数的性质，我们可以把前面得到的解改写为 

In | ( X I = 2 或 (: r + y ) 2 = cx t y/x . ■ 

虽然前面提到的两个代换都可以应用于每个齐次微分方程，但在实践中当函数 MU ， 

比 N ( x , : y ) 简单时，我们使用 : r = x ^. 在使用代换后，我们可能在积分时遇到困难或者无法求 
得封闭形式的解，这时使用另一个代换可能会使问题变得简单一些 • 

伯努利方程 微分方程 

获 + P ( 工 );y = /(: r )/， (4) 

d:c 

当”为任意实数时， 称之 为伯努利方程 （ Bernoulli’s equation). 注意当 《 = 0 及 ti = 1 时，方 
程 （4) 是线 性的. 若》#0且《关1,则代换可把方程化为形如（ 4 )的一个线性方程. 

1 H 求解伯努利方程 
解方程 -r ^ = x 2 y z . 

解 方程两边同时除以 X, 得到 

dv ( 1 2 

石 + 了尸巧 • 


因为》= 2,所以用代换，并有 

4^ =- ur 2 '■-链式法则 

dx ax 

将其代人原方程，则原方程被简化.结果为 

du 1 

-- U ——— X. 

dx x 


这个线性方程在（0， + oo ) 上的积分因子是 
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积分 


e ~ h u = e -' M = e lM —* = j - 1 • 


得工―、=一 jt + c 或“ =— P + cx . 因为《 我们有： y = l / w ， 所以给定方程的一个解为 

y = 1/( — j : 2 + cx ). ■ 

注意我们并没有得到例2中非线性微分方程的通解，因为 y = 0 是方程的一个奇异解. 
方程变形为可分离变量形式 一个形如 

^ - /( Ajc +By + C ) (5) 

的微分方程总是可以通过代换《 =八2+1^ + (：, B #0 变形为一个可分离变量的方程.例3说 
明了如何使用这一技巧. 

_初值问题 

求解裴〜 (0) = 0 . 

解 若设 w =—2: r + y ， 则 da / do :=— 2 + dy / dx ， 微分方程变形为 
盖+ 2 = « 2 -7或盖= “ 2 —9. 

最后一个方程是可分 离的. 将其改写为部分分式 

■ ( M _3 K M + 3) =d " 或 It A ~^] dM=dx 


然后积分得 


x + q 或 


m + 3 


e 6jH " 6c i = ce 6 


— Sc 替换 e Se i 


在最后一个等式里解出 M 并回代得到解为 

或尸2工+祖土^ • (6) 


ce 6j: 


1 - ce 6 " 


最后对 (6) 后面的一个等式应用初值条件: y (0) =0得 r = 
一 1. 在用绘图工具绘出的图 2.28 中，粗线表示了方程的 
特解 




2工+ 


3(1 — e s O 
1 十 * 


另外的图像是解族中的其他解. 

练习 2.5 

在习题 1 〜 10 中，利用合适的代换求解给定的齐次方程 • 


■ 


y 



图 2.28 —2x+ ： y) 2 — 7 的一些解 


1. (: r — ： y)dr+_rd ； y=0 


2. ( x - H ^) dx +^: dy = 0 


3. jcdx-\~(,y— 2x)dy = 0 
5. () 2 +^ x)dx — x 2 d ^ = 0 


4. yd^ = 2(^~hy)dy 

6, (y 2 -i-yx)dx-\-x 2 dy=0 
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9. -ydx-\-(x^ >/I^)dy-=Q 


8. 卜淨 

dvr 6x~r y 

io . x f - y =^ T 7 


在习题 n 〜 14 中，求解给定的初值问题. 

ll._r/ _ =: y 3 —x 3 ， >-(1) = 2 12. ( x 2 + 2 y z )^ = xy , 〆一 1) = 1 

13. (jc + 3 , e y；x )dx —xe y/:c d3-=0, >>(1)=0 14•: ydr + :c(lnx—ln ： y—l)d：y = 0 , >»(l) = e 

在习题 15 〜 20 中，利用合适的代换求解给定的伯努利方程. 


15. x 努+尸4 

dx J y 2 

17. 砮 =*y-1) 

19- t 2 髮+ / = 0> 

在习题21和22中，求解给定的初值问题. 

21. x 2 2x,y=3y , 3>(1) = -|- 

在习题23~28中，仿照例3求解给定的微分方程. 

23. ^=(T + y + l) 2 

25. ^ = tan 2 (^ + y) 
dx 

27. 努= 2+ 7厂21+3 
djc 

在习题29和30中，求解给定的初值问题 ■ 

29. 4^ = cos(j： 十; y) ，： y(0)=7：/4 
dx 


16 - 砮 - 

18. x 裝 - (1 + 1 >广巧 2 

20. 3(l + f ) 髮二 2 ， y(y_l) 
22. V /2 裝 + y /2 =l ， ^(0)-4 


24. 


dy: 1 —x_：y 
dx x + 3 - 


26. ^^ = sin(x 十 ： y) 


28. 孕 = l + e)— 5 


-£-31^2 


〆一1)=— 1 


讨论题 

31. 解释为什么总可以把一个齐次微分方程 M(x， ： y)d_r+iV (: r， ： y)d：y==0 表示成 




G (~)- 


的形式.可以从证明 

MU,y) = x'M<il,y/x) 及 N(x,y) = jc°N( 1 ,>>/a：). 

开始. 

32 . 例 3 中的解〆 x) 在; r — 时是无界的.不过当 X — — oo 时， y ( x ) 渐近于一条曲线.而当 + c 
时，它会渐近于另一条曲线.这些曲线的方程是什么？ 

33. 形如办 /d:r = P ⑺ +QUb + 趴 Wy 2 的微分方程被称为里卡提方 . （Riccati ’ s e q uation) _ 

(a) 如果已知里卡提方程的一个特解 A ，那么可以通过两步代换求出方程 的解. 首先使用代换^ 
y ,+ u , 然后讨论接下来的步骤. 

(b) 求出微分方程 


的一个单参数解族，已知为方程的一个解. 
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34. 为求解方程= 2 lnU;y )， 设计一个合适的代换. 

2.6 数值解法 

到目前为止，我们已经用定性 （2.1 节）和解析 （2. 2〜 2. 5节）方法分析了一阶常微分方程. 
为了全面地介绍解不同类型微分方程的方法，我们最后介绍一种最简单的求微分方程近似解的 
方法.被称为欧拉方法的数值解法利用了这样的思想，一个函数在某点的一个小邻域内的斜率 
值可以由这一点的切线来近似.我们将从几何角度来解释如何利用欧拉方法在一些软件中获得 
方程数值解的图像.更多求微分方程近似解的技巧将在第9章介绍. 

切线的使用 一个求初值问题 

y = f{jo,y),y(x 0 ) = y 0 ⑴ 

近似解的方法就是利用 切线. 例如，用: yU) 表示初值问题:/ = 0.lV7+0.4y，;y(2) = 4 的未 
知解.这个非线性微分方程不能由 2 . 2〜 2 . 4 节中讨论的方法直接求解.不过我们还是能找到 
y(x) 的近似值，具体来说，假设我们希望知道： y( 2 . 5 ) 的值. 初值问题有一个解，且其方向场 
的走向如图 2. 29(a) 所示 • 



a ) y >0 的方向场 b ) 在点(2, 4 )处的等斜线 

图 2.29 


图中方向场的等斜线都取自于这个区域内坐标为整数的结点•由于解曲线通过初值点 
(2, 4), 在这点的等斜线是由方程/(2,4) = 0.1 V?+0. 4(2) 2 = 1.8 来确定斜率的切线■在 
图 2. 29(b) 中把图 2. 29(a) “放大”，当 ^ 接近2时，解曲线上的点也接近切线（等斜线）上的点. 
由点（2， 4) 及斜率/(2， 4) = 1. 8，并由直线的点斜式得到切线方程为: V = L(J：) ， 这里 L(x) = 
L 8x+0. 4. 上述方程称为: y(x) 在： c = 2 处的线性化 （ linearization). 这个切线可以在 x = 2 的 
一个小邻域内当作 yU) 的近似.如果％二^心）表示了切线上对应于•^的 y 坐标，且: y(^) 是 
解曲线上对应于々的 y 坐标，当々接近时，有； yU ,) 〜 若々=2. 1’则 yi =L(2.1) = 
1. 8(2. 1)+0. 4 = 4. 18. 所以： y(2. 1) 〜 4. 18. 

欧拉方法 为总结上述求解过程，我们首先对 （1) 的未知解： y ( d 在工=心处进行线 性化： 





68 


第 2 章 


L(x) = + f(x 0 ,y 0 )(x — x 0 ). (2) 

线性化后的图形是一条与 j = 在 ( 〜， 处相切的直线 . 现在我们设 /^ 是 : r 轴上的一个正 

增量，如图 2. 30 所示，则在 （ 2) 中用替换 x 得 
L(xi) = y 0 + /(x 0 jyo'X.Xo + /i — jt 0 ) 

或 

: yi = yo + hf { x 0 , y 0 ~) * 

这里％ =LU,). 切线上的点 （ a, %) 是解曲线上点（^， 

: yOi)) 的一个近似.显然近似 LCa )%〆；!：!） 或: yiWy (: c,) 的精 
确度在很大程度上依赖于增量的大小.通常我们要使这个步 
长 （step size) “适当小”.现在我们在%)处利用第二条“切 
线”重复上面的过程 e . 定义新的初始点为（工。，>)，取代前面 
的 （幻， ^),我们由办可得对应于两个步长的近似力&〆々）， 

即工2=工1 +/i = * r 0 +2 /i 和 

yix 2 ) = yisco + 2K) = y(x 1 十 ft) y 2 = % 十 々 /(o :! ，％ )• 

利用这一方法，我们看 到％, A ，％,…可以由一般公式 

y^ri = y ,+ hf { x „ ,yj ⑶ 

递推定义，这里：^=心+汕，” = 0, 1，2,…，这一连续使用“切线”的过程称为欧 拉方法 
(Euler’s method). 

_欧拉方法 

考虑初值条件 / = 0.1v^+0.4：r 2 ， y (2)=4. 首先令 A = 0. 1,然后令 A = 0.05, 分别用欧 
拉方法求得 5-(2. 5) 的一个近似值 • 

解根据定义 /( x，；y) = 0. 1V^+0.4 j : 2 ， （3) 可写为 

3Vh = % + A(0. 1 -/y^ + 0. 4 乂）， 

则对于 /i = 0_l ， x a = 2, >=4, n=0 , 我们发现 

-y! = y a + h ( 0 . 1 V3^+°- = 4 + 0. 1(0. 1 v^+0. 4(2) 2 ) = 4. 18. 

正如我们前面所看到的，它是： y( 2 .1) 的一个估 计值. 然而，如果我们用更小的步长 As 0 . 05, 
需要两步才能到达工 =2.1. 通过 

% =4 + 0. 05(0. 1 -Ji + 0. 4(2) 2 ) = 4. 09， 
y 2 = 4. 09 + 0. 05(0. 1^4. 09 +0. 4(2. 05) 2 ) = 4. 184 161 87 
可得％ 2.05)及力《^(2.1).其余结果在表 2.1 和表 2. 2中 列出. 从表 2.1 和表 2.2 中我们 
看到当 /i=0. 1时需要五步而当 & = 0. 05时需要十步才能到达 ^=2. 5. 每次运算保留四位 小数. 



0 这并非实际意义上的切线，因为在第一条切线上的点 （ n ， ： VI) 并不在解曲线上 - 
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表 2.1 fc = 0. 1 表 2. 2 * = 0.05 











■ 

在例 2 中，我们将对一个已经求出解的微分 


表 2 . 3 h= 

0 . 1 


方程应用欧拉方法. 

我们将在每一步比较近似值 



真实值 

绝对 

百分比 

% 与解的真值: y( ： T n ). 




X-n 

误差 

相对误差 

tiB 

近似值与精确值的比较 


1. 00 

1.000 0 

1. 000 0 

0. 000 0 

0.00 

考虑初值问题 y 

= 0. 2xy, y(l) = 

1. 首先令 

1, 10 

1. 020 0 

1.021 2 

0. 001 2 

0. 12 

h = 0. 1 , 

然后令 /i = 

0.05 分别用欧拉方法获得 

1. 20 

1. 042 4 

1- 045 0 

0. 002 5 

0. 24 

夕 （1. 5) 的一个近似值 




1 . 30 

1. 067 5 

1. 071 4 

0. 004 0 

0.37 

解 

根据定义 fix. 

y) = 0. Zxy, (3) 可 

1. 40 

1. 095 2 

1. 100 8 

0. 005 5 

0. 50 

写为 





1. 50 

1. 125 9 

1. 133 1 

0. 007 3 

0. 64 


^ 

+ k(0. 2x n y n ) , 







这里: ^。= 

1 且: y 0 = l . 

借助计算机软件， 

可以得到表 2. 3和表 2. 4中 的值. 







表 2.4 h 

= 0 . 05 





工 n 


真实值 

绝对 

误差 1 

百分比 
电对误差 


： y« 

真实值 

绝对 

误差 

百分比 
相对误差 

1. 00 

1. 000 0 

. 000 0 

0. 000 0 

0. 00 

1. 30 

1.069 4 

1.071 4 

0. 002 0 

0. 19 

1，05 

1. 010 0 

.010 3 

0. 000 3 

0.03 

1. 35 

1.083 3 

1. 085 7 

0. 002 4 

0. 22 

1. 10 

1. 020 6 

1.021 2 

0. 000 6 

0. 06 

1. 40 

1.098 0 

1. 100 8 

0. 002 8 

0. 25 

1. 15 

1. 031 8 

1.032 8 

0..000 9 

0,09 

1. 45 

1. 113 3 

1. 116 6 

0. 003 2 

0. 29 

1.20 

1. 043 7 

1.045 0 

0. 001 3 

0. 12 

1. 50 

1, 129 5 

1. 133 1 

0. 003 7 

0. 32 

1. 25 

1. 056 2 

1.057 9 

0. 001 6 

0.16 







■ 

例2中的真实值可由已知解 J = e 0 ' 1 ^- 1 * 计算求得（请证明之）. 绝对误差 （absolute error ) 
?义为 


| 真实值一近似 值丨. 
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相 对误差 （relative error) 和百分比相对误差 （percentage relative error) 分别定义为 


绝对误差 
I 真实值 I 


和 


绝对误差 
I 真实值 I 


X100. 


从表 2. 3和表 2. 4中可以看出，近似值的精确度随着步长/ I 的减小而 提高. 我们也可以看 


到，尽管百分比相对误差是伴随着每一步计算在逐渐增大，但情况还没有变的太坏.但不能仅 


由此一个例子得出 结论. 如果我们对例2中微分方程右边的系数做简单的改变，将 0.2 改为2, 
则在 x „ = 1.5 处，百分比相对误差会变得非常大.请参考练习 2. 6中的习题 4 . 

说明欧拉方法只是众多求微分方程近似解的方法之一_虽然其简单性很有吸引力，但欧 
拉方法很少在精确计算中使用.这里只是以此方法来对数值方法做一初步的介绍.我们将在后 
面更详细地讨论高精确度的数值解法，尤其是第9章中的 四阶龙 格-库 塔方法 （ fcnirth-order 


Runge-Kutta method ). 

数值解不管我们能否找到一个显式解或隐式解，只要微分方程的解存在，它一定与笛卡 
儿平面上一条光滑曲线相对应.所有求解一阶常微分方程的数值方法的基本思想都是基于对事 
先给定的: C 值，求出解中相应^的近 似值. 我们由一个具体的初值点开始一步一步地计算一系 
列的点 U ， ％)， U ， ％)，…，（工.，％)，其 心坐标 y 是点(工"咖 ）），二 
( x „， 咖））中纵坐标咖）的近似值. B 酿-列点都在未知 解的解 曲线上 • 令工坐标的间 
隔比较小（即使 h 的值较小），然后用小线段连接点(心，力），（々，％)，…， （x ”， ％)， 

获得-条与真实脑 曲线 ㈣ 接近的纖. g 出賊是计财 1 擅长的工作.麵这种方法求数 
值解或给出近似解曲线的程序称为数值求解程序 （numerkal solver) ^ ODE 求解程 
solver ). 我们可以得到很多不同的算法，有_嵌于大的软件包中，^ CA f ' 

专门的软件包._软件包是简单地给出数 值的近 似解，有酬是賴比较复杂=^= 
出近似解或解 曲线. 为了显示由数值求解程序生成的折线图 

I ■滑_是初值__解” 〆 的_. = 

H 的取值相当大，婦-賴方法还是生成了-条可雜“解_.纟社当步长卜 o . 1 


时，由龙格-库塔方法获得的数值解在区间[0, 4] 上就很难 
与真实解曲线区分得开了 • 

数值求解程序的使用在利用数值解法时，我^无需掌 
握每一种数值方法.数值解法通常需要微分方程表示为标准 
形式 dy / dx =/ U ， 30 _只需绘出解曲线的解法通常需要给 
出 / Or ， >)、具体的初值点 办和 >，以及要使用的数值方 
法. 如果还需要求出: V ( a ) 的近似值，则需要给出步长&，产 
者等价地，给出从 x = x 。 到的 步数. 例如，我们想得 
到图 2. 31中所示的初值条件中 : y (4) 的近似值，则从1一0 
开始，对于步长 / i = l ， 需要4步到达工=4,而 4 0步等价于 
步长 fc =0.1. 虽然我们在这里不会深入研究求近似的过程中 
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可能遇到的计算问题，但至少应该清楚一个数值求解程序 
在求解一阶微分方程时可能在某点附近中止或产生不完善 
或有误导作用的图像.图 2. 32显示了应用欧拉方法得到的 
关于一阶初值条件 d ： y/dx = / U ， y )， y (0) = l 的图像.应 
用其他3种数值求解程序后得到了相同的结果，而这个图像 
几乎不可能是一条合理的解曲线.（为什么？)这里有一些解 
决数值求解程序所遇到困难的方法，三个比较明显的方法 
是减小步长，使用其他数值方法，以及尝试不同的数值求 
解程序. 

练习 2.6 

在习题1和习题2中，应用欧拉方法获得所给值的近似值，精确 
到四位 小数. 写出 （3) 中的递推过程，首先使用 fc =0.1, 然后使用&=0.05. 

l.y = 2 x -3 y + l , y ( l ) = 5, y ( l . 2) 2. y ^ x + y / 1 , ^(0) = 0, : y (0. 2) 

在习题 3 和习题 4 中，使用欧拉方法获得要求值的近似值，精确到四位 小数. 首先使用 fc = 0.: 
用 A = 0.05. 求出初值条件的显式解，然后做类似于表 2. 3和表 2. 4 的表格 • 

3. y ' — yt >(0) = 1| y ( l . 0) 4. y ' = 2 xy , 3»(1) = 1; y (. l . 5) 

Si 在习题5〜10中，使用欧拉方法获得所给值的近似值，精确到四位小数.首先令 = 
h = 0 . 05. 



图 2.32 


然后使 


然后令 


5. y ' — e~ y , y ( 0)—0 t y ( 0 . 5) 

7. y = U - y y , y ( 0 )= 0 . 5 , y ( 0 . 5) 


9 . y'^xy 1 - 


y(l) = 


y ( l . 5) 


6. y = x z +ji 2 , y(0) = l» y(0. 5) 

8. y = xy+\fy, y(.0') = lt y(,0. 5) 
10. y = y—y ， y(0)=0. 5> y(0. 5) 


在习题 11 和 12 中，使用数值求解程序绘出给定初值条件的解 曲线. 首先使用欧拉方法然后使用龙格-库 
塔方法.在每种方法中都令 fc =0.25. 把两种方法得到的解曲线画在同一坐标系中.如果可能的话，对每条曲 
线使用不同的颜色.令 /i=0. 1 和 A=0.05 重复上述过程. 

11. y = 2(cosar)3-, 3»(0) = 1 12. / = y(10-2y) , >(0) = 1 

讨论题 

13. 在数值求解程序中使用欧拉方法求 y(1.0> 的近似值，这里; V ( X ) 是：/ = 2工/， y (0) = l 的解.首先令 
h = 0 . 1 , 然后令 A =0.05. 用龙格-库塔方法重复上述 过程. 讨论为什么得到的 >>(1.0) 的近似值有如 
此大的差别 • 

计算机实验作业 

14. U ) 用数值求解程序和龙格-库塔方法求出初值问题：/ = -2^ V + l ， y (0) = 0 的解曲线. 

( b ) 用本章前面所述的解析方法求解这个初值问题 • 

( c ) 利用 （ b ) 中得到的解析解: yOc ) 和 CAS 找到所有相对极点的坐标 • 

第2章复习题 


在习题1和2中填空. 

1. 微分方程 ： y '— Jfe ; y = A 是自治的，这里 々和 A 为 常数. 其临界点_ 
引子或排斥子），在4<0时是一个_(吸引子或排斥子） • 


在*>0时是一个_ 


_( 吸 
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2. 初值问题 xdVdx — 4;y = 0, ： y>(0) = * 在*=_时有无穷多个解， 在 k = _时无解. 

在习题3和4中，构造一个与给出相图一致的自治一阶微分方程 Ay/Ax = ny ). 


0 


图 2. 33 图 2. 34 

5•零点是自治微分方程 cLr / dt =_ r ” 的一个临界点，这里 n 为一个正 整数. 当《为何值时零点是渐近稳定、 
半稳定、不稳定的？对微分方程 cLc / dt =— x " 重复做上述问题. 

6. 考虑微分方程 

^ = /( P ), 其中 /( P ) =—0.5 P 3 —1.7 P + 3.4. 

函数 /( P ) 有一个零点，如图 2.35 所示. 在不求解微分方程的情况下，估计的值 • 

7. 图 2. 36是微分方程 cb / dr ==/(: i ：， ： y ) 的方 向场. 徒手绘出两条解曲线. 



8. 将给定方程分为以下 类别： 可分离的、恰当的、线性的、齐次的及伯努利方程. 


于一种 类型. 不要求求解 • 


(a)^ = ^ 
d^: x 

( b ) S = ^ 

(c)(x+l)^= -)+10 

⑻心： T(H) 

(奢货 

( f )^=5 >-+y 

(g^ydx^(,y—Joy 2 )dy 

(h)x ^. = y^ /y ~ x 


有些方程可能不仅属 
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{\)xyy+y 2 = Zx 
(k) ;ydr + :cd;y =0 


( m ) 


I 


i 十 i 


在习题 9 〜 16 中求解给定的微分 方程. 
9. (y H- 1 )dx — ysec 2 xdy 


ii. (6x+i>y ^+3x 2 +2y=o 


{))2xyy' + y 1 =2x i 

(1) (x 2 + ~)dj：=(3 — lax 2 ) 

(n)4 努 + 〆"=◦ 

X 2 dx 

10. : y(lnx_ln ： y)dr= (: ctnx — xlnjy — ： y)d；y 
dx _ 4 y +6 xy 
* d：y ^y 2 ~{~2x 


13. I 4 - (2x+y+l) ： y' = l 

at 

15. (x 2 +4)d ： y= (2z —8x ： y)dj ： 

16. {Zr 1 cos0sin^4 - rcos0)d 沒 + (4r+ sin^ — 2rcos 2 6) dr=0 

在习题 17-18 中求解给定的初值问题，并给出使解有意义的最大区间 L 

17. sinx^ + (cosx)y = 0, 〆 孕 ) =— 2 18. 莹 + 2( 出 )/=。’ yW = ~j- 

19. (a) 在不求解的情况下解释初值问题 

^ = y 0 


当 ><0时无解的原因. 

(b) 当 >> 0 时求解 U) 中的初值问题并给出使解有意义的最大区间 1 . 


20. (a) 求出初值问题 




3-0) 


V 2. 


的一个隐式解. 

(b) 求出 U) 中问题的一个显式解并给出解的最大定义区间 1 .在 
这里应用绘图工具也许会有帮助 • 

21. 一阶微分方程 < br/dr = / U ， ： y ) 解族中的一些解曲线在图 2 . 37 中 
绘出.一条解曲线过点 （1, 一 1)，另一条过点（—1， 3). 重做一 
张图，用彩色铅笔绘出隐式解所定义的 : 和 y = 的 
图像，分别使得 — 力（一 1)=3. 估计解7 = % ( T ) 和 

= (工）的定义匯间 . 

22. 使用欧拉方法求: y ( l . 2) 的近似值，步长 h = 这里： yO ) 是初 

值问题 y = l + * rv 9， J ( l ) = 9的一个解. 



图 2,37 


x 







捕食-被捕食模型的解；见图 3.20 


第3章一阶微分方程建模 

在 1.3 节中我们看到的数学模型——人口增长、放射性衰减、连续复利、化学反应、物体 
冷却、排水问题、落体速度、记忆速率、串联电路中的电流都用到了一阶微分 方程. 根据第 2 
章介绍的—些方法，我们现在可以求解一些实际应用中提出的线性和非线性微分方程问题了. 
本章在最后顺理成章地引出了后面要学习的内容一作为数学模型的一阶微分方 程组. 

3.1 线性方程 

在本节中我们将求解 1. 3节中的数学模型所涉及的一些线性一阶微分方程.回顾 2 . 3 节， 
在一个线性方程的标准型 

at 

两边乘以积分因子 ei P( ⑽，可将方程改写为 

丢 [ef ⑽ ; y] = J PU)d ， /Ci)- 

可以通过对最后这个等式两边积分求得方程 的解. 

增长与衰减初值问题 

^ = fcc , : rO 。） =工。， ⑴ 

其中々为-个比例常数，用于不同 的增长 （ growth ) 或衰减 （ decay ) 模型.我们看到在 
的生物学棚中，某_人日数量（也适用于_、动物）_长率心_ 匕口 
比已知在某任宥初始时刻的人口数量，我们可以用⑴来麵未来的人口数量，即 通过测 
:再由初值问题得到比例 常数隱 ㈣ 理和化=，=认 
为是一阶反应 一 即在 t 时刻，其比率或速率心/山直接与还未变化的或剩余的工成正比 • 
U -238( 铀）衰变为 Th -234( 钍）的反应即为一阶反应 • 

_细菌增长问题 3 

- 个细菌培养过程在初始时刻的细菌数量为 p 。. 在* =111 时，麵细菌数量为 p 。 •如男 
在 t 时刻的增长速度与此时细菌的数量则成正比，求细菌数量增至原来的三倍所需要的时间. 
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解 首先我们求解 （1) 中的微分方程，这里用户代替1当《。=0时，初值条件为 P (0) = 
Po . 然后我们利用经验观察值 P ( l ) = fPo 来确定比例常数 t 

注意到微分方程 dp / dt=kp 是可分离的并且是线性的，将其整理成一阶微分方程的标 

准型 

= 0 , 

我们可以看到积分因子为 e - fe . 在方程两边同乘以这一项后积分得 
^[ e ^ fa P ] = 0和 e fa P = c , 

所以 = 当？ = 0时有 P 。= ce ° = c ，所以 _ P ⑴ 一 〆 1 .当 z = l 时我们有吾 Po = 
P 0 e * ,即从最后一个等式中我们可得* = 1!^ = 0. 4 0 5 5 ,所以 PCO = ne 。 4 。 55 * • 
为了求细菌数量变为原来三倍的时间，我们解出 3 P 。 = P。〆 4 。 551 中的《，有 0. 405 5 f=In 3 ,或 

t = ^ 2. 71h. 

0. 405 5 

如图 3.1 所示. ■ 

注意在例1中，细菌在 f = 0 时的数量 P 。 对其增至原来三倍所需的时间并没有什么影响 • 
增至原来三倍所需的时间在一个初始值下，比如是 loo 或1 000 000个细菌，都为 2. n 小时 • 




如图 3. 2所示，当6>0时，指数函数 e * ‘随着 r 的增加而增加，而当々<0时反之•所以 
增长问题（人口、细菌，甚至资本)可以由这个正数々来描述，而一些与衰减有关的问题 （例如 
放射性分解）则取决于一个负的 务值. 由此，我们称 （为增 长常数 ( g rowth constant)( * > 0) 或 
衰减常数 （decay constant) (^<0). 一 

半衰期 在物理学中半衰期 （half life) 用来衡量放射性物质的稳 定性. 半衷期即一种 A 。 数 
量的放射性元素中有一半儿分解或转化成另一种元素的原子所需的 时间. 一种物质的半衰期越 
长它也就越稳定.例如强放射性元素镭 Ra -226 的半衰期为 1700 年. 在 1700 年里一定量的镭 
中一半儿会转化为氡 Rn _ 222 . 最常见的铀的同位素 U -238 的半衰期约为 4 500 000 000 年•在 
45亿年里， 一 定量的 U -238 中有一半会转化为铅 Pb -206. 
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_钚的半衰期 

一个增殖反应堆可将相对稳定的铀238转化为同位素钚 239. 15年后测得初始值为 A 。 的钚 
中有0.043%已经分解.如果分解速度与元素剩余量成正比，求出这种同位素的半衰期. 

解设 A ( t ) 为任意时刻钚的剩余量.如例1，初值条件 
= kA ， A (0) = A 。 

的解为若 A 。 的0.043%已经分解，则还有 9 9. % 7 %剩余量.为求 h 我们解 
0. 999 57 A 0 = A (15), 即 0. 999 57 A 0 = A 0 e 15 ' 解得是 = gin 0. 999 57 =— 0. 000 028 67 • 所以 

A (^)- A 0 e - 0 - 000 028 67( . 半衰期对应方程 的解. 在 + A 。 = A 0 e — 028 67( (即 | = 


000 028 67( ) 中解出 Z 得 


ln 2 


0. 000 028 67 


^ 24 180 yr . 


■ 


碳定年 1950年，化学家威拉德.利比设计出一种利用放射性碳来测定化石大致年代的 
方法. 碳定年 （carbon dating ) 理论是基于以下科学事实，同位素 C -14 是由宇宙射线照射在大 
气中的氮元素上发生反应而生成的 • 在大气中同位素014与普通碳的比例为一个常数，所以 
同位素在活着的生物体中所占的比例与大气中的 相同. 当生物死亡时，通过呼吸或摄食对 c - i 4 
的吸收就停 止了. 这样，通过将化石中与大气中014所占的比例进行比较，就可以合理地估计 
出化石的年代 • 这种方法基于014的半衰期大约为5 600年，威拉德•利比因此获得了 I 960 
年的诺贝尔化学奖.利比的方法曾被用于测定埃及古墓中的木制家具、死海的机织亚麻外套及 


都灵神秘寿衣的年代 • 

_化石年代的测定 

一块骨头化石被测定含有原数量千分之一的 C ' 14 ' 确定化石的年代 • 

解 我们仍从 A G )= A 。士人手.为了确定衰减常数 h 我们利用 A /2= A (5 6 00)或 A „/ 2 = 

A 0 e 5 _• 由 5 MOk = In ln2 , 有 k = 一 (ln2)/5 600 = 一 0. 000 123 78 . 所以 A (O = 

^ oe -o. ooo 123 78 再由 A(f) =A 0 /1 000 ，可得 Au/l 000 = Aoe. — 。._ 123 781 ，所以 一 0. 000 123 78z = 
ln(l/l 000) = — lnl 000. 因此有 


由例 3 确定的年代确实在这个方法的精度范围之内.通常 C _14 技术被限制在同位素的 9 
个半衰期内，也就是大约50 000年.这种限制的一个原因是因为当 C -14 的数量变为八。/1000 
时，化学分析所需的准确测量将变得非常艰难.另外，这种分析还需要破坏相当数量的实验样 
本.如果这种测量是基于样本实际的放射能间接完成的，我们会很难区分由化石产生的放射能 
和一般 情况下产生的放射能 . e 不过最近利用粒子加速器，科学家可以直接将 C -14 从稳定的 


O 利用一个盖格计数雜来记录每分钟每克碳分解的数量.仪器测量的下限大约是每分钟每克有 0.】％ 分解 . 
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012中分解出来.当 C -14 与 C -12 比例的精确值可以计算出来时，这种方法满足精确度的范 
围可以扩大到70 000到100 000 年. 其他诸如利用 K _ 4 0 和 Ar -40 的同位素技术的测定范围可 
达到几亿年，用于氨基酸的非同位素方法在有些时候也可以使用. 

牛顿热力学定律 在 1.3 节方程 (3) 中，我们看到牛顿关于一个物体冷却的经验规律是由 
线性一阶微分方程表示的数学公式 

^ = k ( T - T m ), (2) 

确定的，其中 &是一 个比例常数， TG ) 是 t > 0时物体的温度，是周围环境的温度，即物体 
周围介质的 温度. 在例4中，我们假设为常数 • 

_蛋糕的冷却 

当一块蛋糕从烤箱中被拿出时，测得其温度为 300 T . 3分钟后其温度变为 200 T ， 使蛋糕 
冷却到室温 70 T 需要多长时间？ 

解 在 (2) 中，定义7'„ = 70.我们需要求解初值问题 

= k ( T - 70 ), T ( 0 ) = 300 (3) 


并确定々的值使得 T ( 3 ) = 200. 

方程 （3) 既是线性的又是可分离的.分离变量得 


然后有 In 丨 丁_70丨 ，因此有 ： TsyO + Qe * 1 . 当 f = 0 时， T =300, 再由 300 = 70 + c 2 

ic 2 =230, 所以 T =70 + 230 e il . 最后测得的 丁 （3)= 200 使得 0 = 13/23 因此 6=(1/3) 
ln (13/23) = -0. 190 18. 这样可得 

了 ⑴= 70 + 230 e -。. 19 。 181 . (4) 

我们注意到，（ 4 )式没有有限解 T ( f ) = 70 ， 因为 = 70 • 从直观感觉上我们认为蛋糕 
将在合理长的时间后冷却至 室温. 那么“合理长，，是多长呢？我们当然没必要被 （3> 的结果扰乱 
了直觉.图 3. 3 的 （ a ) 和 （ b ) 清楚地显示了蛋糕将在大约半小时后近似等于室温. 



a) 

图 3.3 


混合物 有 时候两种溶液的混合可以用线性一阶微分方程来描述.我们在 L 3 节对两种盐 
溶液的混合进行讨论时，假设容器中盐的数量的变化率 A ' ( t ) 为净速率： 

一" 0 钾-氩定年法可用来测定地球上的物质，如矿石、岩石' 火山岩以及地球外的物质，_石、月球岩石的年代. 
化石的年代 可由澜 定岩层年代来 估计- 
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dA — f 盐的倒）（盐的倒 、— p p 
石速率 )—1 出速率产 n 
在例5中我们将求解 1. 3节里的方程 （8). 


(5) 


1 B 两种盐溶液的混合问题 

回顾 1.3 节里的大容器，开始时盛了 300 gal 盐 溶液. 盐同时进出容器；一种盐溶液以 
3 g a l / mi n 的速率注人容器，与容器中的溶液混合，同时以 3 gal / mi n 的速率抽出溶液.注人的 
盐溶液的浓度为 21 b / gal ， 所以盐的注人速率为 J ?, = (2 lb/gaD • (3 gal / min ) =61 b / min , A 离开 
容器的速率尺。 =(3 gal / min ) • ( A /300 lb / gal ) = A /100 lb / min . 由这些数据及 （5), 我们得到 
1.3 节里的方程 （8). 我们提出以下 问题： 如果开始时将 501 b 盐放入容器生成 300 gal 溶液，经 


过较长的一段时间后还有多少盐在容器内？ 
解 为找出 AU ), 我们求解初值问题 


100 


, A (0) = 50. 


注意给出的条件是盐的初始数量， A (0) = 50, 而不是溶液的初始数量.因为线性微分方程的 
积分因子为我们可把方程写成 


A[ e </'o»A] = 6e ,/10 °. 

对方程积分得到通解 A = 600 + ce -</1 °。. 当 t =0 时， A =50, 因此得 c = — 550. 所以在任意 f 时 
刻，容器中盐的数量为 

A ⑴= 600 - 550 e — ,/10 。. ⑹ 


解 （6) 被用来构造图 3. 4( b ) 中的表格.我们可以从 （ b ) 和图 3.4 中看到当+ 时， 

600. 当然，这正是我们所希望看到的；在很长一段时间后溶液中盐的数量为 （300 g al)X 

(21 b / gal ) = 6001 b . ■ 




在例5中我们假设溶液注入的速度与溶液抽出的速度相同.然而，这个条件并不是必需 
的； 混合溶液被抽出的速度可以比溶液注入的速度快或慢.例如 ， 例 5 中搅拌均匀的溶液被抽 
出来的速度稍微慢一点，比如说 2 gal / min ， 则容器里的溶液将以（ 3 — 2) gal / nii n = lgal / min 的 
速度增加.经过 t 分钟后，容器里将有 （300 + Ogal 盐溶液.盐离开容器的速度为 

Ro = (2 gal / min ) 
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所以方程 （5) 变为 


6 - 


2 A 


或 


-A = 0. 


300 + t 〜 dt 300 + 

可以证明当 A (0)=50 时，最后一个方程的解为 A ( f )=600 + 2« —(4.95 X 10 7 )(300+ t )— 2 . 

串联电路 设一个串联电路仅有一个电阻和一个电感线圈，由基尔霍夫第二定律，电感线 
圈上的电压 < X ( di / dr )) 与电阻上的电压 (i?i) 之和等于电路中的外加电压，如图 3. 5所示. 

这样我们得到有关电流 zU ) 咚线 性微分方程为 


(7) 


这里 L 和 i? 分别被称为感应系数和电阻.电流 Kt) 也被称为系统 的响应 （ response). 



U? 串联电路 


图 3. 


RC 串联电路 


电容为 <'的电容器上的电压为 9(0/ C ， 这里 g 是电容器上的电荷量.所以对于图 3. 6所示 
的串联电路，由基尔霍夫第二定律有 

Ri + -^q = Eit ) , (8) 

但是电流 i 和电荷9有关系 i = dq / dt , 所以 （8) 变为一阶微分方程 

+ =以 0 . (9) 

na 串联电路 

将一个 12 v 的电池连人串联电路，电路中电感线圈的感应系数为 V 2 H ， 电阻为 ion •如 
果初始时刻电流为0,求电流的表达式 • 

解由 （7) 可知需求解方程 


J _ dt 
~2 dt 


+ 10i = 12, 


使得； （0)==0 . 首先我们在方程两边同乘以2,然后得到积分因子 e 2() ‘，然后有 
A [ e 20 l i ] = 24e 2Q, . 

对最后一个等式关于；积分，得 = 十 ce — ; (0)=0 意味着0 = 6/5 + (或^： = — 6/5. 
所以响应为! • (，) = 音- * e -' ■ 

由 2.3 节的 （4), 可写出 （7) 的 通解： 

t ( t ) = e lR / Ut E ( t)dt + c ^ tR/Ur . 

特别地，当 £( t ) = E 。为一个常数时， （10) 可写为 


( 10 ) 
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Ht) = ^ + ce- (R/L)1 . (ID 

注意到当+ 00 时， （11) 中的第二项变为 0. 这样的项通常称为 瞬时项 （transient term ); 其他 
的剩余项称为解中 的稳定 （ steady - state ) 部分.在此情况下 E 。 AR 也被称为稳 定电流 （ steady - 
state current ) ；在大多数情况下电路中的电流简单地可由欧姆定律求出 • 

注例1中初值问题的解 PCOsPoe 。 4 。 551 描述了 t >0时一个细菌群中细菌的数量 • 

当然， PG ) 是一个连续函数，所以可以取到区间 PoSPS + o 0 上的任意实数.进一 
步，我们不能期望细菌数的增长也如同我们预期的那样是连续的，即每秒、每微秒等 
都会有 增长. 其实可能在某个时间区间 [« i ，《 2 ] 内数量完全没有增长.所以 
图 3.7( a ) 中的图像对 P 的描述也许比指数函数更贴近实际 情况. 用一个连续函数描 
述一个离散现象通常是为了更方便从而忽略了 精度. 然而在有些情况•下我们还是可以 
获得满意的结果，如果我们在显微镜里及时观察，由模型得到的图 3.7( b ) 和 （ c ) 与真 
实系统很贴近，若观察得更细微，则可以得到图 3.7( a ). 



练习 3.1 

增长和衰减 

1. 已知一个社会人口的增长速率与《时刻成员的数量成正比-如果人口数量在5年内变为原来的2倍， 
多长时间后会变为原来的 3 倍？ 4 倍？ 

2. 假设已知习题1中这个社会的人口在3年后为10 000_那么初始人口数量是多少？ 10年后人口会是 
多少？ 

3 . 一个镇的人口增长速率与 i 时刻该镇人口的数量成正比 • 初始人 U 为 M 0 且在10年内增长了 1 S /. 3 0 

年后的人口会是多少？ ^ 

4 一个培养皿中的细菌数量的增长速率与 t 时刻的细菌数量成正比.在观察了 3小时后有 4 00 | 细菌. 

观察了 10小时后有 2 000个细菌 • 初始的细菌数量是多少？ 一 

5. 当二个垂直的光波穿越某种透明介质时，其亮度 J 的衰减速度与成正比，这里£表示介质厚度（单 
位为 ft ). 在清澈的海水中，在水下 3 ft 处光波强度变为人射时初始值的 25 %_在水下 15 ft 处光波强 

度变为多少？ . 

6. 当利率为连续复利时，存款的增长速率与£时刻的存款量 S 成正比，即 dS/dZ = rS ， 这里 r 为利率. 

( a ) 以 5 1%的年连续复利存人 5 000 美元， 5 年后这笔钱增加为多少？ 

4 
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( b ) 初始存款在多少年后会变为原来的两倍？ 

( c ) 用计算器计算利率为季度复利时的存款5=5 000(1+1/4 (0.057 5)) 5<4> ,并将其与 （ a ) 得到的结果 
进行比较. 

7. 放射性同位素铅 Pb -209 的分解速率与《时刻该元素的剩余量成正比，其半衰期为 3.3 小时. 如果初始 
时刻有 lg 铅，那么分解90%的铅需要多长时间？ 

8. 初始时刻有 lOOmg 放射性物质. 6小时后减少了 3.0%.如果其分解速率与 t 时刻该元素的剩余量成正 
比，求24小时后元素的剩余量 • 

9. 求习题8中元素的半 衰期. 

10. u ) 考虑作为某放射性物质分解模型的初值问题必/一认 A (0)= A „. fiEBJ ： -般地，物质的半衰 

期为 T =-( ln 2 )/ ife . 

( b ) 证明 u ) 中初值问题的解可以写成 A(t)=A ° 2_ ' /T . 

( c ) 如果某放射性物质的半衰期为 （ a ) 中给出的 T , 初始数量为八 ■的 该物质多长时间后会减少为+丄？ 


碳定年 一 

11. 考古 学家们 些烧过的木头 或木紗 喊法酿難岩洞中史能關 年代. 娜 3 . 8 所示•如 
果发现木头中已经有 85. 5%的 C - 14分解了，利用例3提供的信息确定其大致年代. 

12都灵寿衣 _ hW 背景是-个钉針纯上自人(娜 3 . 9 所示），很乡人浦観細寿衣肖錢勒的耶 
罗马教廷同意对寿衣进行碳 定年. 4 三个独立的科学实验室得出的结论是寿衣的年 
龄大约为660年. e 利用这一年龄’确定1988年时衣服中 C -14 的剩余量 • 



图 3. 8拉斯拉岩洞壁画 


图 3. 9都灵寿衣 


-力个学 Li 从温度为俯的室内拿到温度为⑽的室外， 撕 后温度计上显示值 ㈣ .当 <=1 

14 .===r 到度计显示值为阶， 5 油后为 3 打.那么， 

属棒掉进-个盛有沸水的容器里.如果它的温度在嫩升了…其 
温度上升至抓需要多长时间？上升至 98 X ： 需要多长时间？ 

㊀ -些絲不^郷结论. 如縣了 鮮好于贼寿衣 神松触 誠，卿登录网站 
http: //www. shroud, com/. 



一阶微分方程建模 


83 


16. 将一个初始显示值为 70 T 的温度计放进一个预先被加热至恒温的烤箱.透过烤箱的玻璃门，一个观 
察者记录温度， 30 s 后温度计显示 110 T ， lmin 后为 145 T . 烤箱的温度是多少？ 

混合物 

17 . 一 个容器中盛有 200 L 溶液，有 30 g 的盐溶于其中 • 以 4 L / min 的速率向容器中注入浓度为 lg / L 的盐 
溶液； 混合均匀的溶液同时以相同速率被抽出.求串 < 时刻时容器内剩余的盐 A ( t ). 

18. 假设用纯水注人容器，求解习题 17. 

19. 一个大容器里盛有 500 gal 纯水.将浓度为 21 b / gal 的盐溶液以 5 gal / min 的速率注人容器.混合均匀的 
溶液以同样的速率被抽出.求出 t 时刻容器中盐的含量 A ( t ). t =5 mi n 时溶液浓度是多少？ 

20. 假设在第19题中溶液被抽出的速率为 lOgal / tnin . 容器什么时候会变空？ 

21. 一个大容器中盛有含 101 b 盐的 lOOgal 溶液 .. 将浓度为 l /21 b / gal 的溶液以 6 gal / min 的速率注人容器. 
混合均匀的溶液以 4 gal / min 的速率被 抽出. 求出 30 min 后容器中盐的含量- 

22. 在例5中我们并不知道盛装盐溶液的容器的 容量. 假设在讨论中，溶液注人的速率为 3 gal / min ， 而溶 
液抽出的速率为 2 ga l / min . 这样，因为容器中的溶液以 lgal / min 的速率增加，任何容积有限的容器 
最终都将会有溶液溢出.现假设容器是敞口的，其容积为 400 gal . 

( a ) 溶液什么时候会溢出？ 

( b ) 当溶液溢出时，其中含有多少磅盐？ 

( c ) 假设虽然溶液已经溢出，但溶液仍以 3gal/min 的速率注人并以 2 gal / min 的速率抽出.设计一个专 
法，.求出 t =150 min 时容器中盐的数量 • 

( d ) 求出当 + 时容器内盐的 数量. 得到的答案和预测的一致吗？ 

Jd (e> 利用绘图工具绘出在区间 [0, 500) 上的图像. 

串联电路 

23. 将一个 30 V 的电源连入一个 LJ ? 串联电路’其中 L 的电感系数为 0. lh ， 电阻 i ? 为 50 a 如果 z (0> = 
0，求电流 i (0. 确定当 t — + °° 时电流的值. 

24. 假设 E (<) ， i CO ) = i 0 > 求解方程 （7). 

25. 将一个 100 V 的电源连人一个串联电路，其中电阻 K 为 200 n ， C 的电容为10一4.如果<?(0) = 0, 
求出电容所带电荷求出电流〗（《)• 

26. 将一个 200V 的电源连人一个 KC 串联电路’其中电阻 K 为 looon， 电容器 C 为 5X10-1 如果 i(o) = 
0.4,求出电容所带电荷 <?(«)_ 求出户0..时电容带电量和电流.求出 i— + °°时的电容带电量_ 

27. 将一个电源 



连入一个 U ? 串联电路，其中 L 的电感系数为 20 h ， 电阻 R 为 2 J 1. 如果 K 0) = 0’ 求出电流 i ( rt . 

28.设 RC 串联电路中有一个可变电阻.如果 f 时刻时的电阻为 + Azt ， 这里 t 和匕为已知正常数， 
那么 （9) 可写为 

(是1 + k 2 t) ^ + -g-<? = E(t). 

如果 E ( i ) = f ：。， g (0) = g 。 ，证明 

/ k\ \ 1/，£1 2 

9(0 = £：。(：十(9。 — E 0 c ) (厂不石^) ■ 


备种线性模型 

29. 在 1.3 节的 (I 4 ) 中，我们看到落体的速度由一个微分方程决定 • 


落体受到的空气阻力与其瞬时速度成正比_ 
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m^ = mg — kv ， 

这里 / t >0 是比例常数，向下为正方向. 

U ) 给定初始条件 v (0) = t ^， 求解方程. 

( b ) 利用 U ) 中的解确定落体的极限速度，即最终速度.我们曾经在练习 2.1 中的习题25中看到过如 
何在不求解微分方程的情况下确定最终速度. 

( c ) 如果落体在距地面上方的 s 点被释放，有关系 dVdt = v , 若*(0) = 0,求出 s 的一个显式表达式 • 

30. 设一颗重 161 b 的炮弹垂直地向上射出，如图 3.10 所示，初始速度为 Kb = 300 ft / s . 那么“炮弹能射到 
多高”取决于我们是否考虑空气阻力的影响. 

( a ) 设不考虑空气阻力.如果正方向为向上，那么上述模型可由 dh /« k 2 = — g 描述（1_3中的方程 
(12)). 对这个方程积分可得到速度 u ( t ) = —32 t +300, 这里 g =32 ft / s 2 . 

( b ) 利用 ds / df = t » U ) 确定炮弹距地面的高度 s ( f ). 求出炮弹所能到达高度的最大值. 

31. 回顾习題30,这次我们设空气阻力与瞬时速度成正比.这样炮弹所能达到的最大高度肯定比习题30 
( b ) 中得到的小.设比例常数 4=0.002 5,证明这一结论.[提 示： 需要对习題29中的微分方程做略 
微的调整 .] 

fl ^32 •—个跳伞运动员体重为 1251 b , 伞包和其他设备重童为 351 b . 在从高度为15 000 ft 的飞机中跳出后， 
等待 15 s 再打开降 落伞. 设习题29的模型中比例常数在自由下落时为*=0.5,在打开降落伞后为灸= 
10. 并设他在离开飞机时初速度为 0. 在离开飞机 20 s 后其速度是多少？他运动了多少距离？请见图 
3.11. 比较他在离开飞机 20 s 后的速度与最终 速度. 他需要多长时间能够到达地面？[提亦：用两个 
初值问題考虑 .] 



33. 当雨龍賴同_在蒸发，并始终 保持娜 • 假頭_发紐与其麵积成正比，忽 帕气阻 力’那 


么得到关于雨滴速度 《(*) 的方程 





一阶微分方程建模 


85 


这里 P 是水的密度， 〜是 t = o 时雨滴的半径，*<0是比例常数，并以向下为正方向. 

( a ) 如果雨滴从静止状态开始下落，求解 Mt ). 

( W 回顾练习 1.3 中的习题35,并证明雨滴在 f 时刻的半径 r («) = U />) t + r 。. 

( c > 如果 0=0. 01 ft , 雨滴从云中落下 10 s 后 r =0. 007 ft , 确定什么时候雨滴会完全蒸发掉. 
fl .34. 微分方程 diVd «= Uco S 0_ P 是人口 PG ) 的年度或季度波动数学模型，这里&是一个正 常数. 求解方 
程使得 p ( o )= jv 选择不同的 n 值，并利用绘图工具绘出其图像. 

35. 在一个有关社会人口 pa ) 变化的模塱中，假设 

dP = dB dD 

"57 — 17 It ' 

其中 dB / 士和 dD / dt 分别是出生率和死亡率. 

( a ) 如果 dS / dFM 5 , dD/dt = k z P , 求出 PU ). 

( b ) 分析&1〉&2 ， t =匕及々1 <々2时的情况_ 

36. 在研究一系列元素受放射能影响而分解时，我们使用以下微分方 程组： 

dx 、 

IT - 

努= 又 1 1 — 心夕， 

其中 ;^和；1 2 为常数. 在不用其他有关方程组特殊知识的情况下求解这一方程组，使得 

jo (0) 

37. 当考虑遗忘因素时，对记忆的描述由 

— ki ( M — A ) _ 

描述，其中 々 i >0， 々 2 >0， A ⑴是^时刻记住的量， M 是需要记住的总量.是剰余需要记忆的 
量.（请参考练习 1.3 中的习题2 3 和 24.) 

( a ) 因为微分方程是自治的，利用 2 . 1节中相图的概念找出当^- + °°时的极限值.解释得到的 
结果. 

( b ) 求解 AU ), 使得 A (0) = 0_ 绘出 A ( t ) 的图像并证明在 U ) 中所做的预测. 一 

38. 一种药物在血液中散开的速率由 d : r / d t = r — 々工 决定，其中 r •和4是正 常数. 函数 dt ) 表示《时刻药物 
在血液中的 浓度. 

( a ) 因为微分方程是自治的，利用 2. 1节中相图的概念找出当+ °°时只《)的极限值. 

( b ) 求解微分方程使得 1(0) =0,绘出工(0的图像并证明在 （ a ) 中所做的预测.什么时候浓度会达到极 
限值的一半？ 

讨论题 

39. 假设一个验尸员到达凶杀现场时测得尸体温度为82 T . 如果利用牛顿热力学定律 （2) 确定被害人死亡 
的大致时间，还需要知道什么数据 • 

40. 琼斯先生在早餐桌上同时放了两杯咖啡并且立即在自己的那杯中加了 —些奶油，这些奶油放在一个容 
器中，并在桌上放了很长 时间. 在他喝第-口之前看了 5 min 早报.賴夫人在 5 min 后到桌子前面坐 
下，在她_«仙了些_，然后喝了 - a _ 讎雜先_賴夫人鮮等關_，讨论谁 
喝的咖啡更热.用可靠的数学方法说明所得结论- 

41. 在习题29的落体模型中，有几种办法来确定比例常数 * 的值. 讨论如何设计-个简单的物理实验及 
相关的代数方程来确定 
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计 算机实 验作业 

42. 众所周知在习题30的模型中如果忽略空气阻力（习题30中的 （ a ))， 那么炮弹从发射到到达最高点的时间 
G 与其从最高点落到地面所需的时间 L 是相等的.进一步，其落地的速度从的大小等于其初速度训.证明 
这些结论.然后利用习题31中考虑空气阻力的模型，比较~与~ 、功与 ％的值.这里应用 CAS (或图像计 
算器）可能会有帮助. 

3.2 非线性方程 

现在我们开始求解非线性一阶数学 模型. 本节中大多数而不是所有的微分方程都可以通过 
变量分离法求解.复习一下 1. 3 节和 2 . 2 节中的非线性模型，如果觉得有必要的话还应该复习 
一下积分的技巧. 

人口动力学如果 P ⑴表示 f 时刻的人口数量， 那么指 数增长模型为 dP / d < = AP ， 是 >0. 
在这个模型中， 相对的 （ relative) 或特定的 （ specific) 增长率 （growth rate) 定义为 

亨， (1) 

假设它为常数指数增长在实际中很难遇到，因为人口增长到一定阶段时会受到资源和环境 
的 限制. 所以 （1) 可以被认为是随着 P 的增长而减少 • 

人口增长率(或减少率）仅依赖于当时的人口数量而与其他时间的因素 （如 季节 现象） 无关 
(请参 考练习 1. 3中的习题 32) 的假设可以由 

di ^ = /( P ) 或盖= P /( P ). ⑵ 

来描述.微分方程 （2) 在动物数量模型的假设中应用广泛，称之为 密度依赖假设 （ density - 
dependent hypothesis ). 

逻辑斯谛方程假设一个环境能容纳不多于数量 K 的人 口. K 称为这个环境的承栽能力 
(carrying capacity ). 所以对于 （2) 中的函数/,我们有 /( K )=0， 为简单起见，我们设/(0)= 
r . 图 3. 12给出了三个符合上述两个条件的函数/_我们假设/(尸）为最简单的线性函数，即 
y ( P )= Cl p + C 2 . 利用/(0)=7"和/(々)=0，依次可得 C2 = r，Ci = —r/K, 所以 / 有形式/(尸）一 
r-(r/K)P. 方程 (2) 变为 

莹 = 外-佘叶 

对常数进行重新定义，非线性方程 （3) 等价于 

^ = p ( a _ feP ). (4) 

1840年前后，比利时数学家和生物学家 P . F . Verhulst 利用 
这一模型预测了一些国家的人口数量.他的研究中就有 （4) 式， 

其中 a >0, b >0. 方程 （4) 后来称为 逻辑斯诗方程 （ lo S istic 
equation ). 它的解称为 逻辑斯谛函数 （logistic function ). 逻辑 
斯谛函数的图像称为 逻辑斯谛曲线 （ lo g istic curve) - 

当人口数量很大或人口过于拥挤时，人口会对环境造成有 
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害影响，而人对食物、能源的竞争也对人口的增长产生了消极影响，所以微分方程 = 

并不能准确地描述人口模型.现在我们看到当十…时， （4) 的解是有界的.如果我们将 （4) 
改写为 dP/cU = a P — 6 P 2 ，则非线性项一 6 P 2 , 6>0可被解释为“抑制”或“竞争”项.在大多数 
实际应用中，正常数 a 会远大于常数 &. 

逻辑斯谛曲线已被证明可以非常准确地预测在有限空间中的增长形式，如细菌、原生动 
物、水蚤、果蝇等， 

逻辑斯谛方程的解 求解 （4) 的一种方法是分离变量.将方程 dP/PU — 6 P ) = df 的左边分 


解，然后两边积分得 



丄 In | fM — 丄 In 丨 a — | = t + c 

a a 


ln \^ bp\ ==at + 



由最后一个等式得 

p(t) —i 十 L ，— 


如果 P (0) = P 。， Po ^ a / b , 我们可以求得 Cl =^/U — 6 P 。）， 因此在代换和简化后，解可写为 
P(t ) = _^- . (5) 

K «% + (a —W\)e— 如 

P (<) 的图像 不用花太多的工夫我们就可以得到逻辑斯谛函数图像的基本形状.虽然变量 
Z 常用来表示时间而在应用中我们很少考虑的情况，但我们也无妨同样给出户在区间 t<0 
上的图像.从 （5) 中我们可以看到 

当^ >+ oo 时， P ⑴ 一 ^ = |~以及当卜 一 oo 时， PU ) —0. 



图 3. 13中的虚线尸=^/26与逻辑斯谛曲线交于其拐点处，为了证明这一点，我们对 （4) 式求微 
分，由乘积规 则得： 







88 


第 3 章 


d 2 P p / , dP \ , , dP dP r „, D , 

d^ = P(~^)+Ca-6P)- = ^(a-26P) 

- P(a-bP)U~2bP) 

= 2b 2 P(P~f)(P-l b ). 

由微积分可知，满足 d 2 P / dt 2 =0 的点可能是拐点，而 P = 0 和 P = a 作显然被排除在外.所以 
P = a /26 是图像唯一可能改变凹凸性的地方.当 0< P < a /26 时有 P 〃>0, ia /26< P < a /6 时 
有产<0.所以图像以 P = a /26 为界，从左到右由上凹变为下凹.当初值满足 
时， PU ) 的图像为 S 形，如图 3. 13( a ) 所示.当 a /26< J ^< a /6 时，图像仍为 S 形，但其拐点 
出现在 i 取负值时，如图 3. 13( b ) 所示. 

我们已经在 1.3 节的 （5) 中见到过方程(4)，其形如 d : c / ck = h(n + l —: c ), ^>0. 这个微分 
方程合理地描述了初始时刻由一个患者将传染病带给一个静态人群的疾病传播模型•解 
表示了 r 时刻感染疾病的人数. 

_逻辑斯谛增长 

假设一个携带流感病毒的学生回到了有1 000个学生的孤立 校园. 如果假设病毒的传播速 
度不仅与已感染的人数而且与未感染的人数成正比.观察发现，4天后 : c (4) = 50， 确定6天 
后感染的人数. 

解 假设在疾病的传播过程中没有人离开校园，所以我们要求解初值问题 
kxil 000 - x) ,x(0) = 1 . 


dx 

Tt 

可以看出 a = 1 000 A ， b = k ， 则由 （5) 立即可得 
1 000 k 


x(0 


1 000 


k +999 kc ~ 


1 + 999 e " 


现在利用： r (4) = 50， 从 


50 


1 000 


i + 999e—_ 

中求出 h 然后有 一1 0006 = 1/4 ln (19/999) = —0.990 6. 所以 

1 000 


xit )= 


1 + 999 e ' 


最后得 


x(6)= 


-- 276. 


l + 999 e - 5 +， 

Kt ) 的其他值在图 3. M ( b ) 的表格中给出 • 

逻辑斯谛方程的变形 逻辑斯谛方程有很多 变形. 例如，微分方程 


F(a — bP ) — h 


和 f 


P ( a - bP)+h 


( 6 ) 
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可以作为渔业生产中以速率 / i 收获 （ harvested ) 成熟的鱼或投放 （ restocked ) 鱼苗的模型_:当 A > 
0为常数时， （6) 中的微分方程可以很容易地进行定性分析，或通过变量分离求出解析解 .（6) 
中的方程也可以分别作为因移民出境而人口减少或因移民入境而人口增多的模型. （6) 中的速 


率&可以是与时间 〖或与 人口（鱼)数量有关的函数；例如，收获可能会在特定的时期进行，以 
与 t 时刻鱼的数量 P 成正比的速率进行收获.在后面的例子中，模型将由 —6 P ) — 
cP , c>0 来描述.请见本章最后的项目 模型. 一个社会的人口移人可能会以以下的方式改变 
这个社会的人口 数量： 当社会人口 P 较小时人口移人的影响比较大，而当 P 较大时人口移人 
的影响比较小；这样一个合理描述社会人口的模型为 = — 6 P )+« —〃， C >0, A >0 •请 

参考练习 3.2 中的习题 20. 另一个形如 （2) 的方程 


是逻辑斯缔方程的一个变形， 称为贡 珀茨微 分方程 （Gompertz differential equation). 这个微分 
方程可以应用于对人口增长或减少或肿瘤生长的研究，并对适当类型的实际问题做出预测•请 


参考练习 3.2 中的习题5和 6. 



K 天） 

W 已感染人数） 

4 

50( 观察后） 

5 

124 

6 

276 

7 

507 

9 

882 

10 

953 


b ) 

3. 14 


化学反应 假设 ag 化学药品 A 与 6 g 化学药品 B 发生化学 反应. 如果生成的化合物由 M 
份 A 和 N 份 B 形成，而 X (0 是化合物 C 的克数，则在 r 时刻剩余的 A 和 B 的量分别为 

和卜士 . 

根据物质反应定律，当不考虑温度的变化时，两种物质的反应速度与 f 时刻还未转化的 （剩余 
的) A 和 B 的数量的乘积成 正比： 

如果我们从第一个括号中提出 JVf /( M + N ) 并从第二个括号中提出 N / CM + N ), 然后引人比例 
常数纟>0,则 （8) 可变为形式 

^ = Ka - XK /3- X ), ⑼ 

其中 a = a( M+N)/M ， j3=6(M+N)/N. 回顾 1.3 节中的 （6) 式，由非线性微分方程 （9) 决定 

的化学反应称为 二阶化 学反应 （ second-orderreaction). 
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_二阶化学反应 

一种化合物 C 由 A 和 B 两种化学药品生成.反应中每消耗 IgA ， 会同时消耗 4 gB , 经观察发 
现 lOmin 内有 30 g 的 C 生成.如果初始时刻有 50 g 的 A 和 32 g 的 B ， 反应速率与 A 和 B 的剩余量 
成正比，确定任意时刻 C 的量.在 15 miri 后有多少 C 生成？解释当 r ^+ oo 时所得的解. 

解 设 X ⑴表示 t 时刻 C 的数量，则有 X (0)=0 及 X (10) = 3 0. 

如果现在生成 2 g 化合物 C ， 则一定消耗了 agA 和 6 gB ， 所以有 a + 6 = 2, b = 4a. 所以我 
们一定消耗了 a = 2/5 = 2( l /5) g 的 A 和 6 = 8/5 = 2(4/5) g 的通常，对于 Xg 的 C ， 消耗了 
X /5 g 的 A 和 4 X /5 g 的 

则此时剩余的 A 和 B 分别为 

50 — X /5 和 32-4 X /5. 

现在我们知道生成 C 的速率满足 

莹 。c (50- f )(32 一去 X ). 

为了简化上式，从第一个括号中提出1/5并在第二个括号中提出 4 /5,然后引人比例常 数得： 

= k(250 — X) (40 一 X ). 

由变量分离法和部分分式，我们可以将方程写为 


积分得 


, | 250 — X | 01A1 I -*250 — X _ 2iofe 

ln |' i ^ x | = 210fc + Cl 或 ^x — C2 . 

时， x = 0, 由此得 c 2 = 25 / 4 . 利用 t=10 时 X= 3 0 ， 我们得 2101 


由这些信息，我们可从 （10) 的后一个等式中解出 X : 

X(«) = 1 000 2 5_4e^ f ^- ( 〉 

作为时间的函数， X 的性态在图 3. 15 中 给出. 从相应的表格和 （ 11) 中也可以清楚地 看到当 
t — + 00 时 X — 40 .这意味着最后生成了 40 g 化合物 C ， 还剩余 

50 — 40 X (1/5) = 42g 的 A 和 32 — 40 X (4/5) = 0g 的 _B. 



a ) 


图 3. 15 


■ 
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注 不定积分 jdw /( a 2 — u 2 ) 的值可由对数、反双曲正切函数或反双曲余切函数表示. 

例如，下面两个结果 


中的 （12) 可能在练习 3.2 中的习题13和22中使用起来比较合适，而 （13) 更适用于习题 23. 


逻辑斯滞方程 

1. 一个国家使用计算机收款系统的超市数量可由以下初值问题来 描述： 

^ = N(1 -0. 000 5N),N(0) = 1. 

( a ) 利用 2. 1节中相图的概念预测经过很长一段时间后超市的数量会达到多少.徒手绘出所给初值问题 
的解曲线. 

( b ) 求解初值问题并利用绘图工具证明在 （ a ) 中得到的解曲线.利用新方法确定当《=10时超市数量将 
达到多少？ 

2. 在一个社区中看到了某一广告的人数 N(0 由一个逻辑斯谙方程决定，初始时 N(0) = 500 ， 观察得 
N(l) = 1000 . 假 设这个社区中看到该广告的 人数的 极限为50 000人，求出 NU). 

3. 某大城市的一个郊区人口 P 的模型由初值条件 

^ = PCicr 1 - io- 7 P) ， P(o) = 5 ooo 

给出，这里〖按月 计算. 人口极限值是多少？人口什 么时候 达到极限值的 ' 半？ 

4. ( a > 表 3. 1给出了 1790年到1950年间美国的人口普查 数据. 利用1790、1850和1910年的数据建立一 

个逻辑斯谛人口模型. 
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(b) 由 （a) 中得到的模型预测数据，建立表格并与实际人口做比较.计算表格中列出的每对数据的误差 
和百分比误差. 

逻辑斯谛方程的变形 

5. (a) 假设贡珀茨微分方程 (7) 中 a = 6=l. 由于微分方程是自治的，所以利用 2. 1节中相图的概念在 Po> 

e 和 0<P„<e 的情况下可以绘出有代表性的解曲线. 

(b) 设(7)中 0 =1, 6=-1.利用新的相图在 Po> e -1 和 OCPcCe- 1 的情况下绘出有代表性的解曲线. 

6. 求出 （7) 的一个显式解，使得 P(0) = iV 

化学反应 

7. 两种化学药品 A 和 B 化合反应生成 C. 反应速率与没有转化为 C 的 A 和 B 的数量的乘积成正比•初始 
时有 40g 的 A 和50 8 的 B , 每消耗 lg 的 B , 需要消耗 2 g 的 A . 观察得 5 min 后有 10g 的 C 生成. 
20min 后有多少 C 生成？经过很长一段时间后生成 C 的极限数量为多少？此时还有多少 A 和 B 剩余？ 

8. 如果习题7中的 A 的初始数量换为 100g, 再求解习題 7 .问什么时候有一半数量的 C 生成？ 


各种非线性模型 ^, 

9•一个圆柱形容器从其底部的一个圆形小洞向下 漏水. 如我们在 1.3 节中的（10>所见，当忽略水通过小 

洞时的摩擦时，容器中水的髙度&可由 

dh A* nr-r- 
-^--V2gh, 

来描述，其中和 A* 分别为水和小洞的横截面积. 一 

00如果水的初始高度为 H， 賴的).徒手绘出解曲线并用符号上、4和 H 表示出其定义区间 I. 

这里 g =32ft/s 2 . 

(b) 设容器高度为 10ft， 底面半径为 2ft, 小洞半径为1/2匕如果初始时容器是满的，那么它里面的水 
何时流尽？ 

10. 当考虑水流通过小洞时的摩擦时，习题9中的模型变为 

营 c ^~ 办 ， 

其中 0< e <i. in#c=0.6, 在习题 9 的 （6) 中，容器什么时候会变空？请参考练习 1. 3 中的习题 u . 

11. 一个顶点朝下的圆锥形容器从其底部的一个圆形小洞向下 漏水. ^ 

U) 假设容器高为亂底面半径为 8ft， 小洞半径为加.在练习 1.3 的习题中，要证明容器中描 

述水高度的微分方程为 

dA 5 
¥ =_ 茲诉’ 

在本题的模型中我们考虑水流通过小洞时的摩擦， S c = 0 . 6 ， 

^=32ft/s 2 . 请见图 1.26, 如果初始时容器是满的，容器变空需 
要多长时间？ 

(b) 假设容器顶角为60。，圆周半径为 2iru 求出决定水面高度的微 
分 方程. 这里 c=0.6，g=32ft/s J . 如果初始时水的高度为 9ft ’ 

那么容器变空需要多少时间？ 

12. 假设把习題 11(a) 中的锥形容器倒过来，如租3.16所示，水从圆 
锥底面中心一半径为 2in 的小洞漏出.此时一个盛满水的容器变空 
的时间与习题11中顶点朝下的情况相同吗？考虑摩擦/收缩系数为 
c=0. 6， g = 32ft/s*. 
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13. 用微分方程表示出质量为 m 的落体 速度％ 其受到的空气阻力与瞬时速度的平方成正比， 

m 笔 = mg — kv 2 , 

其中 A >0 时比例常数，向下为正方向. 

( a ) 所给初值条件为 v (0> = i ;。， 求解方程. 

( b ) 利用 U ) 中得到的解确定物体的极限或最终 速度. 我们曾在练习 2. 1中的习题25看到过怎样不求 
解微分方程而确定最终速度. 

( c ) 如果落体由地面以上 s 米处释放，那么速度为 dVdi = t ；, 如果 s (0) = 0, 求出 s 的显式表达式 • 

14. 考虑练习 3.1 习题30中重为 161 b 的炮弹，以 300 ft / s 的初速度垂直向上射出.如果空气阻力与瞬时 
速度的平方成正比，确定炮弹所能到达的最大高度.假设正方向为竖直向上， * = 0.000 3 •[提示：需 
要对习题13中的微分方程做略微改动 •] 

15. ( a ) 求一个质量为 m 的物体在水中下沉的速度 uG ) 的微分方程，其中水的阻力与其瞬时速度的平方成 

正比，受到向上的浮力大小遵循阿基米德原理.请参考练习 1.3 中的习题16_假设正方向为竖直 
向下. 

( b ) 求解 （ a ) 中得到的微分方程 • 

( c ) 确定下沉物体的极限或最终速度 • 

16. 微分方程 

d;y = — x + x 2 + y z 
dj ： y 

描述了平面上曲线 c 的形状.这个曲线能将所有射向它的光线反射至一点_请参考练习 1.3 中的习题2 7 _ 
这个方程有几种求解方法. 

( a ) 证明这个微分方程是齐次的（见 2. 5 节）. 利用代换可得 

_ udu _ _ d £ 

•/1 + « 2 (1 — n /1 + U 2 ) 工 . 

利用 CAS 对方程左边 积分. 证明曲线 c 是以原点为焦点且关于 y 轴对称的抛物线. 

( b ) 证明 （ a ) 中方程可以通过代换求解 • 

17. ( a ) —个海啸或潮汐的简单模型由 

^ = W 74 —2W ， 

描述，其中 WU )>0 是波浪相对于海面高度的函数.找出微分方程的所有常数解 • 

( b ) 求解 （ a ) 中的微分方程 • 积分时需要用到 CAS . 

( c ) 利用绘图工具绘出所有满足初值条件 W ( 0) = 2 的解的图像_ 、 

18. 在加州，-个作为复活节装饰的室外池塘可以看成-个半球形容器，水从容器底 雛人. 假设容器半 
径 K =10 ft ， 水注人的速率为 KftVmin ， 初始时容器是空的.见图 m 当容器注水时，水同时也在 
蒸发.假设蒸发速率与水的表面积及成正比，比例常数4 = 0 . 01 . 

⑴,时刻水 ■积 变化率 cWck 是-个净变 化率. 麵这-净变化率确定-个^时刻水的高度的微 
分 方程. 图中所示的水的体积^ +油 3 ,其中只=10.用/^表示出水的表面积八==兀人 

( W 求解 （ a ) 中得到的微分方程.绘出解的图像 • 

( c ) 如果没有蒸发，那么灌满容器需要多长时间？ 

( d ) 考虑蒸发的情况，那么在 （ c ) 所求时刻的水深为多少？容器会被注满吗？证明所得结论. 
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输出： 水的蒸发速率 
与水的表面积成正比 


h— A?—H 


输入： 水注入的速率为 nftVmin 
a) 半球形容器 

图 3.17 


b) 容器的横断面 


计算机实验作业 

19. 阅读 CAS 中关于散点图（散点绘图）和最小二乘拟合的 文件. •与给出的数据点拟合最好的那条直线称 
为回归线 （regression line) 或最小二乘线 （least-square line). 现在需要建立一个关于美国人口的逻辑斯 
谛模型，定义 （2) 中的 /(P) 为一条基于习题4表格中人口数据的回归线的方程.一种方法是对 （2) 中 
第一个方程的左边作近似，利用差商代替 diVdt: 

…、 1 P(t + fc)-P(t) 

Q(t) = pU) - 1 - 

(a) 做一个关于 t、P “)和 Q(«) 的表格，其中 t=0， 10, 20，…，160, h=10. 例如，表格的第一行应 
包括 t=0，P(0) 及 Q(0). 由 P(C0 = 3. 929及 P(10) = 5. 308，可得 

Q(0) = Ro) P(10) io P ~ = 0 - 035 - 

注意到 Q(160) 依赖于1960年的人口普査数据 P(170). 査找出这 个值. 

(b) 利用 CAS 绘出自 U) 得關顏㈣）， Q(i)) ㈣ 点图.再利用 CAS 找⑽方程并在散 
点图中添加这条回归线的图像. 

(c) 建立一个逻辑斯谛模型 dP/df= P/(/>)， 这里 /(/>) 是 （b) 中得到的回归线的方程. 

(d) 利用初值条件 P(0) = 3.929 求解 （c) 中的模型. 

(e) 使用 CAS 绘出另-个散点图，这次采用由 （a) 所获表格中的数据（“ PCt)) - 申调 CAS 在散点图 
中添加 （d) 中得到的图像 • 

(D 査找靡、靡和1990年美国的人口普査 数据. 由 （c) 中的逻辑斯缔模型预测的这几年的人口是 
多少？模型预测当^^ + °°时美国人口 为多少？ 一 

20. (a) 在 2. 1节的例3和例4中，我们看到⑷的任何解 PW 在和 0<&< W6 时都有渐近行为’ 
即当 +oo 肖 PG 卜 a/6; 这样，均衡解 P = a/6 被称为一个吸 引子- 利用 CAS (或图像计箅器） 
的求根程序近似求出移民入境模型 P，= P(1_f>)+0 - 3e_ P 的均 衡解. 

⑹利用绘图X具绘出随 FCP) = P(l—P)+ Q . 3e ， 图像.解释怎样利用这个图像来 判断⑷ 中得 

到的数宇是否是一个吸引子 • 

(c) 用数值求解程序把初值问题 


^ = P(1-P),P(0) = Po 

的解曲线’其中户。=0.2, Po = l-2, 和初值问题 

^ = P(l-P) + 0. 3e _p ,P(0) = 
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的解曲线，其中 1^)=0. 2及 P 。= 1.2 加以 比较. 在同一坐标系内绘出所有解曲线，如果可能的话， 
用另一种颜色绘出第二个初值问题的解 曲线. 在很长一段时间后，移民人境模型预测的人口百分 
比增加为多少？与逻辑斯谛模型做比较. 

21. 在习题14中，设为炮弹达到最髙点所需的时间，~为炮弹从最高点落到地面的时间.比较~与~的 
值和落地速度 V ,.与初始速度 V 。的值.请参考练习 3.1 中的习题 42. CAS (或图像计算器）中的求根程 
序可能会有 帮助. [提示：利用习题13中的炮弹下落模型 .] 

22. —个跳伞运动员装备了秒表和髙度计.如图 3. 18所示，他在跳 
出飞机 25 s 后打开伞包，飞机高度为20 000 ft 而他打开伞包的高 
度为14 800 ft . 假设空气阻力与瞬时速度的平方成正比，他离开 
飞机时的初速度为0, g =32 ft / s 2 . 

( a ) 求出由飞机上测量的跳伞运动员在*时间内自由下落的函数 
s (. t ). [提示：.习题13中的比例常数*并设有具体 给出. 利用 
习题13中 （ b ) 中获得的最终速度 u 在初值问题中消去 t 然后 
最终求出功 •] 

( b ) 当 t =15 s 时跳伞运动员下落距离为多少？速度为多少？ 

23. 一架直升飞机在一个巨大的敞口容器上方 500 ft 盘旋’容器内装 
满了液体(不是水).一个密度很大的物体从直升飞机上坠入 （从 
静止状态被释放) 液体. 假设物体在空气中受到的阻力与其速度 d 
成正比，其在液体中受到的粘滞阻力与 V 成 正比. 在空气中是 = 

1/4而在液体中 P 0.1 •麟正 方向为竖直向下.如果容器髙 度为账 确定物体触到容器底部所需 
的时间以及触底时的 速度. [提示：考虑两个不同的初值问题，并且不要害怕繁琐的计算 • 如果要用 
到（13)，在去掉绝对值符号时要特 臟意. 比较物体撞到液面时的速度（即第 二 个问题的初始 速度） 与 
物体在液体中下沉时的最终速度认 • l 



图 3. 18 


3.3 线性微分方程组和非线性微分方程组 

在本节中我们将以前两节的内容为基础讨论一些数学模型.肖 1 • 3 节类似，我们只讨论如 
何利用-阶微分方程组建立模型，而并不研究求解这些方 程组的方法. 这是因 为：第 = 
现在还没掌握求前__訂具•第二，_讨论的其中-些方 程组雖 酬=== 
解. 我们将在第 8 章学骗雖-阶 方難的方法并在第 4 章和第 7 章学习解雜高阶微分方 

程组非线性方程自到目前为止， 我们所考虑薩 型只涉及了单个微分 方程. -个微分 

方 程可以 个环 賴的人 a 数量；但如果两个相互 影响， 也许是存在竞争关 

在同-环境里(例如，兔子和狐狸），则关于它们数量的模型就是由两个-阶微分方程构成的方 


程组 


- gxit , X , y) 


^ = x. 


⑴ 


y). 


其中心和对于变量工和 y 是线性的，即幻和幻形如 
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giit , x , y ) = qx + czjy + /!(，）和 g 2 { t , x , y ) = c 3 x + c 4 y + f 2 it ), 

这里系数 C , 可以依赖于 h 则 （1) 被称为线性方程组 （linear system ), 不是线性的方程构成的方 
程组称为非线性的 （ nonlinear ). 

放射系在 1.3 节和 3. 1节对放射性衰变的讨论中，我们假设《时刻的衰变速率与当时剩 
余的核子数量 A («) 成正比.当一种物质在放射能的影响下衰变时，往往不能一步转变成一种 
稳定的 物质； 而是第一种物质衰变为另一种放射性物质，然后由第二种物质衰变成第三种，等 
等.这样直到达到一种稳定元素为止的过程称为放射性衰变系 （radioactive decay series ). 例 
如，铀的衰变系是 U -238-* Th -234— Pb - 206,这里 Pb -206 是一种稳定的铅的同位素•放 
射系中各种元素的半衰期从几十亿年 （ U -238 的是 4. 5 X 10 9 年）到几分之一秒不等.一个放射 


系可由示意图表述为 X 二 t Y 二 tz ，其中和 h = _ A 2 <0 分别为物质 X 和 Y 的 
变量常数， Z 为一种稳定 元素. 设: c ( r )、 ： v ⑴和 z ( r ) 分别表示 r 时刻的物质 X 、 Y 和 Z 的量， 
则元素 X 的衰变可以描述为 

da : 、 

d 7 =_AiX, 

而第二种元素的衰变速率是净速率： 


孟 = Aix —Azy- 

这是由于 Y 从 X 的衰变中获得原子而在自身的衰变过程中又要消耗原子 • 因为 z 是一种稳定 
的元素，所以它可由元素 Y 的衰变获得 原子： 

dz _ . 
dt = hy - 

也就是说，一个由三种元素构成的放射性衰变系的模型是由三个一阶微分方程构成的线性方程组 


= — Ai 


^=AiX—A 2 >>, 


(2) 


混合物考虑图 3. 19 所示的两个容器.设容器 A 中装有溶解了 251 b 盐的 50 gal 溶液，容 
器 B 中装有 50 gal 纯水. 液体如图所示地注入和抽出；在两容器之间交换的混合物，以及从 B 
中抽出的液体均是均匀混合的.我们要建立一个数学模型来分别描述《时刻容器 A 和 5 中盐的 
含量:⑴和 X 2 (0. 

做类似于 1.3 节中“混合物问题，，和 3.1 节中例5的分析，可知容器 A 中 ^( f ) 的交换速 


率为 


盐的倒入速率 


盐的倒出速率 


= (3 gal / min ) • ( Olb / gal ) + ( lgal / min ) • ( f ^ b / gal ) — (4 gal / min ) • (| lb / gal ) 
2 , 1 

= ^25 Xl + 50 X2 * 
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纯水3 gal/min 混合物 1 gal/min 



类似地，容器 B 中 x 2 (0 的交换速率为 
dx 2 


4 *fo _ 3 *fo _1 *fo 


(3) 


这样我们得到线性方程组 

dx 2 _ 2 2 

~dt ■ — 25 ^ _ 25 ^ - 

观察可知，上述方程组满足初值条件 ^( 0 ) = 25 , ^( 0 ) = 0 . 

捕食-被捕食模型假设两种不同的动物生活在同一环境或生态系统中，并假设第一种动 
物只吃植物而第二种动物只吃第一种动物 • 也就是说，一种动物是捕食者而另一种动物是被捕 
食者.例如，狼捕食食草的驯鹿，鲨鱼吞食小鱼，雪枭捕食一种叫做旅鼠的北极啮齿动物.在 
我们的讨论中，把捕食者想象成狐狸而把被捕食者想象成兔子. 

设: KO 和 y (0 分别表示 t 时刻狐狸和兔子的数量.如果没有兔子，可以预见狐狸的数量将 
因为缺少充足的食物供应而减少，用方程： 


:> 0 


(4) 


来描述，当兔子存在于这一环境中时，两种动物在每一单位时间内的数量与它们的数量工和^ 1 
成正比，也就是说与它们数量的乘积成正比.当兔子存在时，对狐狸来说有食物供应，所 
以狐狸以 6： cy ， 6>0的速率增加.将这一速率添加到狐狸数量的模型 （4) 中 得到： 

^ =— ax + bxy . ⑸ 

另一方面，如果没有狐狸存在，兔子的数量将在没有食物供应限制的假设下增长，其增长速率 
与^时刻兔子的数量成 正比： 




( 6 ) 


d>0, 

但当狐理存在时，由模型（ 6 )得到的兔子数量将以 c >0 的速率减少，即兔子将以此速率 
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被狐狸捕食. 




= dy — cxy . 


(7) 


方程 (5) 和 （7) 构成了一个非线性微分方程组 

—ax+bxy=x(—a+by') 、 

& ， (8) 

^ = dy—cxy=y{d—cx) 

其中 a ， 6, c ， 及 d 都是正 常数. 这个著名的方程组就是 Lotka-Volterra 捕食-被捕食模型 （ L - 


V - predator-prey model ). 

除了两组常数解工(0=0, : y “) = 0 及 : c “)= rfA：， ： y “) = a /6 外，非线性方程组 (8) 不能利 
用初等函数 求解. 然而我们能够对这样的方程组进行定量和定性分析.请见第9章微分方程数 
值解和第10章平面自治方程组及稳定性 . e 

urn 捕食-被捕食模型 

假设 

替 =一 0.16 x + 0. 08 xy , 

^ = 4 . 5 y — 0 . 9 xy 


表示一个捕食-被捕食 模型. 因为我们讨论的是动物的数量，所以有 x ( O 0, y ( O > 0 . 
图 3. 20是通过数值求解程序绘出的在同一坐标系内典型的捕食者和被捕食者曲线.我们使用 
的初始条件为 x (0)=4, y (0)=4. 上面的曲线代表的是捕食者 
(狐狸)数量的 x ( f ) 曲线，而下面的曲线代表的是被捕食者（兔 
子)数量： VO ) 的 曲线. 观察发现，模型所预测的两种动物的数豐 
量工 ( t ) 和: y («) 随时间周期性地变化.这和我们的直觉一致，因 
为随着被捕食者数量的减少，捕食者的数量最终也会因为食物 
供应的短缺而减少，而捕食者数量的减少又会导致被捕食者数 图 3 . 20 

量的 增加； 这样，捕食者的数量又会增加，再次导致被捕食者 ■ 

竞争模型现假设两种动物生活在同一生态系统中，它们并不是捕食者和被捕食者， 

在同一系统中竞争相同的资源(例如食物和生存空 间）. 如果没有另一种动物存在，我们假设它 
们数量的增长速率分别为 

莹= ax 和莹=⑼ 

因为两种动誠竞争，賴讎 每种动 _量_长速轉受到另 量的 影响而 
减缓. 这样，两种动物数量的模型由以下线性方程组 给出： 


捕食者 

时间 


㊀第10〜15章是本教材的扩展 部分. 
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Ax 

d 7 


cue — by , 


^ = c>) — dx , 


( 10 ) 


其中 a , 6, c 和 d 为正常数. 

另一方面，像在 （5) 中所做的假设一样， （9) 中增长速率的减少与两种相互影响的物种数量 
成 正比： 


d_r 

d7 


= ax — bxy. 


( 11 ) 




= cy — dxy. 


上述非线性方程组与 Lotka - Volterra 捕食-被捕食模型模型类似.最后，与现实更接近的做法 
是将 （9) 中以指数方式增长的速率替换为以逻辑斯谛方式增长的速率(这样，在很长一段时间以 
后，动物的数量是有界 的）： 

g = aj — hi 2 以及# = — 6 2 ： y 2 • (12) 

当这一新速率以一个与两种动物相互作用数量成正比的速率递减时，我们得到另一个非线性 


模型 


^ = a'x — b'x 2 ~ c^xy = — b x x — c x y ~), 

^ ^ a 2 y — b z y 2 — c 2 xy = yia 2 — b z y — c 2 x^ , 


(13) 


其中所有的系数均为正.线性方程组 （10) 和非线性方程组（11)、 （13) 称为竞 争模型 

(competition model ). 

电路一个包含多个回路的电路网络可以用微分方程来描述.如图 3. 21所示，电流 
在图示的氐点分开，则氏被称为电路中的一个结点，由基尔霍夫第一定律有 

ii («) = iz ( t ) + i 3 ( t ). (14) 


此外，我们在每个回路中应 用基尔霍夫第二定律 （ Kirchhoff’s 
second law ). 在回路中，对各部分的电压求和得 

E ( t ) == iiRi + L t + i 2 Rz - (15) 

类似地，在回路中，我们有 

EU ) = hR , + L 2 (16) 

利用 （14) 消去 （15) 和 （16) 中的 h ，得到两个关于电流 hU ) 和4(«)的 
线性一阶 方程： 



a 2 b 2 c 2 


l 2 


图 3.21 
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L, ^ + (R, = ECO, 

cU 

U ^+Kit 2 +l?its = ECO. 

证明可以用如下方程组描述如图 3.22 所示电路中的电流， 
这个电路中含有一个电阻、一个电感线圈和一个电容. 

L^ + Ri t = Eit), 


RC^ + i 2 -u = 0 . 


练习 3.3 


(17) 


(18) 



图 3.22 


放射系 

1. 我们还没有讨论如何求解一阶微分方 程组. 然而求解形如 （2) 的方程组只需要知道如何求解单个线性一 
阶方程.根据初值条件工(0)=為， ><0)=0, z (0〉=0 求出 （2) 的解. 

2. 在习题1中，假设时间以天计算，衰减常数& = -0.138 629, * 2 = -0.004 951, x „=20. 利用绘图工 
具在同一坐标系内绘出解工(0、 〆 《)及 z ( t ) 的图像.利用图像近似求出 X 和 Y 的半衰期. 

3. 利用习题 2 得到的图像近似求出当 z(*) 和; V ⑴相等的时间， a：(*) 和* ：(*) 相等的时间’及: y(t) 和 z(t) 相 
等的 时间. 为什么求得的: yO ) 和 z ( t ) 相等的时间与我们所预测的一致？ 

4 . 建立一个包含 W 、 X 、 Y 及 Z 四种元素的放射系模型，其中2为一种稳定元索. 

混合物 

5. 考虑 A 和 fi 两个容器，液体以相同的速率注人和抽出，如方程组 （3) 所描述 • 如果以浓度为 21 b / gal 的 
盐溶液代替注入容器 A 的纯水，那么相应的微分方程组是什么？ 

6. 利用图 3. 23给出的信息建立一个关于《时刻时容器 A 、 B 和 C 中盐的含量 xi ( t )、 AG ) 及 a ： 3 ( t ) 的数学 
模型 • 



7. 两个大容器的 A 和 B 装有 lOOgal 盐 溶液. 初始时 A 中溶解了 1001 b 盐， B 中溶解了 501 b 拔. 系统是封 
闭的，并且在两容器间流动的溶液是均匀混合的，如图 3.24 所示 • 

U) 利用图中给出的信息建立一个关于 M 刻容器中挂的含量⑼〉、 _) 和以)的数学模型. 
(b) 找 tfU 时刻以)与 x:( t > 之间的关系_ »释为什么这-关系与我们所预關-致.利用这一关系求 
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出当 i =30 min 时容器 B 中盐的含量 • 


混合物 
3 gal/min 



混合物 
2 gal/min 


图 3.24 

8. 三个含有盐溶液的大容器，如图 3.25 所示. 利用图中给出的信息建立一个关于*时刻容器 A 、 B、C 
中盐的含量^(0、 a ( t ) 及而 （ t ) 的数学模型.不求解方程组，预测当《-+°°时々（*>、 A ( t ) 及: T 3 ( t ) 
的极限值. 


纯水 
4 gal/min 



4 gal/min 4 gal/min 4 gal/min 


图 3.25 


捕食-被捕食模型 

9. 考虑由 


^ =-0. li + O . 02 xy , 


^ = 0. 2 y -0. 025巧 
at 

定义的 Lotka ^ Vdterra 捕食被 捕食模型，其中： rO ) (捕食者）和 3^)( 被捕食者）以千为 单位. 设妊0)=6, 
3,(0) = 6. 利用数值解法绘出工“)和: V ( t ) 的图像 • 利用图像近似地找到*>0时两种动物数量第一次相 
等的时间.利用图像近似求出每种动物数量的变化周期 • 

竞争横型 

10. 考虑由 


^ = x (2 一。 • 4 x -。 • 3： y ) ， 


替= y ( l -0.1 y -0.3 x ) 
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定义的竞争模型，其中： rU ) 和 〆 d 以千为单位， f 以年计.根据以下所给的初始条件，利用数值求解 
程序分析经过很长一段时间后两种动物的数量. 


( a ) x (0)- l . 5, : y (0) = 3.5 
( C )_ r (0) = 2, 3-(0)-7 
考虑由 


( b ) x (0)- l , >>(0) = 1 

( d ) x (0) = 4. 5, )(0)=0. 5 


— = 1(1-0. lx-0. 05y), 


^ = y ( 1. 7 — 0. ly — 0. 15 x ) 
at 

所定义的竞争模型，其中： T (0 和 〆 以千为单位，《以 年计. 根据以下所给的初始条件，利用数值求 
解程序分析经过很长一段时间后两种动物的数量 • 

( a ) x (0) = l , y (0) = l ( b ) x (0)=4, >-(0) = 10 

( c ) x (0) = 9, y (0) = 4 ( d ) x (0)=5. 5, y (0) = Z . 5 

电路 

12. 证明描述图 3. 26 所示电路网络图中的电流； 2 («)和； 3 («)的微分方程为 
+ 十风 !' 2 = EU)， 


一尺 1 ¥十私 + = °' 

13. 确定一个一阶微分方程组，用来描述图 3. 27所示电路网络中的电流 hU ) 和 6(0. 




14. 证明由 （18) 给出的线性方程组描述了图 3 . 22所示电路网络中的电流 “（《) 和[提示： dq/d£=iJ - ] 

各种模型 

15 , 一种传染病在„个人的小群体中通过患者与易感人酬接触传播.■每个人都是易感_且传播过 
程中没有人离开这个 群体. 在《时刻，设 5 («)、 KO 及 Kt ) 分别表示群体中（以百为 单位） 易感染但还 
未被感染的人数、 B 经感細人 ㈣ 及雜后治細人数. ■为 什么腦下鮮方程雜述这一模 
型是合 理的： 


盖=一々“十 «■ ， 
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其中被称为传染速率）和治愈速率）为正 常数. 这一模型被称为 SIR 模型 （SIR model ). 给出方 
程组可能的初值条件. 

16. ( a ) 解释为什么在习题15中只分析 

ds , . 

盖= — 是2 i +是1 

就足够了. 

( b ) 假设去 i = 0.2 ，kt =0. 7, n = 10. 选择不同的 i (0) = io ， 0< io <10. 在 so 〉42/ 是 i 及 Ai 两种情 

况下利用数值求解程序确定模型预测疾病的传播情况.估计最终被传染的人数- 

讨论题 

17. 假设如图 3. 28所示的隔间 A 和 B 被一个可渗透的薄膜分 
开， A 和 B 中盛有溶液.此图代表了一个细胞的内部和外 
部.再假设细胞生长所需的营养物质可以穿过细胞膜，^时 
刻 A 和 B 中营养液的浓度: KO 和: y ( t ) 的模型由线性微分方 
程组 

给出.其中 V A 和隔间的体积，6>0为一个渗透 因子. 设 J ：(0) = ； C 。 和; y (0) = ; y 。 表示初始时营养 
液的浓度.根据给定的方程组和假设工》>加> 0 ,在同一坐标系内绘出方程组的解曲线.解释理由. 
讨论经过很长一段时间后解的性质 ■ 

18. 和 （2) 中的方程组一样，习题17中的方程组也可以用我们现有的知识 求解. 解出 zG ) 和 〆 *) 并与在 

习题17中猜测的图像做比较.[提 示： 对两个方程做差并设 = — 〆 *)•]确定当+°°时 

: cU ) 和: y ( t ) 的极 限值. 解释为什么得出的答案和我们所预测的一致. 

19. 根据图 3. 19对混合物问题的描述，讨论函数幻“)和工 2 “）的 性质. 再经过很长一段时间后两个函数 
的表现如何？绘出 x ,( t )* x 2 ( t ) 可能的图像.根据初值条件々（0) = 25,為 （0) = 0 利用数值求解程序 
得到 （3) 的解曲线，检验所得的推测- 


液体浓度 
x ( r ) 



第3章复习题 


1. 1976 年3月，世界人口达到了 40亿.当时一本很受欢迎的新闻杂志预测人 
口将以每年1.8%的速度增长，在45年后将达到80亿.把这一结果和传统 
的模型做比较，传统的模型认为增长速率与任意时刻的人口数量成正比_ 

2. 含有0.06%二氧化碳的空气被注入—个容积为 8 000 ft 3 的 房间. 空气以 
2 000 ftVmin 的速度注入并以相同的速率 抽出. 如果初始时房间内二氧化碳 
浓度为0.2%，确定此后任意时刻房内二氧化碳的 浓度. lOmin 后浓度为多 
少？在稳定状态（或均衡）时，二氧化碳浓度为多少？ 

3. —个如图 3.29 所示的心脏起搏器，由一个电压恒为私的电池、一个电容和 
一个植入心脏的电阻构成.在长度为 h 的时间区间0<»<6内，开关 S 在 P 
位置，并且电容正在 充电. h 时刻开关移至 Q 位置；电容在长度为&的时间 
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区间 放电. 在两个区间内心脏获得的电压可由分段定义的微分方程 

fO, 0 < t < «1 

dE = I 

dt _ \-^E, t, < t < ti + « 2 


描述.相同时间长度的充放电过程可以无限次重复. 

(a) 假设 t|=4s, t 2 = 2s , E 0 = 12V. 在区间0«18内求解 E(t). 

(b> 为了便于绘图，设 R=C=1. 在区间0«18内绘出在 （a) 中得到的解的图像 • 

4. 假设将一个细胞浸人浓度为常数 C, 的溶液 • 并设细胞保持体积V，细胞膜表面积为常数九根据菲克 
原理，细胞内溶质质量 m 的变化速率与表面积 A 和差值 C,—C(t) 成正比，这里 CU) 为 * 时刻细胞内溶 
液的 浓度. 如果 m=VC(*),C(0) = C„， 求出 C“). 请参考图 3.30. 

5. 考虑牛顿热力学定律 d77di=HT —丁》)， k < 0 , 其中物体周围媒质温度丁”随时间而变化.假设初始 
时一个物体温度为 T,， 周围媒质温度为 T 2 , T .^ T ^+ BiT .- T ), 其中 B>0 是 常数. 

(a) 求出物体在 t 时刻的温度. 

(b) 当时物体温度的极限值是多少？ 

(c> 当 T—+oo 时 T„ 的极限值是多少？ 

6. 一个 U? 串联电路中有一个可变电容，其电容值被定义为 



lo, 10. 

如果电阻为 0.2fl, 电压 E(t) = 4, i(0)=0, 求出电流 Kt) 并绘出 iU) 的图像 • 



7 . 微积分学中有一个经典的问题就是找出一条曲线政的形状使得一 
个小珠子在重力作用下以最短的时间从点 A(0 , 0) 滑到点 B(xi * 
3，,), 见图 3.31. 可以得到关于曲线形状的一个非线性微分方程 
7(^ + (/)*] = *，这里 ib 是一个 常数. 首先用 y 和 d：y 解出 dr， 
然后利用代换: V = A sinM 求出参数形式 的解. 可以看到曲线<是 
一条圆滚线 • 

8. #果一个 曲线族 GU，；y， Cl ) = 0 中所有曲线与另一个曲线族 H 
U, y , C2 )=0 中的所有曲线垂直相交，则曲线族互为对方的正 
交机钱 （orthogonal trajectory) ，请见图 3.32. 如果 dy/Ar= /(工’ 
y) 是一个微分方程族，那么这个微分方程组的正交轨线对应微分 
方程族 d;y/<Lc=-l//U，iV). 
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( a ) 求出关于曲线族 + 的微分方程，并找出这一曲线族的正交轨线. 

(b) 求出曲线族 y=l/(x + r,) 的正交轨迹.利用绘图工具在同一坐标系下绘出两个曲线族的图像. 
9. 两种动物的数量由以下非线性一阶微分方程组 描述： 

智 = kijr(a — x ) , 




= k z 工 y. 


求解 、 r 和 >>，用£表示它们. 

10.初始时，两个大容器 A 和 B 分別装有 lOOgal 盐溶液 • 混合均匀的溶液在两容器之间 交换， 如图 3.33 
所示. 利用图中给出的信息，建立一个关于 f 时刻时容器 A 和 B 内盐的含量工““和 x 2 (0 的数学 
模型. 


2 Ih/gal 

混合物 

7 gai-min 

二 '十 ..| 

5 gal/inin 

— U 

_ri 

i ^ 

$ S :——〆 

1 ■ n \ 

! KK)gaJ 

1 ! HHIgal 1 

J ! 

. 1 1 

」 - r--~ .r 

混合物 

混合物 混合物 

3 gal/mjn 

1 gaJ/mm 4 ijal/min 

项目 模型： 可再生资源的利用 

图 3. 33 


人们希望利用的可再生资源有很多.例如产于太平洋的大麻哈鱼和大比目鱼、产于北美五 
大湖的鲑鱼、森林中的树木、每年被捕猎的鹿和水鸟等.这里我们不考虑诸如煤炭、石油、天 
然气或矿石之类的不可再生资源，我们需要一个方案使得我们能够最大限度地利用现有的可再 
生资源而又不会因过度使用而导致其低于一个可持续的水平.这里研究的简单数学模型为设计 
这样的方案提供了一些参考 • 进一步的研究由 clark 给出 . 0 

如果没有人类的干扰，我们假设资源数量按照逻辑斯谛方式增长，如 3. 2 节 中方程 （3) 和 
图 3. 13描述的那样.回顾如果 P “)代表 i 时刻（以年计）的资源数量（以单位面积或体积内生物 
的数量，或资源总量表示），则逻辑斯谛方程为 

^ = P ( r _rp) = F(P), ⑴ 

这里 ，->0 为固有 增长率 （intrinsic growth rate), K 为 环境承栽能力 （environmental carrying 
capacity) (也被称为饱 和水平 （ saturat i on level ) 或极 限资源 （limiting population) , 因为随时间推 

O Colin W. Clark, Mathematical Bioeconomics : The Optimal Management of Rene-wable Resources , 2nd ed. (New 
York： John Wiley &• Sons, 1990). 
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移资源数量会达到这个值）.这些常数的值是通过实验确定的. 

在这一模型里我们假设人类获取的是某种动物资源. 

常数收获速率在第一个例子中，我们假设收 获速率 （harvest rate ) 为常数则微分方程 
( 1 ) 被改写为 

= P ( r --^ P)-h = F ( P)-h = G ( P ). (2) 

dt K 

注意，函数 G ( P ) = (— r / K ) P 2 +rP — 是一个关于 P 的二次多项式，其图像是下凹的.在正 
常情况下收获速率不会太高（即 / i < maxF ( P )= i ^|~ K ^=+ rK )， 则函数 G 在区间[0， K ：] 上 
有两个 零点. 这两个零点込和的值，如图1所示，可由二次求根公式 得到： 

„ K 士在 2 -AKh/r 

i u = 2 • 

通过观察得到 ^。二广和 P ( t ) = P 2 是 （2) 的常数解，或称均衡解.由图1我们看到，导数 
dP/ck 在区间为正，所以 P 在该区间上会增加，而 P 取其他值时 dfVdr 为负. 
然后对 （2) 微分，我们得到 

穿=十- I 叶當=十- f P ) C(P )， 

此式意味着当 P < P , 时 P («) 下凹而当 + P “） 上凹.不解方程，我们仍可以推出 

解的一些定性 性质. 请参考图 2. 注意如果初始时刻动物数量小于广，则数量 P “) 将会在有限 
时间内减小到 0( 灭绝），否则动物数量 P ( Z ) 将达到一个小于 K 没有人类利用下的极限数量）的 
值 P 2 . 数学家们把 P 2 定义为一个 渐近稳定均衡 （asymptotically stable equilibrium) 或 吸引子 
( attractor ), 因为其他始于附近的解都会逐渐趋近水平直线 P =匕； P , 称为一个不 稳定均 
衡 （unstable equilibrium) 或 排斥子 （ repeller). 所以我们可以得出结论，不能收获量太大，否则 
会导致资源枯竭. 




现在我们考虑下一个 问题： 收获量是多大时仍然能保证可持续的（即长时 间的）收获？ 前面 
我们看到当/ iC + rK 时 G ( P )=0 有两个实数解 • 另一方面，如果 + 或 — 
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从图中可以看出 dP/ck = G(P)<0, 所以 P ⑴会减少到 0. 最后，当 A = 时方程 G(P)=0 


有单根尸 1= +义这个 P 的值也是微分方程的一个常数解 . /i = f rK 称为最 大可持续产量 


(maximum sustainable yield, MSY). 这样动物数量可以保持为常数 P, =yK 而收获量等于 

常数 MSY ， 换言之， MSY 等于每年的增加数减去死亡数. 

下面对所有使用这一模型计算实际情况中 MSY 的人们提出一个警告.和 K 的值往往只有 


10%的准确性.用/ 1 = jrK 来计算 MSY 也许会得到过大的数字，从而导致动物数量减少甚至灭绝. 

到目前为止，我们在没有实际求解微分方程的情况下已经得到了一些关于 （2) 的解的定性 
的信息.方程 （2) 依赖于初值条件 P (0)= P 。的解可以通过变量分离很容易地求得. 

户 2 是零解，所以 P —仏和 P — P 2 — 定是 G ( P ) 的因子.可以将 

盖 =—f (P — Pl)(P — P 2 ) 写成 (p — p = p — & = —㈠’ 

使用部分分式然后积分得 

在 （3) 中应用 P (0) = P 。解岀尸⑴，我们得到 

⑴— — P 0 -P 1 -(P 0 -P 2 )e-° ! — ~， 

其中 a = r ( p 2 — r^l - 4/ i/Kr • 从显式解 （4) 中可以清楚地看到，随着《的增加，尸 
(«) 趋近于 iV 

收获量与动物数量成正比在下面的模型中，我们假设收获量与动物数量成正比，则对 


因为 Pi * 

(3) 

⑷ 


(1) 做改动后得 


盖 = F(P) — EP = p(r-^F)-EP = G(P), 


(5) 


其中 £>0 是一个影响 （ effort ) 系数，这里是一个常数，它可以用来衡量即将收获的资源数量. 
和前面—样，考虑由方程 G(P) = P(r-£-rPAK )=0 所获得的均衡解.当影响 E 不超过增长 
速率 r 时，可以求得一个正数解 h = KU_£/V). 因为 （ 5 ) 可以被改写成 dP/dt= — (r/K)P 
( P - Pj ), 所以可以看到如果 CXPCh ，则有 dP/ck> 0 ， 而如果 P 〉^， 则有 dP/dt <0 .这 
说明一个解总会趋近于均衡解 P “ ）= P , ，使得巧成为一个渐近稳定均衡，或吸引子.在这种 
情况下，均衡 收获量 或可持续产量 （sustainable yield) 为 = KE (1 — E / r ). 注意，最后这个 

表达式左边的值依赖于右边一个关于 £ 的二次函数，当 £== 1 "， A =| k 时有最大值‘根据 


这些值， EP , 为最大可持续产量或 MSY . ^ 

为了给出这个模型的结论，我们注意到可以求出 （5) 式的解析解.实际上，以下形式的( 5 )式 

^ = p(r-E-^P) ⑹ 

是一个形如 3.2 节中（ 4 )的逻辑斯谛方程，其中 a = r—E ， b=r/K. 这样由 3. 2节中的 （5) 我们 
得到方程的解 
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P ^-rPJK + ,r-E-rPjK^^ ⑺ 

从 (7) 中可以看出当 t -+ oo 时极限数量为 K ( l - E / r ). 

_南极鳍鲸 

作为一个例子，克拉克以1976年为 f = 0 时刻， P 0 = P (0)=70 000,对南极鳍鲸估计出 


r =0. 08及 K = 400 000. 

( a ) 在这个常数收获模型中，对于一个确定的鲸的数量^ = 

-|-K = 200 000,我们得到 MSY 々 h = jrK = 8 000. 然而，因为 

初始数量为 Po =70 000<朽，鲸的数量会减至0，因为第一年的 
新增数量（总数量乘以增长速率= 70 000 X 0. 08 = 5 600) 小于收获 
数量. 为了保证尸。>&，我们需要选使 A <4 620( 请参考“相关练习”中习题3的 （ b )). 在这种 
情况下，数量 P ( f ) 慢慢接近朽=330 000. —个使鲸的数量尽快达到这一数字的方法是在初始 
时严格限制捕鲸，这样才可能在以后有更大的收获. 

( b ) 在影响系数为常数的模型中，我们假设影响是 （ a ) 中增长速率的一半，即 E = jr == 



0.04. 则 *1^ = 200 000,第一年收获量为 £ P (0) =0.04 X 70 000 = 2 800. MSY 为 £厂= 

0. 04 X 200 000 = 8 000. ■ 

相关练习 

1. U ) 考虑常数收获模型 

^ = P (5- P ) -4, P (0) = Po . 

因为这个微分方程是自治的，所以可以利用 2.1 节中讨论的相图概念，分别在 l < Pc <4 和 
0<尸。<1的情况下，绘出相应的有代表性的解曲线」在两种情况下分别确定长期资源数量. 

( b ) 求解 U ) 中的初值 问题. 利用绘图工具检验在 U ) 中得到的结果_ 

( c ) 利用 （ a ) 和 （ b ) 中的信息确定这种动物是否会在有限时间内灭绝 • 如果会，求出这个时间. 

2. 如习题1 一样，用定性和解析方法给出常数收获 模型. 确定这种动物会不会在有限的时间内灭绝•如 
果会，求出这个时间 • 

( a )^= P (5- F)-Y ( b )^ = P (5- P )-7 

3. 这个问題与例1所讨论的南极鳍館有关. 

U ) 如果不允许捕榜，館的数量超过 jK =200 000 需要多长时间？ ^ Po = 70 000 Sfe *0< t <100 


内的图像. 

( b ) 在以常速率捕榜的情况下，计算使得八=& 的卜心的值- 以 i ^700002 U =^ ■绘出解在0< 
/■^ ClOO 内的图 

W 在影响系数为常数的情况下， E 。 为多少时可以得到 MSY ? 产出为 多少？ 賴的极限数量为多少？ 
P o =70 000, E=-|-Eo. 绘出解在 0<t<100 内的图像- 
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4. U ) 表1中的数据(摘自克拉克1976年出版的书）给出了秘鲁对凤尾鱼捕捞的部分历史数据.我们考虑用 
渔船的数量 B 乘以捕捞的天数 D 作为衡量捕捞影响的尺度.我们设 £= rBD , 这里 c 是比例常数.如 
果收获量 C 与影响的 R 度和鱼的数量成正比.那么 C = EPU ) = C BDPU ), 其中 P (0 是 i 时刻鱼的数 
量（以百万吨为单位），那么 P ( i )= C /( cBD ). 令 c =2 X 10— _ 7 ，利用 CAS 绘出1959〜1973年的数据点 
( P 和年度）. 


表1 



( b ) 考虑数据点的自然分布并忽略掉一些异常点，我们可以认为由 （ a) 得到的图表示了一个如下的函数 


其中 P 。、 K 和 r ■分别为初始数量、极限数量和增长速率‘利用 （ a ) 中近似得到的 PG ) 的图像求出 
P „、 K 及 r 的值. 在图中绘出 P ⑴的图像. 

( C > 利用 （ b ) 中得到的 P ,,、 K , r 的值和收获数量在常数收获的情况下给出微分方程的解（ 4 ) 
在区间 0< f <100 上的图像. 

( d ) 利用 （ b ) 中得到的 P 。、 K 及 r 的值和影响 E 二 | r ， 在常数影响的情况下绘出微分方程的解 （7) 在区 
间 0< rO 00 上的图像* 






柯西-欧拉微分方程 的解； 见图 4. 15 


第4章高阶微分方程 

现在开始，我们要学习求解二阶或二阶以上的微分 方程. 在本章的前七节中，我们将学习 
基本的定理和一些解特定类型线性方程的 方法. 在 4. 8节中，我们将介绍用消元法解线性常微 
分方程组，这种方法使得每一个因变量对应于一个线性高阶微分方程，从而把方程组分解来使 
之简化.本章结尾处对非线性髙阶微分方程做了简要的介绍- 

4.1 基本 定理： 线性方程 

在第2章中，我们学习了通过把一阶微分方程分为可分离的、线性的、齐次的，或伯努利 
方程来求解.尽管这些方程的解都是参数族的形式，但是有一点，这种解族没有表示出微分方 
程的通解.只有在解线性一阶方程时，我们才可以通过一些连续性条件得到通解 • 回顾前面讲 
过的，通解是定义在和微分方程相同定义域上的解族，它包括了微分方程的所有解.本章我们 
的主要目标是求线性髙阶微分方程的通解，因此我们首先来看一些定理 • 

4.1.1 初值和边界值问题 

初值问题在 1.2 节中，我们定义了一般”阶微分方程的初值问题.对于线性微分方程， 
n 阶初值问题 （ nth-order initial-value problem ) 为： 

解 : a ” ⑺ g + + … + 〜（工 ） ^ + a 0 U)y = gU), ⑴ 

约 束：: y (; r 。）= : y 。，：/ (工。 ）= … ，产 W (工。 ). = y <- i - 
考虑这样一个问题，求一个定义在区间 J 上的函数， J 包含心，这个函数满足微分方程和在 
处的”个初值 条件： yM = yo , = ( x 0 )= y „- i . 我们已经学过二阶幢 

问题的情形，它的解曲线一定通过点(工。，： y 。） 并且在这点的斜率为％. 

存在性和唯一性在 1.2 节中，我们给出了一个定理，说明了一阶初值问题解的存在性和 
唯一性 条件. 接下来的一个定理给出了初值问题 （1) 中解的存在性和唯一性的充分条件 • 

秘 am 唯一解的存在性 

令〜卜）， a ^ Cx ), a ,( x ), «。（ 1 )及 g ( x ) 是区间 j 上的连续函数，对于 J 上的所有工 
都有 成立. 若:是 J 中的任意一点，那么初值问題 （1) 的解 〆 工） 在区间 f 上存 
在并且唯一. 
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wn 初值问题的唯一解 

初值问题 

3^ + 5/-y+7y = 0, : y(l) = 0 ， /(1) = 0，/⑴= 0 

有平凡解 5=0. 因为三阶方程是常系数线性的，所以定理 4.1 的条件均满足.因此， y=0 是 
任何包含 x=l 区间上的唯一解. ■ 

_初值问题的唯一解 

可以很容易证明函数 y^3A+ e 4-3：c 是初值问题 

y — iy = 12 xj y (0) 4, y '(. O ') - 1 

的解.这个微分方程是线性的，并且其系数和 gOc) = 12x 都是连续的，在任何包含 x = 0 的区 
间I上都有 <2 2 (工）=1參 0. 我们可以从定理 4.1 知道这个所给的函数是I上的唯一解. ■ 

定理 4.1 要求 a.Gc)，i = 0, 1，2,…，》是连续函数并且对于区间I上的每一个工都有 
a „(x) 尹0成立，这两点都很重要.特别地，若对于区间中某个工有 〜（x)=0, 那么线性初值 
问题的解可能不唯一，甚至不 存在. 例如，可以证明函数 y = cx 2 +：t+3 是初值问题 
x 2 y -2 xy '-\-2 y = 6,y(0) = 3，：/(0) = 1 

在 （ 一oo, +oo) 上的解，对于任何参数 c 都成 立. 换言之，这个初值问题没有唯一解.尽管定 
理 4. 1大部分的条件都满足，但是在 x = 0 处〜（0：)=/为零，并且初始条件恰好考虑的也是 


在工=0处的 情况. + m 

边界值问题另外一种类型的问题是求解二阶或二阶以上的线性微分方程，在这类方程中 

因变量^或其导数在不同点处 取值. 例如： 

解 ： a 2 ( 工 ） g + A U) g + fl 。（ x)y = gU ) ， 

约束:: y( a ) = y 。= y \ 

称为边界值问题 （BVP). 预先给定的值 >(a) =y。，y(6)=%， 称为边界条件 （boundary 
condition). 前述问题的解是在某个包含 a、 6的区间I上满足微分 
方程的函数，解的图像通过点 (a， ： y。） 和(6,力）.请见图4.1_ 

对—个二阶微分方程来说，其他边界条件可能还有 
y (a)= yo > = y \» 

y { a > = ：y。 ， ：y’(6) = ：yi ， 
y (a) = yo * y ’ ( b ) = yi ， 

这里:V。 和％ 表示任意常数.这三组条件是一般边界条件 

aiy ( a ) + Piy r («) — 7i» 
azyQ>) + fii：/ (b) = 72 



的特殊情况 • 

下一个例子表明， 


即使满足定理 4. 1的条件，边界值问题也可能存在几个解 （如图 4 . 1 所 


示）、 唯一解或根本无解 • 

{ iH 边界值问题可能有多个解、唯一解或无解 

在 1. 1节的例4中，微分方程I" +16工=0的解是双参数解族: 
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: c = c! cos4t 十 c 2 sin4t. (2) 

( a ) 现在我们来求这个方程满足边界条件: r (0)=0, x ( tt /2) = 0 的解.从第一个条件 0 = q ccxsO 
+ c - 2 sinO 中可以求出 0 = 0 ，则 x = c 2 sin 4«. 但是当 Z = tt /2 时，0 = c 2 sin 27 t 对于所有的 c 2 都成立， 
因为 S in 27 r =0. 因此边界值问题 

x + 16 a - = 0, x (0) = 0, j ;(~|*)=0 (3) 

有无穷多个解.图 4.2 给出了单参数解族 : c = C 2 sm 4 z 中一些 
解的图像，它们通过点（0, 0) 和 （ x /2, 0). 

( b ) 如果 （3) 中的边界值问题变为 

x ；， + 16x = 0, x(0) = 0, 工 ( 晋 )=0 ， (4) 

那么由 x (0)=0 仍然可从（ 2 )中得 Cl =0. 但是把 x(k/8)=0 
代人 •r = c z sin 4 t 中，可得 0 = c 2 sin ( jc /2) = c 2 • 1. 因此 ， -r = 0 
是新边界值问题的解.当然，也能证明 x = 0 是 （4) 的唯一解. 

( c ) 最后，如果把边界值问题写成 

jr w + 16 a - = 0, x (0) = 0, 1, ⑸ 

我们还可以从 x (0) = 0 中解出 Cl =0,但是把 xU /2) = l 代入 x = c 2 sin 4< 将会导致 l = c 2 sin 2 :t = 
c 2 .0 矛盾.因此，边界值问题 （5) 无解. _ 

4 . 1.2 齐次方程 

形如 i 

a n {x) 0+a^(^) £^ + -+ ai (x) ^+a 0 U)y = 0 (6) 

的线性 w 阶微分方程称 为齐次 （ homogeneous) 的，但形如 

a„(x) g ⑴ +…十 a“x) 裝 + a 。 ( 工 b = g ⑴， ⑺ 

带有 g (: r ), 不等于 0 的方程称为 非齐次 （ nonhomogeneous) 的. 例如，2/ + 3 ；/ — 5 ；y = 0是齐 
次线性二阶微分方程，但: c 3 / / + 6 3 / + l ( b l = e i 是非齐次线性三阶微分方程.本章中的齐次不 
是指 2. 5节中的齐次函数系数 • 

我们将会看到，为了解形如 （7) 的非齐次微分方程，首先要解形如 （6) 的 相关齐次方程 

(associated homogeneous equation). 

注为了避免不必要的重复，作为一种惯例，今后我们在阐述与（ 6 )、 （7) 相关的定义 
和定理时，都有如下假设 成立： 在某个区间 I 上， 

• 系数 《,( x )，i = 0 , 1, 2,―, ” 都是连续的. 

• 等式右边的 g ( x ) 都是连续的 • 

• 对区间上所有的 x 都有 a „(： r ) 參0 成立. 

微分算子在微积分中，微分常用大写字母 D 表示，即 d ： y / da . = D ； y . 符号 D 称为 微分算 
子 （differemml operator )， 因为它把可微函数转变为另一 士 函数. 例如 ， D (cos4j:) = 
-4 sin 4. r,D (5_ r 3 — 6 x 2 ) = 15 P — 12_ r . 高阶导数可以用 D 来 表示： 
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£(普 h & = D (办) =一般形式为鼓= o 

这里 j 表示充分可微的函数.用 D 表示的多项式也是微分算子，例如 D + 3, D 2 +3 D — 4， 
5. r 3 D 3 — 6^ 2 0 2 +40^ + 9都是微分算子.一般地，我们定义《 阶微分方程为 

L = a„( ： r)D" + a r 1 U)D『 1 + … + ai U)D + a 。 （ : r). (8) 

由微分的两个基本性质，我们有 D ( c /(_ r ))= cD / U ) 和 

立，其中 c 是常数.微分算子 L 具有线 性性； 即 L 作用在两个微分函数的线性组合上等于 L 
分別作用于每个函数上的线性组合，用符号表示就是 

L { a f ( x ) + j 3 g ( x )} = oL(/U))+/2L(g(_r ))， （ 9) 

这里 《， i 3 都是常数.因为有 （ 9) 所示的性质，所以我们称 n 阶微分算子为线 性算子 （linear 
operator). 

微分方程 任何线性微分方程都可以用 D 记号来 表示. 例如，微分方程 /' + 5/ + 6 y = 
5 _r — 3 可以写成 D 2 3 > + 5Dy + 63 > = 5 x — 3 或者 （ D 2 +5 D + 6) y =5: r —3. 利用 （8) 式，我们可以把 
n 阶线性微分方程 （6) 和 （7) 分别写为 

L ( y ) = 0, L ( y ) = g ( sc ) 

叠 加原理 在下一个定理中，我们将会看到两个或两个以上齐次线性微分方程解的和或叠 
加仍然是它的一个解. 

叠 加原理 - 齐次方程 

令 ％，…，> 是 ” 阶齐次微分方程 （ 6) 在区间 / 上的解，那么线性组合 
y = (x) + c 2 ;y 2 (:r) + …十 c k y k (x) 

仍然是区间 J 上的解，这里 c ,，i = l, 2, •», 々都是任意常数 . 

证 我们只证6 = 2的情形，其他情形可以类推.令 L 是形如 （8) 的微分算子，％<>) 和 
: y 2 U ) 是齐次微分方程 L (: y ) = 0 的解. 若定义: ( x )+ c 2 ： y 2 U ) ，那么由 L 的线性可得 

L ( y ) = L { c , y , U ) + c 2 y z ix )) = + c 2 L ( y 2 ) = c , • 0 + c 2 • 0 = 0. ■ 

wanjggiMiaBisara 

(A) 齐次线性微分方程的解 3»i(~r) 的常数倍仍是它的一个解 . 

( B ) 齐次线性微分方程总有平凡解 ）=0. 

MB 叠 加原理——齐次微分方程 

函数％ 和力 = o : 2 lrvr 都是齐次线性微分方程 x 3 / / - 2 xy f + iy - 0 在区间（0, + oo ) 上的 

解.由叠加原理知，线性组合 

_y = CjJ ： 2 + c 2 x 2 \nx ■ 

仍然是微分方程在这个区间上的解. 

函数 >=/_>■ 是微分方程/，一 9：/ + l 4 y =0 的解. 因为微分方程是线性和齐次的，这个解的 
常数倍= 仍然是它的一个解.对于 c 的各个值，我们知道 : V = 9 e 7 % 3- = 0- y —— R … 
都是方程的解. 

线性相关与线性无关接下来的两个概念是研究线性微分方程的基础. 
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线性相关/线性无关 

一个集合由函 数乃 ^) ， / 2 (cr), /„(: c) 组成，如果存在不全为零的常数 Cl ， C2 ，…， 

c „, 使得 

c,/i (x) + c 2 / 2 (:r) + …+ c„/„(j:) = 0 

成立，我们就称这些函数在区间 I 上是线性相关的 （linearly dependent). 如果在区间 J 上函数 
集合不是线性相关的，我们就称它为线性无关的 （linearly independent). 

换句话说，函数集合在区间 I 上是线性无关的，如果有 

c 】/, (O') 十 c 2 / 2 O ) 十 - h c „/„( x ) = 0 

对区间/上的每个 x 成立，必有 Cl = c 2 = … = c „=0 成立. 

这个定义对于由两个函数/, Or )， / 2 U ) 组成的集合是容易理解的.如果函数集合在区间 f 上 
是线性相关的，那么存在不全为零的常数 q ， c 2 , 对于区间上每个 x 都有 0/,( 工） +0/ 2 (^)=0 
成立. 因此， 若假设那么有— c z / Cl )/ 2 (:r) ; 也就是说， 如果两个函数线性相关， 
那么一个函数可以表示成另一个函数的常数倍. 反过来，如果对某个常数 Q 
成立，那么就有（一1) • 对区间上的毎一个: r 都成 立. 因此，函数线性相 

关时至少有一个常数（即 Cl == 一 1) 不为零.由此，我们可以得到一个结论，即在定义区间上若 
两个函 数 / iU )、/ 2 ( x ) 线性无关，仅当其中任何一个函数都不能表示成另外一个函数与常数 
的乘相 . 例如，函数/! (:r) = sin2:r, / 2 (:c) = sinxcos:c 在区间 （一 ⑴ ，+ ㈤ ）上是线性相关的， 
因为 /,(x) 可以表示成 / 2 (:r) 与常数的乘积，这可由正弦函数的二倍角公式 sin2j ： = 2sinxcosa: 
得到. 另一方面，函数 /,(； r )= x ， / 2 Cx )= I x I 在区间 （一 ⑴， + ⑺）上是线性无关的，这可 
由图 4. 3得到，一个函数不能表示成另外一个函数与常数的乘积 • 



图 4. 3 


由前述，商不是一个常数，所以/ 2 (1)和/“ I )是线性无关的.这个事实将 
会在下一节中用到. 

_ 函数的线性相关 

函数 / iUPcos 2 :^ / 2 ( x )= sin 2 x , f t U) = sec l x, / 4 U .) = tan 2 x 在区间 （一 tt /2 , tt /2) 上 
线性相关，因为 

C! cos 2 x + c 2 sin 2 ^: + c 3 sec 2 .r + c 4 tan 2 x = 0, 

其中 0=(： 2 = 1， = — 1， c 4 = l ， 这里用到 cos 2 x+sin 2 :c=-l 和 l + tan 2 x = sec 2 二 ■ 





116 


第 4 章 


函数 ACr ), f , U ), /„( x ) 是线性相关的，若至少有一个函数可以表示成其他函数的 

线性组合. 


1 D 函 数的线性相关 


函数 /'! (_ r ) ， / 2 ( j ) =V-^+5j-, / 3 (x)=x— 1， fi (,r) ~ x 1 在区间 （0，+°°) 上线 

性相关，因为 / 2 可以写成/,、/ 3 和/ 4 的线性组合，也就是对区间（0,十^)上的每个 a : 都有 


/ 2 ( x ) = 1 • /! ( x ) + 5 - / 3 ( x ) + 0 • / 4 ( x ) 

成立. ■ 

微分方程的解 我们主要是对线性无关的函数，从某种意义上说也就是对微分方程线性无 
关的解感兴趣.尽管我们总是直接利用定义 4. 1来判断线性相关性，但齐次线性 n 阶微分方程 
(6)的《个解力，力，…，％是否线性无关还是要用行列式来判断- 


teE — W 朗斯基行列式 

假设函教 /,(>), / 2 (. r ), …， /„(: r ) 都至少有”一1阶导数，那么行列式 

/i fz ••• fn 


W(j \，/”•__，/,,) 


f'n 


.fr u /r u … 

这里用撇记号表示导数，这个行列式称为函数的朗斯基行列式 （ Wronskian ). 


线性无关解的判定方法 

令力 ，： y 2 ，…， ％是齐次线性 ”阶微 分方程 （6) 在区间 r 上的” 个解，则它们是 I 上的残 
性无关解当且仅当对区间上所有的 T 都有 w (: y , ，>，…，成立 • 

根据定理4.3, ％，％， …，％ 为 （6) 在区间 J 上的》个解， 那么朗斯基行列式 W (: y , ， 
3> 2 ，…，％)在这个区间上要么为零，要么永不为零. 

齐次线性”阶微分方 程的” 个线性无关解有一个专用的术语. 


feJMm 基本解组 

区间 J 上的《阶齐次线性微分方程（ 6 )的任何”个线性无关解力，火，…， - V " 称为基本解 


组 （fundamental set of solution ). 

我们将在下一个定理中说明线性方程的基本解组是否存在. 

基本解组的存在性 

区间 J 上 W 阶齐次线性微分方程 （6) 的基本解组是存在的 • 一 

类似于三维空间 中的向量可以 用三个 线性无关向量 f ， j ，/ c 的线性组合表示， 《 阶齐次线 
性微分方程的任何解都可以表示成《个线性无关解的线性 组合. 换言之， 〃个 线性无关解 
y z , %是构成微分方程通解的基本解系 • 

feaiaiH 通解——齐次方程 

令％，，…，是"阶齐次线性方程 （6) 在区间 I 上的一个基本解组，那么方程的通解 
(general solution ) 是 

y = Cx ) + c 2 y 2 Cj ：) H -十 c n y n (* r ) ， 
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这里 f,， i = l , 2, •••, n 是任意常数 • 

定理 4. 5表明如果 YU ) 是 （6) 式的任意一个解，那么总能找到常数 C ,， C 2 ，…，使得 
Y(x) = Ci3<i (x) 十 C 2 ： y 2 (x) 十…十 C„y„(x) 

成立.下面我们证明 n = 2 的情形. 

证 令 ^ 是 a 2 / + ai / + a(1 ：y = 0 在区间 J 上的一个解， m ，3> 2 是它的两个线性无关解. 
假设 = r 是区间 J 上满足火 （0) 关0的一点，同时有 Y ( f )= h 和 y '( i )=^. 我们 


通过方程组 

C , yi ( t )+ C 2 y 2 ( t ) = k , , 

C , y ,'{ t )^ C , y z '{ t ) = k 2 
可以求出 C ,， C 2 的值，因为其系数行列式满足 

卜⑴ y z it ) I 

U ⑴ y 2 ⑴ I 

但这个行列式仅仅是时的朗斯基行列式，根据假设我们有 w ^°- 若定义+ 
C 2 y 2 (^, 则 G ( x ) 满足微分方程，因为它是微分方程两个解的叠加； GU ) 满足初始条件 
G ( t ) = C,3»i ( t ) + C 2 y 2 ( t ) = ki ， G ’（ t ) = Ciy / it ) + C 2 y 2 ， ( t ) = k 2 ； 

YU .) 满足同一个线性微分方程和同样的初始条件.因为，线性初值问题的解是唯一的（由定理 
4.1 可知），所以可知 Y ( x )= G ( x ) 或 '^(• r ^ Coda ^+ CzACr ). ■ 


tiH 齐次微分方程的通解 

函数 > M = e 3 , 和: V 2 = e — h 都是线性齐次方程 9 ：V = 0 在（一 oo ，+ oo ) 上的解.这两个解在 
■ r 轴上是线性无关的，这可以通过朗斯基行列式来证明，对区间内的所有都有 


WCe 3 


e ‘k 

I 3e 3r - 3e~ 


= 一 6 尹 0 


「是方程的 

■ 


成立，我们可以从方程的基本解组得到它的两个解％和％，因此 ， y=Cl 
通解. 

_从通解中得到解 

函数 ^ = 4 S inh 3 :c — 5 P 是例7中微分方程的一个解（请读者自行证明） • 根据定理 4. 5,我 
们一定可以从通解■十 c 2 e — &中得到这个解 • 若令 qsS ， c t = - l , 则有— 
7 e 3 ",它可以写成 

e 3x — e~ 


= 2e 3j — 2e' 


= 4 ( ( 




最后一个等式即是 : y =4 sinh 3 x — 5 e + 


_齐次微分方程的通解 

函数％ =e% 和 3； 3 =#满足 三阶微 分方程 /"— sy '+ u /— 以=0•因为 


! 

e" 

c 2j 

# 1 


W(e j ,e 2x ,e 3j: ) = 

e" 

2e 2x 

3e 3 " 

= 2e Sl 尹 0 


e x 

4e 2 - r 

9e 3 " 



对每个实值 I 都成立，函数％，力，％构成了（一°°，+的）上的一个基本解组.由此我们可 
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得 . y = q e i+ t ' 2 P + c 3e 3 i 是微分方程在此区间上的通解. 

4.1.3 非齐次方程 

任给一个满足 (7) 式且不带任何参数的函数 3 V ， 称之为方程的特解 (particular solution ) 或特积 
分 （particular integral ). 例如，可以直接证明常函数力=3是非齐次方程 y +9 y = 27 的特解. 

若 y ” y 2 ，…，%是 （6) 式在区间 r 上的解，力是 （7) 式任意一个特解，那么线性组合 

y = c , ( x ) + c 2 y 2 ( x ) H - h c k y k ( x ) + y p ( 10 ) 

也是非齐次方程 （7) 的解. 如果读者仔细想一想，就会觉得这是理所当然的，因为线性组合 
c iyi ( j ：)+ c , y 2 (_ r ) + … ( x ) 通过算子 L = a „ D "+ a „— , D” _1 + … + a , D + a 。 变换为0，同时 
变换到由 n 阶方程 （ 6 ) 的个线性无关解，可得 （10) 是 （7) 式的一个通解. 
V ^ iiMWa 通解——非齐次方程 

令 3 V 是非齐次 ”阶微 分方程（ 7 〉在区间 I 上的任一个特解， M ， J 2 ，…，： V "是相关齐次方 
程 （ 6) 的一个基本解组，那么在区间 I 上的通解 （general solution) 为 

= cj^i ( x ) + c 2 y 2 ( x ) H - h c „ y n ( x ) + y p 

这里 c , ， i = l , 2 , •••, w 是任意常数. 

证 令 L 是⑻中定义的微分算子， YU ) 和心（工）是非齐次方程的特解，若 
定义 m ( x )= Y ( x ) —> vU )， 那么由 L 的线性，我们有 

L ( u ) = L { Y ( x ) - y P ( x )} = L ( Y ( j ：)) ~ L ( y , U )) = gix ) ~ gU ) = 0. 

这表明 “ U ) 是齐次方程 L (: y )= 0 的一 个解. 因此，由定理 4 ‘ 5 有 ( x )+ c 2 ; y 2 (: r ) + 
… ( x ) ，并且 

Y{x) ~ y p ix) - c^i (^) +c 2 ) 2 ( 工 ）+ … +c n y n {x) 

或 Yix ) = c^yi (x) + c 2 y z (^) + …+ c n y n ( x ) + y P ioc ). ■ 

余函数 在定理 4. 6 中，非齐次线性方程的通解由两个函数的和组成： 

3 , = ri 3 ，! ( x ) + c 2 ) 2 (工）+ …+ c n y n { j ：) + y P (^ = : y “ i ) + 

线性组合: V ( X ) 二 r ] yi U )+ C2 W ( i ) + …是（ 6 ) 的通解，称为方程 （7) 的 余函数 
(complementary function ). 换言之，解非齐次微分方程首先要解相关的齐次方程，然后求出 
非齐次方程的一个特解，那么非齐次方程的通解为 

y =余函数+特解二 y c + yp - 

rawrn 非齐次微分方程的通解 

通过把函数 y /- = ~ H ~ Y x 代入非齐次微分方程 

/ / -6/+11/-6>-= 3 x , (11) 

可以证明它是方程的一个 特解. 为了求出 （ id 的通解，我们必须先解相关的齐次方程. 

y m - + 11夕’ 一 6) = 0. 

在例 9 中，我们知道后者在（-⑺，》上的藤是 IS 此， （ 11 ) 的麵是 

y = y e +yp= ■ 

另一种叠加方法本节的最后一个定理在 4 . 4节求解非齐次方程的特解时非常有用. 
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fegl ‘墨■】叠加原理-非齐次方程 

令'， y Pt - …％是》阶非齐次线性方程 （7) 在区间 J 上对应于々个不同函数扪 ，沿 ，…， 
&的々个特解，也就是设&表示对应于微分方程 

a„ (x)y M + a„-i ( 工 ）/" -0 H -+ a x (.x) y f + a 0 (x)y = g.Cx) (12) 

的特解，这里 z = l ， 2, … 々，则 

y p = y Pi (x) + y Pi (x) H - h y Pi (^) ( 13 ) 

是方程 

a„ + a„- x {x)y^ l) 十 … + a, (j:)/ + a 。（1 ) 3 / = & (_r) + (x) + … + g*(x) (14) 

的特解. 

证我们只证明 6 = 2 的 情形. 令 L 是 （8) 定义的微分算子 ，令力， （3和3^ U ) 分别是非 
齐次方程 L(30 = gl U ) 和 L (: y ) = g 2 U ) 的特解.若定义 y P = y Px U )+ 私 ( x ), 我们将证明 3 v 
是 L (: y ) =gi ( x )+ g 2 ( jc ) 的特解 • 再由微分算子 L 的线性，有如下结果 成立： 

L(y p ) = L{y Pi (x) +y P2 U)} = Liy^ (x)) +L(y h (x)) = gl (x) +g 2 (x). U 

till 叠加原理——非齐次微分方程 

请读者证明： 

y Pi = — 4/ 是 / — 3 / + 4 ： y=_16.r 2 +24jr — 8的特解， 

3 V = A 是+ 4 >V = 2 产的特解， 

^ = .re " 是 y'— 3 3 / + 4 ； y=2:re I — e r 的特解 . 

根据定理 4. 7 中的 （ 13) 可得 ％,，％ 2 , 的叠加 

y = y Pl + yp, + ^P 3 =-4x 2 +e 2 j +xe" 

是方程 y " - 3, y / +4 y = - 16 P + 24 x - 8 + 2 e 2j + 2 xe r - 

tx ) P 2 ⑺ ^3 U> 

的解 . B 

注若 3 ^ 是 （12 ) 的特解， i=l, 2 , k, 当方程右边等于 
Cj gi ix) +c 2 g 2 (_r) + …+ c k g k (x) 


时，那么线性组合 

y , = c , y Pi + c 2 y Pz H - ^ c k y Pl 

也是 （14) 式的特解，这里 c , 是常数 • 

在精确地解齐次和非齐次线性微分方程之前，我们需要在下一节给出另外一个定理. 

注这个注释是 1. 3节末尾注释的延续，继续简要地说明动态系统 ■ 

数学模型为 n 阶线性微分方程 

a n ( Oy M + 0^(，）^"— n + … + aAt)y + a ( i ( t)y = g ( t ) 

的动态系统称为 》 阶线性系统 （ l inear s y stem) . «个时间变量函数）（0，）（’），’••， 
3/" n ⑴是系统的状态变量 （state variable). 它们在 Z 时刻的值就是系统的状态 （state of 
the system). 称函数 g •为输入函数 （input function) 、 施迫函数 （forcing function) 或漱发函 
数 （excitation function). 微分方程的解 y ⑴称为系统的输出或响应 （output or response of 
the system). 在定理 4.1 的条件下，输出或 响应 〆 i) 是由 4 时刻时的系统输入和状态唯 
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一决定的，也就是由初始条件 yU )， y ( t 0 ), y "—— 1 ) ( t 。） 决定的. 

为使动态系统是线性的，系统需要满足定理 4. 7中的叠加原理，即系统的响应是 
叠加的输入产生的叠加 输出. 我们已经在 3. 1节中学过一些简单的线性系统（一阶线 
性方 程）； 在 5.1 节中，我们将学习二阶微分方程的线性系统. 

练习 4.1 

4 . 1 . 1 初始值和边界值问题 

在习题1 〜 4中，指定区间上所给出的函数族是微分方程的 通解. 求函数族中的一个函数，使之成为初始 
问题的解. 

]. e J + r . e " J , (— oo . oo ) ; y ' — y ^ 0 , 3；(0) = 0, y (0) = l 

2. e 4 , 十 Qe 。 ，（一 ㈤ ，…）； 3/ —4^=0, : y (0) = l ， ： /(0) = 2 

3. v = c 卜 r + c 2 jrln：r，（0，oo) ； t z y ' — xy + y = 0 ^ : y(l )=3， = 

4. y^Ci +C2 cosx-f-c 3 siru:, (一 °°，°°) ; ：y W + ：y’ = 0， ： y(7c) = 0，3" ^ n ) = 2 , y (7r) = 1 

5. ；y = q+ t . 2 p 是 a/ — / 二 o 在 （一m， 十 oo) 上的一个双参数解族，说明不能找到常数 Q 和 Q 使之满足 
初始条件 y(0) = 0，y(0) = l. 解释这个现象为什么不违背定理 4 . 

6. 求习题5解族的两个特解，使其满足初始条件 〆 0) = 0, yt 0) = 0. 

7. . r ( ? ) = flC 0 S W + C 2 S i n w 是 / + co 2 ：r = 0 在区间 （一 ⑴， + oo ) 上的通解，证明满足初始条件的1(0)=心， 

的解是 

jcit ) — Xocoswt + —sinw^. 

0) 

8. 利用习题7中 x " + Jx = 0 的通解 • 证明满足初始条件 ^ h )= x Q , ^C«o)=^i 的解是习题7中的解平 
移 G 个单位后得到 的解： 

x (, t ) — xoco ^ w^t 一 （o ) + ~sinaj (t 一 ). 

CO 

在习题9、 10 中，分别求出一个以 x = 0 为中心的区间，使得每个初值问题有唯一解. 

9. U— 2)/ + 3>. = 丁， >(0)=0, /(0) = 1 

10. + ，： v(0) = l， ： y’（0) 二0 

u . 利用习题 1 中的解族求出 /— y = o 的一个解，使其满足边界条件 y ( o )= o ’ = 

12. 利用习题5中的解族求出一 y = 0 的一个解，使其满足边界条件 〆 0) = 1 ，/(1) = 6 . 

在习题13和 U 中，所给的双参数解族是相应微分方程在区间 （一 °°，+°°)上的解_确定是否能找到满 
足边界条件的特解. 

13. y = Ci e J cosx J rc 2 e J sinx ； / —2：y'+ 2：y=0 

(a).-v(0) = l, y(K)=0 (b);yC0) = l, = 

(c).v(0) = l, ^(y) = l (d) 少 0) = 0’ +)=0 

14. y = qa- 2 +t. 2 x 4 +3 ; x 2 y '~ Sxy ^ Sy ^ Z ^ 

(a).-yC-D^0, y(l) = 4 Cb)^(0) = l, ‘v(l)=2 

(c)^C0)-3, ^(1)-0 (d) ， l) = 3, y(2) = 15 

4 . 1 . 2 齐次方程 

在习题 15 〜 22 中，确定所给的函数集在（一+°°)上是否是线性无关的 • 

15. f t U ) = x , / 2 U ) = x 2 , / 3 U ) = 4 x -3 x 2 16./,(^)=0, fAx )= x , / 3 ( x ) = d 
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17. A (x) = 5, ft (x)= :; cos z j：, / 3 (x) = sin 2 x 18./\ O) = cos2j: ， / 2 0) = 1 ， / 3 (jc) = cos z x 

19. /i (jr) — x , / 2 (^:) = x — 1, / 3 (a:) —x+ 3 20./i (jc) = 2 + ： c，/ 2 (x) =2+ | x | 

21. /i (x) = 1 + x, f 2 (x) =x, / 3 (x) =^ 2 22. fi (^:) = e x , f 2 (.x)=^e~ x , / 3 (_r) = sinh:c 

在习题 23 〜 30 中，证明所给的函数是微分方程在指定区间上解的基本集，并形成通解 . 

23. y-y-l2y = 0 } e _3x , e 4j ,(― ⑴，十 oo) 

24. y / — 4^ = 0 ； cosh2:r ， sinh2 ： c ， （一⑺， H~°°) 

25. ： y 〃一 2y+ 5) 二 0; e x cos2j:, e x sin2x, ( — 00 ， +oo> 

26. 4/—4：/ + ：y = 0 ; e x/z , xe j/2 , ( —°o ， + 00 ) 

27. x 2 /—6 j ：： y ’ + 123 ；= 0 ; j 3 ， z 4 ，（0，+ co ) 

28. X 2 y f xy y = 0\ cos(ln x) , sindn x), (0 , 00 ) 

29. x 3 ^ + 6 x 2 /- f 4 xy -4^ = 0 i x , x 一 z ， x — z ln ^，（0， 00 ) 

30. ;y (4> +;y" = 0; 1 ， x ， cosx, sinx ，（一 00 ， 十 00 ) 

4.1.3 非齐次方程 

在习题 31 〜 34 中，证明所给的双参数函数族是非齐次微分方程在指定区间上的通解 . 

31. /-7 y + 10 y =24 e " 

3» = oe 2j: +c z e 5x + 6e J , ( —°°， H -00 ) 

32. 

y^qcosx + czsinjc + isirur+CcosjOlrKcosjr) ， (― 兀 /2 ， rt/2) 

33. /-4/ + 43；=2#十4_2：-12 ; 

= C] e 2J + c 2 xe 21 + x z e 2x + x - 2 , ( — 00 ， + 00 ) 

34. 2x 2 y ， J rbxy ， J ry^=J： 2 —-r ； 

y=c t x- V2 +c t x-' +^x 2 ~^x, (0, 00 ) 

35. (a) 证明 : y Pl y Pl =_r 2 +3_r 分別是如下方程的 特解： 

/-6y-f 5^--9e 2j: 


及 

y —^ y ' by = Sx 2 + 3工 _ 16. 

( b ) 利用 （ a ) 求出如下方程的 特解： 

y " — %y + 5) = 5工 2 + 3 o ■ — 16 — 9 e 21 

和 

/ 一 6 y + 5 ；y =— 10 x 2 一 6 j + 32 + e 2 ' 

36. ( a ) 求 / + 2; y =10 的一个特解 • 

( b ) 求 y +2 y -=- Ax 的一个特解 ■ 

( c ) 求 / + 23<=-4 x +10 的一个特解 • 

( d ) 求 /+2^=8 x + 5 的一个特解. 


讨论题 

37. 令„=1，2, 3，…，讨论如何利用和 DV"=»! 来求解所给微分方程的通解， 

(a)/ = 0 (b)y- = 0 

(c>y° = 0 (d)/=2 

(e)^ = 6 ⑴， =24 

38. 设和光 = e_: 是齐次线性微分方程的两个解-解释: V 3 =co 如和力 =sinkr 为什么也是方程 的解. 
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39. ( a ) 证明 yi = : r 3 和; y 2 = I i 丨 3 是微分方程 _ r z / — 4: c / + 6; y = 0在区间 （一 oo ，+«0上的线性无关解. 

( b ) 证明 W ( yi ， ％)=0对所有实数: r 成立.这个结果违反定理 4. 3吗？请解释. 

( c ) 证明 Y ,= x 3 和 Y z =? 是 （ a ) 中微分方程在（一⑴， +«>) 上的线性无关解. 

( d ) 求微分方程的一个解，使其满足 〆 0) = 0, /(0)=0, 

( e ) 根据叠加原理定理 4. 2,线性组合和是微分方程 的解. 讨论这些线 
性组合中哪些是微分方程在（一 c «，+«=) 上的通解. 

40. 函数 /“：!：）= f +2 , / 2 U ) = e 〃 3 组成的集合在（一《=，+°°)上是线性相关还是线性无关的？讨论之. 

41. 假定 ， y 2 , …，％是常系数》阶齐次线性微分方程在（_°°， + oo ) 上的 A 个线性无关解.根据定 
理 4.2 知％ +1 =0也是微分方程 的解. 解 yi ， ％，••，力， 力 + 1 组成的集合在（一 °°，+°°)上是线性 
相关还是线性无关的？讨论之. 

42. 设％， A ， …力是常系数《阶齐次线性微分方程的 * 个非平凡解， k=n + l . 解;^，： V 2 ,…於组成的 
集合在（一 oo ，+ oo ) 上是线性相关还是线性无关的？讨论之 • 

4.2 降阶法 

二阶线性微分方程的研究是非常吸引人的，也是非常重要的.齐次方程 

a 2 {x)y + fli ix)y + a 0 (x)y = 0 (1) 

的解: y , 是定义在区间 J 上的非平凡解，但我们也可以求得它的第二个解 本节的基本思想 

是形如 （1) 的方程可以通 过用义 换元将其降为一阶线性微分方程，然后通过求解一阶微分方 
程，得到 （1) 的第二个解力 • 

降阶法 设％ 表示方程 （1) 在区间 J 上的非平凡解，我们要求它的第二个解力， 使得％ 
和 A 在区间/上是线性无关的.由 4. 1节知，若: yi 和火线性无关，那么它们的商: yz / jyi 在了 
上不是一个常数，即有 aUVaCoOsmCx ) 或 ： y 2 (_ r ) = “ U )%(； c ) 成立.这种方法称为降阶法， 
因为我们必须由一阶线性微分方程 解出心 

_通过降阶法求第二个解 

给定 /_y = 0 在（一 oo , + oo ) 上的一个解力 = e % 用降阶法求它的第二个解力 • 

解若(:= ， 则由乘积的导数法则得 

y = Me J + e^u\ y f = ue x +2e*V +e x u\ 

从而得 

y — y = ( u + 2u) — 0. 

因为 y 參0,所以从最后一个方程得 “〃+2 t / = 0. 如果用 ™ = 换元，那么用 M 表示的二阶线 
性微分方程可写为 w/ + 2 w =0 ， 这是用 w 表示的一阶线性微分方程.利用积分因子 e2 、 我们 
有 d [ e 2 : W ]/cLc = 0 成立，对其求积分，得到 w = c ie — 21 或“’ = qe — 2 ' 再求一次积分，可得 

u =— yC ! e ~ 2 x + c 2 . 因此 


y — uCx^e 1 =— Y e X + CzeX - ( 2 ) 

$ C2=0 , 一2,则可得第二个解力 = e —' 因为 W ( e % e— 对所有工均成立，所以这 

两个解在（一°°，十 0 °)上是线性无关的. ■ 
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我们前面已经讲过 A =¥和 y 2 = e^ 是二阶线性方程两个线性无关解，实际上 （2) 式就是 
y" —_y = 0 在（一 oo，+oo) 上的通解. 

一 般情形 用 a 2 (x) 去除 （1) 式的两端，则可得到 （1) 的标准型 

y ， + P ( x ) y ， + Q ( x)y = 0, (3) 

这里 P(ar) 和 QU) 是区间 J 上的连续函数，令 （3) 式的一个已知解是％ (: r)， 并且在区间 f 上有 
jmCx ) 尹0成立.如果定义:(工），那么有 

y = W3M 十 ： yi w ， ：y = wyi 十 Lyi u 十: y! w ， 

》〃 + Py’ + Qy = m [: yi" + Pyi r + Qyi] + y\u + (2^1' + PyOu = 0. 


0 

这蕴涵着 

u + (2^ ； 1 + Pyi)u = 0 或： yitt / + ( 2 y \ + Py^-w = 0 , (4) 

其中 W = z /. (4) 中后一个等式是线性的和可分离的 • 分离变量并求积分，可得 
^ + 2 ^dx + Pdx = 0, 

w : Vi 

In I vuy \ I =— jpdx + c 或 voy ^ = 

我们从最后一个方程中解出利用再求一次积分，得 

「 e 十廿 

u = cj — j—Ax + c 2 . 

J yi 


= 0，可以从求出方程 （3) 的第二个解 

e - JpU>dx 


yz = yi 


可以验证 （5) 中定义的 


2 (1)满足方程 （3), 并且力和 


dx . ⑸ 

%在任意％ ( x ) 不为零的区间上线性 


无关. 

MB 公式 (5) 定义的第二个解 

函数力是方程 — 3;r y + 4：y = o 的一 个解. 求这个微分方程在 （0， + o °) 上的 
通解. 

解 由方程的标准型 

y — — y ' + —^y = 0, 


我们可从 （5) 中得 


yz = 

— 


「 e 3 l dl/ . 


d.r 


. e 3jdx/x ^ e lTU：3 = x z 


dx 


- lnx . 


在 CO , + co ) 上的通解为； ysq %+ C 2 ： y 2 ， gp 3 - = c , x 2 + c 2 J ： 2 lnjr . 

注 （i ) 这里用到的公式 （5) ，在下一节以及 4 . 7、 6.2 节中都要用到，利用它可以大 
大简化 求解的 过程. 至于是否需要牢记 （5) 式或是否需要 了解降 阶法的 第一个原理还 


■ 
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要看学习的需要. 

(ij )降阶法可以用来求形如 a 2 ( j ：) y / -\~ a l (: c ) y 十如 ( j：)y = g ( x ') 的非齐次方程的 
通解，而无论其相关齐次方程的解％是否 知道. 请见练习 4.2 中的习题17〜 20. 


练习 4.2 

在习题1〜16中，函数 ^(1) 是所给微分方程的解. 

I. / — 4/ H -4 y ^0； : y 】= e 2j: 

3. y+16jy=0; 

5, y r ， ~y = 0 ； y\ ~ coshx 
7. 9/—12y + 4：y = 0 ; 产 3 

9. x 2 y r， —1 xy = 

II. xy ， J ry =0^ =-\ nj ： 

13. j: 2 ^ —+ 2y~0 ； yi =xsin(lnx) 

15. ( l -2 x - J ： 2 )/+2 (l + j：)y ~2 y = 0； =x + l 

在习题 17 〜 20 中，函数 y,(:r) 是相关齐次方程的解.利用降阶法求所给齐次方程的第二个解％ 

齐次方程的一个特解. 


利用降阶法或公式 （5) 求第二个解 M(x). 

2. y~\-2y f + y = 0 i y, =^e~ T 

4. ： y 〃 + 9 ： y 二 0; y^sinZx 
6. y f — Z^>y = 0\ = e ^ 

8. 6 y + y — > —0； yi = e x/3 

10. x 2 y r ， -\~2xy = ^ 2 

12. 4 xV + y =0; yi = x 1/z lnx 

14. :r 2 /_3a：y 十 5：y=0; y } = x 2 cosCItlx) 

16. Cl — ：t 2 )/ 十 2jV = 0; yi ^l 


r) 及非 


17. / —4 ： y 二 2; : vi =e‘ 21 
19./ —3/ + 23 ； = 5e 3x ; 


18. y ' + ：y = 1; : yi = 
20. y r —4/+ 3 y = x ； 


讨论题 

21. ( a ) 证明二阶方程 a / + 6;/+o； = 0 至少有一个形如的解， a、 6、 c、m, 均是常数. 

(b) 解释 u) 中的微分方程为什么一定有一个形如 M = e "‘ 2 lA = J:emi ’ 解， mi 、 m2 是常数_ 

(c) 回顾习题 1~8. 请解释 U)、（b) 中的结论为什么和习题3〜5的答案不矛盾. 

22. 证明％ (幻=尤是工 / — ^y + ：V = 0 的解. 用降阶法求它的第二个解这个解的形式为无穷级 
数. 求力 （ i) 的定义域. 

计 算机实 验作业 

23. (a) 证明 是 ly" 一 （i + l 0 )/ 十丄办二 0 的解 • 

(b) 利用 （5) 式求第二个解 AU). 用 CAS 软件计算所需要的积分. 

10 1 

( C ) 用定理 4. 2的推论 （ a ) 解释为什么这第二个解可以写成 ％ ( . r) = § ^y- r "- 


4.3 常系数齐次线性方程 


我们已经学习过一阶线性微分方程《是常数，在区间（一°°，+°°)上有一个 
指数解 3； = c , e -' 因此，我们自然会想到是否所有定义在（一 +°°)上的齐次线性高阶微 

分方程 

a „ y <n) 4 n 十… + a 2 y f + a , y ' + a 0 y = 0 ⑴ 

都有指数解， 賴 ㈣ ， 1，…，《都是实常数，并且以 0. 意外的是⑴的所有解都是 
指数函数或用指数函数构造的函数 • 

辅 助方程 我们先考虑一个特殊的二阶方程 

ay " + by ' + cy = 0. (2) 
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检验是否是 （2) 的解，把 y = mr 及/=爪 2 ^代入方 程⑵得 

am 2 e mr + 6 we mr + ce ™" = 0或 e ™ 1 { am 2 + bm + c ) =0. 

因为对所有 x 都不为零，所以指数函数满足微分方程 （2) 唯一的可能是 m 是二次方程 

am . 2 + 6 m 十 c = 0 (3) 

的根. 这 个方程称为微分方程 （2) 的辅 助方程 （auxiliary equation). 因为 （3) 式的两个根是= 
(一6+76 2 — 4uc)/2a 和 m 2 = {- b -^ b 2 —^ ac )/2 a , 所以， （2) 的一般解有三种形式，分别对应 
于三种 情况： 

•叫和叫是实数，并且不相等（6 2 — 4 沉 >0). 

•州是实数，并且是相等的（6 2 —4沉= 0)_ 

•叫和 m 2 是共轭复数叻 2 -4 ac <0). 

下面我们依次讨论这三种情形_ 

情形 I :两个不同的实根在方程 （3) 有两个不相等的实根叫，肌 2 的假设下，我们可以 
求出两个解; y , =6"^ 和: y 2 == e ^' 可以证明这两个函数在（一°°，+°°)上是线性无关的，因此 
它们形成了一个基本解组，由此可得 （2) 在此区间上的通解是 

3, = c , e m ^ + c 2 e m ^. ⑷ 

情形 I :两个相等的实根当7^=7^时，我们只能得到一个指数解: yi = e mi ' 从二次方 
程中我们可以求出叫=— 6/2 a , 因为只有此时才有叫==叫，并使得6 2 —4虹= 0成立.由 4. 2 
节中的 （5) 式可知，方程的第二个解为 

y 2 = e™* 1 ] = evjdx = -re".^. ⑸ 

在 (5) 中，我们利用了一6/^ = 2/^这个条件.那么，方程的通解是 

3 , = Cl e m > x + c 2 xe m > jr . ( 6 ) 

情形]1[:两个互为共轭复数的解若叫，叫是复数，则可以写成饥！=«+矽 
这里 a 、 ^>0且是实数， i 2 = - l . 最后，同情形 I 一样，我们有通解 

尸 C , e ( ^ )x + C 2 e l ^\ 

但是，实践中我们更喜欢使用实数而不是复数.为了解决这个问题，我们可以使用欧拉公式： 

e '^ = cos 6+ isin (9» 

这里 0 是任意的实数 . e 那么，接下来就有 

= cos^c + isin|2r 和 e— 哄 = cos 阼一 isinp (7) 

成立，这里用到了 cos(—p_r) = co S ；ax 和 sin(— 和）=一 sin/fe. 把 （7) 式的两个方程先相加，然 
后再相减，可以分别得到 

已讲 + e — 吹= 2 cos /3 r 和 e 炉一 e 1/& = 2 isin / ic . 

因为 y = Cie u + 扣 + C 2 —- 郎是 （2) 的解，对任何 Cn C 2 都成立，依次令 (^ = 0 = 1 和 c 1 = l 

o 欧拉方程的推导 是把 ㈣ 代人 Macla _ 级数 e *= 中，= — 1 ，卜―(，…，然后把级数分成实数和虚 

数部分.根据有关性质，再用 e i (? 的定义 cos 0+ isin 0， 等式两边相等即可. 
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C 2 = — 1，得到两 个解： 

夕】= e (d 护I + e (r 讲I 和夕 2 = e <crfi ^ )j: — e (a_ 阀工. 

但有 

: Vi = ^ ( e 1 ^ 十 e— 讲）= Ze^cospjc 
和 

yi = (e^ — e— i/3r )= Zie^sin/Sx 

成立.因此由定理 4.2 的推论 （A) 得，上面最后两个结果说明 e« C0S /?x 和# sir^r 是 （2) 的实 
解.此外，这些解在（一㈤， +〜） 上形成了一个基本解组，因此，通解是 

y = Ci cos/2r + qe^sin^r = e 01 (c] cos/3r + c 2 sin^r )• (8) 

_ 二阶微分方程 

解下列微分方程. 

(a)2y /_ 5^ / — 3夕= 0 (b) y —103 ,/ + 25^~0 (c) y r ~\~7 y = Q 

解 先写出辅助方程，再求出辅助方程的根，最后再写出相应的通解. 

(a) 2m 2 — 5m — 3 — (2m + l) (m—3) , twi = —1/2, m z — 3. 

由 （4) 式得， x/2 +c 2 e 3x . 

(b) w 2 — 10w + 25= {m — 5 ) 2 ， mi ~ m z — 5. 

由 （6) 式得， 

(c) m 2 +4m + 7 = 0, rru = ^2+V3i» m 2 — — 2—i. • 

由 （8) 式并令 —2，/?=V3 » y = e ~ u { c l cos V3 x + (T 2 sin V^x). ■ 

MB 初值问题 

解 4/ + 4y + 17：y = 0， ： y(0) = — 1， /(0)-2. 

解由二次求根公式，我们可以求出辅助方程 4 m 2 + 4 m + 17=0 的根是 m】= — l/2 + 2i， 
m 2 = —1/2 —2u 因此，由 （8) 式我们有: y = e-/"(CiCOsSx + Czsir^x), 利用条件: y(0) = — 1，可从 
e° (ci cosO+c 2 sinO) = — 1 中解出 q = — 1 .对 y=^ xn ( — cos2x+c 2 sin2:r) 求微分并利用 y (0) =2, 

可得 2c 2 +1/2 = 2或^ =3/4. 因此，初值问题的解是 y=e— i/2 ( —cos2:r+|~ S in2:c)_ 在图 4. 4中， 


我们可以看到这个解是不稳定的，当 I— + ⑺时， y -^0, : r— 一00 时 I ) I — +oo. 


应该知道的两个方程 两个微分方程 

:/ + 是 2 ：y = 0和 y f — k z y = 0, 

其 中&是 实数，它们在应用数学中是很重要的.就/ + 
= 0 来说，辅助方程 m 2 +P =0只有虚根 m , =如和 
m 2 = - k \. 令 (8) 中的 a = 0 及则微分方程的通解为 
y = c^coskx + c 2 sinfer . (9) 

另一方面， /— 0的辅助方程=0有两个不同 
的实根，々和 w 2 = —々，因此由（ 4 )可知，微分方程的 
通解是 

尸 Cl e fa + c 2 e 士. （10) 


y 



图 4.4 
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注意，若分别令 （10) 中的 Cl = C 2 = l /2 和 Cl == l /2, c 2 = —1/2,则可以得到特解 y = l /2(^ + 
e -te ) = cos h^x 和; — e — 41 ) = sinhAa :. 因为， cosh&x 和 sinh/fex 在 jc 轴的任何区间上都 
是线性无关的，因此 /—Py = 0 的通解的另一种形式为 

y = Ci cosher + c 2 sinhfer. (11) 

请参考练习 4. 3 的习题41、42、 49. 

高阶方程 一般地，解形如 （1) 的《阶微分方程，其中 a ,，i = 0, 1, n 都是实常数， 
我们必须解 n 次多项式 

a „ m n + + ••• + a 2 + a x rn -\- a 0 = 0. (12) 

若 （12) 的所有根都是实数，并且都不相同，则 （1) 式的通解为 

3 ； = c ie m ， +c 2 e m ^ H - hc„e m »". 

要想归纳高阶方程在情形 n 和情形瓜的情况是很困难的，因为次数大于2的辅助方程的根有很 
多种组合 形式. 例如，一个五次方程可能有五个不同的实根，也可能有三个不同的实根和两个 
复根，也可能有一个实根和四个复根，亦或有五个相等的实根，亦或有五个实根，其中两个相 
等， 等等. 当是《次辅助方程的&重根时（即有&个根等于 Wl )， 那么它的线性无关解是 

e m '" , xe m ^ , jc 2 ， x M e ， 工， 

通解是线性组合 

+c 2 xe m ^ +c 3 x 2 e m ^ + … +“x 卜 1 

最后，读者应该记住当方程的系数是实数时，辅助方程的复根总是以共轭的形式成对出现.因 
此，我们可知三次多项式至多有两个复根. 

_三阶微分方程 

解 y ， x ， J r 3 y ， —4 y = 0. 

解 请读者自行证明 m 3 +3 m 2 — 4 = 0的一个根是^=1，因此 m — 1是 m 3 +3 m 2 —4 = 0 

的一个 因式. 通过因式分解，我们可得 

m 3 4- 3 m 2 — 4 = (rn — l )( m z + 4 tw + 4) = (m — 1) (m + 2) 2 ， 

所以其他的 根是％ =叫=— 2. 因此，方程的通解为 2 "+ C 3 ie —■ 

MB 四阶微分方程 

解 0 + 2 S + y=O . 

解 辅助方程是 w 4 +2 m 2 + l = ( m 2 + l ) 2 =0， 它的根是叫=7« 3 =1和 = — i . 因此 
由情形 n ， 可得解是 

y = +C 2 e— + Csxe^ + C 4 xe- ; ' 

利用欧拉公式，新标记常数以后可改写为 

c-i cosx + c 2 sinx. 

类似地， •r(C 3 e lI +C ： 4 e— 可以写成 •rCQCOSJc + qsinx ). 因此，通解是 

y = C\ cos;c +〔2 sinx + C3 j:cosx + c\ xsinx. ■ 

例 4 说明了一种特殊情形，就是当辅助方程有重复根的 情形. 一般地，若^=£* + ^(々>0)是 
实系数辅助方程的&重复根，那么它的共轭复数叫=(1_诏 也是々 重根.由方程2 々个 复值解 
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e <«+ i^)i fX 2 e (^x ^ ... 

e (「和 , xe ^ )l: ,^ 2 e ( ^ u ，― 

我们可以得出，利用欧拉方程，对应微分方程的通解一定包 括找个 线性无关实解 
e w cosmic ，: ce ra cos ^ Sr ，工 2 e M cosmic ，…， o :*— 1 e * 1 cos/Jr 
e 111 sin/Jr ^ e 01 sinjgr , x 2 e aI s ' m^x , ••- e 01 sinj 2 r 
的线性组合.在例 4 中 ， k = 2, Q = 0, j 8= l . 

解常系数微分方程最难的地方是求解二次以上辅助方程 的根. 例如，解 3，+ 5 / + ioy 
— 4^ = 0，我们必须解 3 m 3 十 5 w 2 +10 m —4 = 0. 我们可以先检验这个方程是否存在有理根•若 
m , = p / q 是整系数辅助方程 a „ rw " + …+< 2 ! w + a 0 =0的有理根（用不可约分数表示），那么夕是 
cio 的因子， 9 是《„的因子 • 对于这个三次辅助方程，如=—4和〜= 3的因子是/>: ±1, ±2, 

±4和 g : ±1，± 3 ,所有可能的有理根为户/心±1，士 2 , 士 4 , 土|，±吾，±音-这些根 

可以逐一检验，也就是说，用综合除法 检验. 用这种方法，我们可以找到％ =1/3和因式分解 
3 m 3 + 5 m 2 + 10 m — 4 = Jim — 1/3) (3 w 2 + 6 m + 12). 

通过二次根的公式可以求出另外的根是 w 2 = — l +# i 和 m 3 = - l - V 3 i . 因此， 

3/ + 5/ + loy — 4 ;y = 0的通解是: y = Cl e x/3 + ( c 2 cos ^3 x + c 3 sin V 3 x). 

计算机的使用求多项式的根或根的近似解可以用计算器或计算机软件解岀 • 计算软件 
Mathematics 和 Maple 都能按照代数公式解小于五次的多项式方程（只含有一个变量） • 例如上 
一段中讲到的辅助方程，在软件中用命令 

Solve[3m A 3 + 5m A 2 + 10m — 4 = = 0 ， m ] (在 Mathematica 中） 
solve(3* m A 3 + 5* m A 2 + 10* m — 4 ， m) ; (在 Maple 中） 

就会立刻得到它的根， 1/3 ， -1+V3i, -1-V3i. 对于更高次的辅助方程来说，可能需要使用 
Mathematica 中数值计算的命令，例如 NSolve 和 FindRoot. 因为这些软件解多项式方程的能 
力非常强大，所以可以很容易解出齐次线性常系数微分方程的显式解 • 例如，分别输人 
DSolve[ytx] + 2yTx] + 2y[x] == 0 ， y[x] ， x ] (在 Mathematica 中） 
dsolve(diff(y(x) ,x $2)+2* diff(y(x) ， x) + 2* y(x) = 0 ， y(x)) ; (在 Maple 中） 

就会得到 

「 n 、 Cr 2 lCos [ x ] - C [ l ] Sin [ x ] 

y[xj —> - gi - 

和 

y (x) = _ Clexp (— x)sin(x) + _ C2exp (— x)cos(x) (13) 

解释一下，它表示 y = c 2 e—'cosi + qe —' sinj ： 是 ： y "+2/+ 2 ;y = 0 的解. 

在 Ralph Palmer Agnew e 写的经典教材 《Differential Equations》 中，有以下 解释： 

期望学生在本课程中学会用计算机或其他能解像 （14) 这样的方程的软硬件是不合理的 

0 McGraw-Hill，New York, 1960. 
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4. 317 ^ + 2. 179 £| + 1. 416 £| + 1. 295 ^ + 3. 169^ = 0. (14) 

尽管计算机软件的计算能力在未来几年是否会改进是有争议的，但是毫无疑问，计算技术一定 
会不断进步的.如果能使用计算机软件，方程 （14) 是可能用其来计算的.在简化和重新标记输 
出结果以后， Mathematica 给出了如下（近似） 通解： 

3 ； ^ Cl e - 0 - 728 852 " cos (0. 618 605: c ) + c 2 e —。. 728 8521 sin (0. 618 605^) 

+ c 3 e 0 - 476 4781 cos (0. 759 081 x ) + c 4 e 0 - 476 478 i sin (0. 759 081 j ). 

我们注意到 Mathematica 及 Maple 中的命令 DSolve 和 dsolve 像任何 CAS —样，都有它们的局 
限性. 

最后，如果要解四阶微分方程的初值问题，那么我们必须要解一个由四个线性方程构成的 
方程组，即用微分方程的通解和初值条件解四个未知变量（通解中的 c 3 , c 4 ). 用 CAS 
解方程组可以节省很多时间.请参考练习 4. 3中的习题63、64和第4章复习题中的习题 35. 

练习 4.3 

在习题 1 〜 14 中，求解二阶微分方程的通解. 

I . 4/+ y=o 

3. y — 6^=0 

5./+8y + 16 尸 ◦ ' 

7. \2y-5y-2y = 0 
9. /+9 尸 0 

II. y ’一 4)'+5 ：y = 0 

13. y~0 

在习题 15 〜 28 中，求解高阶微分方程的通解. 

15. ，一 4/— 5/=0 
17. / —5 ： y"+3 ： y’+9 ； y = 0 

19 . 發 + 5- 2 «= 0 

21. / + 3/ + 3/ + ^ = 0 
23. ，)+，+ / = 0 
25. 16 0 + 24 0 + 9y = O 

在习题 29 〜 36 中，解所给的初值问题. 

29./+16尸0，3-(0) = 2, j /(0) 二 一 2 

so . 杂+ 广。， ^( y )^ 2 

31. 4 髮 - 5 ?二 0 ，: v ⑴二 0 ，: y ' G )^ 2 

32. 4/-4 y — 3^ = 0, 3；(0) = 1，/(0) = 5 

33. / + ：/ + 2 y = 0, ： y (0) = ;/(0) = 0 


2. y ， ~36y=0 
4. y , -3y ， J r2y^0 
6 . y — IO 3 / 十 253/ = 0 
8. y J r^y ， — y = 0 

10. 3/+：y = 0 

12. 2y ，J r 2y^ y = 0 
14. 2y f， —'iy ~\-^y = 0 

16. — y=0 

18.^ + 3/-4/-12^=0 
20 - 4j=0 

22.，一6/ 十 12：/-8尸0 
24. y 4 )—2/ + ：y = 0 

26 - &- 7 &- 18 f 。 

28 . 2 &- 7 砮 +12 £ +8 & =0 





在习题 37 〜 40 中，解所给的边界值问题. 

37. /-10 y + 25 y =0, ^(0) = 1, >.(1)=0 

38. / + 4 y =0, 3>(0)=0， y (7 r )=0 

39. / + 尸0， /(0)=0，>/(号 ）=2 

40. /-2y + 2y=0, >>(0) = 1 ， yU) = l 

在习题41和42中，先用形如 （10) 的通解解所给的问题，再用形如 （11) 的通解解之 

41. y " 一 3)=0， ； y (0〉 = l ， ； y ’（0) = 5 

42. ： v " — ：y = 0， ： y (0) = l ， y ( l )=0 

在习题 43 〜 48 中，每个图形分别表示了下列微分方程一个特解的图形. 

{a)y / —Sy—Ay = 0 (b)/+4y=0 (c) y f， + 2y y = 0 

(.d)y ，J ry = 0 (e)y f ， ~h2y ~\~2y=0 (f)/ —3 ： /+2 尸 0 


找出每个解曲线对应的微分方程，并给出理由_ 
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49. 回顾 1.3 节中关于下滑链条的讨论，并考察图 1.21. 

U ) 用本节 （11) 的形式求解 1. 3节微分方程 （16) 的通解， 


( b ) 求满足初始条件的特解. 

(C) 设链条的总长度为 L =20 ft , x„ = l . 求链条滑离支撑点时的速度 • 

讨论题 

50. 回顾方程 （13). 注意，当我们重写计算机产生的解时，一 C [ l ] 会变为 + Cl . 为什么我们能这样做？ 

51. 三次辅助方程的根是叫=4， m 2 = ot 3 = — 5 ,那么相应的齐次线形微分方程是怎样的？答案唯一吗？ 
讨论之. 

52. 实系数三次辅助方程的两个根是饥 ! = — 1/2, 叫 = 3 + i . 相应的齐次线性微分方程是怎样的？ 

53. 求/" + 6/ + ：/ — 34 y = 0 的通解，已知 yi = e — 4 I cos • r 是它的一个解• 

54. 考虑微 分方程 尤 /+/ 十： 1 ： 3/ = 0 或 / 十 （1/ j :);/ 十 ; y=0, x>0. 讨论如何从后一个方程识别出当工 一 + 
oo 时解的 性态. 用数值求解程序证明之. 

55. 为了解 y 4> +： y =0, 我们必须求出 m * 十1 = 0的根.用 CAS 可以很容易地解决这个问题，但是利用复 
数来手工计算也相当方便.由观察知， m 4 +1= ( m z +1) 2 —2 m 2 , 这个对我们有什么帮助呢？解这个 
微分方程. 

56. 考虑二阶常系数方程 /+6/ + q =0. 

( a ) 若 y (: r ) 是方程的解，讨论当6、 c 满足什么样的条件时，有= 0成立 • 

( b ) 讨论6、 c 满足什么样的条件时，微分方程有满足边界条件： V (0) = 0, >>(1) = 0 的非平凡解. 

57. 考虑边界值问题 / + Ay = 0， y (0)=0， ： y (7 t /2) = 0. 讨论是否可以求出 A 的值，使问题有 （ a ) 平凡解， 
( b ) 非平凡解. 

58. 在微积分中，形如的不定积分可以用分部积分法做两次运算，合并等式右边的原积分，然后 

可以把原积分解出来，等式左边可得原积分与一个常数的乘积 < eaI/(x)dx ‘然后积分的值可以通过在 
等式两边同除以得到.讨论当/是什么类型的函数时，前述的计算方法是有效的 •答案 应由一个微分 
方程得到.仔细分析这个微分方程并解出 /- 

计 算机实 验作业 

在习题5 9 〜62中， 请用计算机解辅助方程或直接求得微分方程的通解。如果使用 CAS 求得通解，请简 
化输出；若有必要，请用实函数表示该解。 

59. y w -6 y ， J t 2 y ^- y =0 

60.6. 11^ + 8. 59/十 7. 93：/ + 0. 778) = 0 

61. 3. 15 y U) —5. 34/ + 6. 33>>' — 2. 03尸0 

62. y 4) +2/ —V + 2 ：y = 0 

在习题63、 64 中，用 CAS 软件解辅助方程’并得到微分方程的通解。然后把初始条 件代人 通解中，再用 
CAS 解方程组可得到系数 G ， ；=1，2, 3, 4_ 

63. 2) (4) +3/"_16/+15 ： /_4 尸 0 ， y{0) = ~2, ^(0) = 6, /(0) = 3, /\0) = 了 

64. y 4> _3/ 十 3/ —y = 0, ^(0) = /(0)=0, /(0)=/(0) = l 
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4.4 待定系数—— 叠加法 e 

为了解非齐次线性微分方程 

a n y M +a^y^ + … +a l3 / + 知） = g(x) , (1) 

我们必须做两件 事情： （丨）求余函数>， （ ii ) 求 （1) 的任意一个 特解. 然后像 4.1 节中所讨论 
的，在区间上 （1) 的通解形式为 y = ： y t +： y P . 在本节中，我们将用另外一种方法解出方程的特 
解 3 V 

待定系数法 （1) 的余函数火是其相关齐次方程 十〜- 0("— ”十… +〜 y 十 
的通解.在上一节中，我们学习了如何解这类常系数方程.第一种求特解 3 V 的方法称 为待定 
系数法 （method of undetermined coefficient ). 这种方法的基本思想是猜想 力 的 形式， 这里； 
受输入函数 g ( i ) 类型的 影响. 比较明显地，这种方法只能用于满足如下条件的形如 （1) 的非齐 
次线性 方程： 

•系数 a , G ' = 0， 1， …， n ) 都是常数. 

• gU ) 是常数々，或多项式，或指数函数 e * 1 ， 或正弦、余弦函数 siri ^ x 和 cos ^ r ， 或这些 
函数的有限和、有限积. 

注严格地讲， g < x ) = / K 常教）是一个多项式函数.因为提到多项式人们不易一下想 

到常函数，所以为了表示强调，我们继续分开使用“常函数、多项式 . ” • 

下列函数是我们讨论范围内的一些输人函数 gO ) 的例子 •• 

g(x) = 10, g(x) = x 2 — 5a: , gU) = 15x —6 + 8e—S 
g(x) = sin3x — 5 xcos2j:, g(x) = xe x sinx+ (3x 2 — l)e^ 4x . 

同时， g (: r ) 也可以是下列函数的线性 组合： 

PU) = J"- 1 + … +a 1； r + a 。， FCx)e-, P(x)e-sin/3x , P(.x)e^cos^. 

这里 „ 是一个非负整数， a ， 0是实数.待定系数法不适用于 （1) 中有下列类型的 gk ): 

g(x) = Inx, g(x) = g(x) = tanx, g(x) = sin^x, 

等等. 含有最后几种 gU ) 类型的微分方程我们将在 4 . 6 节中讨论. 

常数、多项式、指数函 数产、 正弦函数、余弦函数组成的函数集合有一个明显的性质， 
就是它们的和或积的导数仍然是同类函数集合的和或积 • 因为导数的线性组合 + 
〜 i3l/ „ - n + … + ai 3 V ， + a W 必须与 gU ) 相等，所 以假设 ％ 与的形式相同是合理的 • 

接下来的两个例子说明了如何使用这种基本方法. 

_用待定系数法求通解 

解； / + 4/— 2 y =2 x 2 — 3 a ： + 6. ⑵ 

解 第一步，先解相 关的齐次方程 /十 4 /一2^ = 0. 由二次求根的公式，我们可以求得辅 
助方程 w 2 +4m — 2 = 0 的根是叫=— 2 — A ， m 2 = —2+#. 因此，余函数是 


㊀ 教师请注意：本节的待定系数法是在非齐次方程的叠加原理定理 4 . 7 上发展起来的.在 4 _ 5 节中，将会介绍另一 
种不同的方法，使用了微分芩化子的 概念. 请 斟酌- 
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y c = Cl e - <2V5 ^ + c 2 e (-. 2+VFu . 

第二步，因为函数 g ( x ) 是二次多项式，所以我们假设特解的形式也是一个二次多 项式: 

义= Ar 2 十 Sr 十 C . 

我们要求出系数 A 、 B 、 C ， 使得 3 V 是( 2 )的解.把 h 和它的导数 
< = 2如 + B 以及= 2 A 
代人微分方程 （2), 可以 得到： • 

y p + ^ y'p ^ ^yp = 2 A + 8 Ar + 4 B — 2 Ar 2 — 2 Br — 2 C 
= 2 x 2 -3 x + 6. 

因为最后一个方程的左右两端是相等的，所以 .r 幂相等的两项系数必然 相等： 
_ if _ 

, 1,1 ； r 1 1 In . 

1 -2A | a : 2 + \SA -2B |jc + \ 2A + 4B - 2C \ = lx 1 - 3 jc + 6 . 

也就是， 

— 2 A = 2, 8 A — 2 B =— 3, 2 A + 4 B — 2 C = 6. 

解方程组可得 A = — l , B =-5/2, C = —9. 因此，特解是 

3 V 一 2 -音 d 

第三步，所给方程的通解为 

7 = 力 + 心 = ri e - (2W?)j + c 2 e(- 2+ 如 - ^ - 9- 


_用待定系数法求特解 

求 3 ；〃一 y+；y = 2 sin 3 j ： 的一个特解. 

解 很容易想到特解的形式应该是 Asin3;c . 但由 sin3x 的连续微分可得 sin 3 .z 和 cos 3 x _ 
所以假设特解包括这两部分： 

y p = Acos 3 x + Bsin 3 x . 

对力求微分，并将其代入微分方程，整理后得： 

y " p - y' t + y p = (-8A- 3 B ) cos 3 x + (3 A - 8 B ) sin 3 _r = 2 sin 3 ：r 


或 


相等 


I 一 8 乂 '- 3B~| cos 3 jc + 1 3A - 8g | sin 3x = 0 cos 3x + 2 sin 3 a :. 


解方程组 


-8 A — 3 B = 0, 


可得 A =6/ 7 3, B =-16/73. 方程的特解是 


3 A — 8 B = 2， 
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y P = ^ cos 3 x — || sin 3 j ：. ■ 

如前所述，我们假定的特解心的形式是合理的，而不是胡乱猜测的.这种假设不但要考 
虑组成 g ( x ) 的函数的形式，而且如我们在例 4 中看到的，还要考虑组成余函数 > 的函数形式. 


解 


叠加法解 

- 2 y —?iy = Ax — 5 十 6： ce 2:c . 


(3) 


解第一步，首先，相关齐次方程 /—2 y — 33< = 0的解为乂 = c ie ^ + C 2 e ' 

第二步，接下来， g (: c ) 中的 4 a : — 5表明特解包括一个线性多 项式. 进一步，因为的 
导数含有 2 xe 2 j ■和 e Zj : 两项，我们也可以假设特解包括 J ： e 21 ， e 2 ' 换言之， g ■是两个初等函数 
的和： 

g ( x ) = gi ( x ) + gz ix ) = 多项式 + 指数函数 
相应地，非齐次方程的叠加原理（定理 4. 7) 表明我们可以找到一个特解 

y P = y P , + yp 2 * 

这里 ; y Pl =Ax + B ，： y f 2 = Cxe 2 l + f ： e 2 'ffi 

y p = Ax + B + Cxe Zx + Ee 2x 

代入方程 （3)， 整理后得 


y " - 2 y ' p - 3 y P =- 3Ar - 2 A - 3B - 3 Cxe 2i + (2 C - 3 E ) e 2j: = 4x — 5 + 6 工 e 2i 


(4) 


由等式我们可以得到四个方程 

一 3 A = 4, 


2 A — 3 B =— 5, — 3 C = 6,2 C — 3 E 


方程组中最后一个方程表示（ 4 )中右边的&项的系数为零.解之，可得焱=一 4 / 3 ，^ = 23 / 9 , 


C =-2, E =-4/3. 因此， 


第三步，方程的通解为 


r +f-2xe^-{e^. 


c } e~ x + c 2 e 3i — y-3：+ y 




■ 


根据叠加原理(定理 4 . 7) ，我们可以用解两个更简单方程的方法来解例 3 .可以证明，把 
y Pi = Ar + B 代人: y " — 2 y — 3 y = 4 _r — 5 

和 

y h = Cxe 2 " + Ee 2x 代人: y " — 2/ — = 6 xe 2x 

依次可得 = —去 x +23/9 和: w 2 = —(2 x + 4/3) e 2 x , 那么 （3) 的特解为 y P = y P , +% 2 _ 

下一个例子说明了有时候即使是很“明显，，的力形式的假设也不一定正确. 

_待定系数法的失效 
求/一 5：/ + 4> = 8¥的 特解. 

解#求导后还是它自己.因此，像我们在前几个例子中所做的那样，我们可以假.设特解 
的形式为紀但是把这个表达式代人微分方程后，会得到-个矛盾的结果 ㈣ #，所以 
对于》 的假设是错 误的. 这里的难点是余函数我们的假设 Ae : 已经在％中出 
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现过了，这就意味着#是相关齐次微分方程的一个解，当把代入微分方程时就一定会等 
于零. 

那么 3 V 的形式是怎样的呢？让我们看看能否从 4. 3节的情形 II 中找到一个特解形如 
y P = Are ' 

把力'=八:^+八¥和 y/eAxy + ZAe 1 代人微分方程中，整理后得 
y P — 5y p 4- ^y P =_ 3Ae* = 8e' 

从最后一个等式中，我们可以得出 A 的值为 A = — 8/3. 因此，所给微分方程的一个特解为 

% = — T xe . _ 

例1〜3和例4的差别说明我们要分两种情况考虑.第一种情况就是例1〜 3 中所考虑的. 
情形 I 假设的特解函数中所包含的函数不是相关齐次微分方程的解 • 

在表 4.1 中，我们可以看到 （1) 中相应于 gU ) 的 特解. 理所当然地，特解％的函数形式不 
能和余函数％中的函数形式相同. 

表 4.1 特解的形式 


g (x) yp 的形式 


1.1( 任意 常数） 

A 

2. 5工+7 

Ax^rB 

3. 3x z -2 

Ax 2 ~^Bx + C 

4. x 3 -x-hl 

Ax 3 十 _Rr 2 + C:r + E 

5. sinAx 

Acos4x+Bsin4x 

6. cos4j: 

Acos4:c+ Bsin4_r 

7. e 5j 

Ae 5 " 

8. (9x-2)e Sx 

(Ax+B)e 51 

9.x 2 e 5j 

(.A^+Bx + Oe 51 

10. e 3i sin4.r 

Ae 5x cos4x4-Be 3 - t sin4^: 

11. 5j: 2 sin4x 

{Ax 2 +Bx4-C) cos4x 十 （Ex 2 + Fx+G) sink 

12. xe 3j cos4x 

(Ax+B)e 3j: cosk+CCx+f^eksint 


dH 特解的形式 —— 情形 I , 

求 （ a) y" — %y' -\-2hy = Zx 3 , ( b ); y 〃 + 4^ = -^cosx 的特解形式. 

解 （ a) 这里 g(x) = (5x 3 — 7)e〜. 利用表 4. 1 中第 9 项，我们假设特解的形 式是： 
y p = (Ax 3 + fir 2 + Cr + E)e—' 

注意力 和 3 > £ = e 4i (ci cos3x+c 2 sin3_x) 中不能有相同的项 • 

Cb ) 函数 g ( x )= x C 0 ^ 和表 4 .1 中的第11项有点类似，但是我们这里用线性形式而不是二 
次多项式的形式，并用 COSX 和 sinx 代替3^中的 cos 4 x 和 sink : 
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y P = (Ar 4- B)cosx + (Cx + E ) s ' mx . 

我们再一次看到 3 V 和 + 中没有重复项. ■ 

若尽(:*:)由 m 项表中类型的函数组成，那么（如例 3) 可以把特解假设成相应于这些项的 
3 V , ， 3 V 2 ， …， ： y P „ 和的形式： 

yp = yp, +yp, + … + >v 

前述内容可以用另外一种方式表述. 

情形 I 的形式规则 3 V 是所有线性无关函数组成的线性组合，这些线性无关的函数可由 

g (： r ) 的重复微分得到. 

_ 用叠加法求&——情形 I 
求 /-9^ + 14 y = 3^ 2 -5 sin 2 x + 7 xe 61 的特解形式. 

解 相应于3工 2 ,我们假设 y fi = A _ r 2 + S:r + C . 

相应于 一 5 sin 2 a ; ,我们假设 y tl = Ecos 2 x + Fsin 2 x . 

相应于 7 xe 6 ' 我们假设 _ y , 3 =0^ r + H ) e 、 

那么，我们就假设特 解为： 

Vp — yp , + yp 2 + yp 3 — Ar 2 + Bx + C + £ cos 2 x + Fsin 2 x + (Gr + H ) e fa . 

这里没有和 3 V = Cl 产 + C 2 e 〃 里相同的项. _ 

情形 II 所假设的特解函数同时也是其相关齐次微分方程的一个解. 

下个例子和例4类似. 

EIB 特解——情形 n 

求 jy "—+ 的特解. 

解 余函数是; + 如例4，假设: sAe " 1 是不成立的，因为很明显; y r 中有一 

项 f 是其相关齐次方程 / — 2 y + y = 0 的解. 此外，我们不能从 h = 求得方程的一个特 
解，因为 xe " ■和％中的项有 重复. 我们再试一下 

y t = Ax 2 e ' 

把它代入微分方程中，得到 2 Af = e % 解得 A = l /2. 因此特解为 ■ 
再假设是由 m 项表 4. 1中的函数形式组成的，并且通常设特解为 

力=% + > v 2 + … + y Pm > ' 

这里心 ; ，2, m 是相应于这些项的特解 形式. 在情形 II 下，我们得出如下一般性的 
结论. 

情形 n 的乘法规则 若任何中包含有和>相同的项，那么 3 V , 必须乘上一个工”， 这里” 
是不会导致有重复项的最小正整数 • 

_初值问题 

解 y + y^^jr + lOsinx ， ： y (7 r )=0， ： y ’（7 t ) = 2. 

解 相关齐 次方程/+尸 0 的解为火 = c lC o S _r + C 2 Sinx ‘ 因为 gU ) = 4 j + lOsinx 是线性 
多项式和正弦函数的和，我们对 3 V 的一般假设由表 4 .1 的第 2 、5项可知是 + B 和 
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y ^ = Ccosa ' + Esin . r : 


y P = Ax + B + Ccosjt + Esinj^. 


(5) 


但是，在力中很明显有两项 COM 、 sinx 和余函数中的两项相同.这种情况可以通过给 3 V 2 乘一 
个二来解决.代替 (5) 式，我们现在用 


y p — Ax + B + Cxcosx 4 - Ersinx . (6) 

对这个表达式求微分，并代入微分方程， 可得： 

y p y p = Ar + B — 2 Csinx + 2 Ecosx = lOsirur ， 

因此有 A = 4， B -0, -2 C =10, 2 E = 0. 方程组的解可以直接 得到： A =4, B = 0, C =— 5, 
£ = 0. 由 （6)， 我们可得 = 5: rcosx . 所给方程的通解是 

y — y c yp — COSO ： + c 2 sin:r + 4x — 5xcosx. 

现在把初始条件代入方程的通解.首先，由： y (7 t )= c 1 cos 7 r + r 2 sin 7 r +4 jc —57 tcos 7 t = 0 得 q =9兀， 
因为 cos 7 r = — 1， sinTr ^ O . 下一步，由导数 

y 97rsinx + c 2 cosj: + 4 4 - 5xsinr — Scosx 


和 

: y'( 丌 ) —— 97rsinK + c 2 cos7t + 4 + 57csin7r — 5 costt = 2 
可求出 c 2 = 7. 初值问题的解是 

y = 9ttcosx + 7sinj ： + 4x — 5 xcosj:. ■ 

till 使用乘法规则 

解 y r — 6 y f + 9 y : = 6 x 2 +2 — 12 e 3 ' 

解余函数是％ = f5 e + C2：re 3 ' 因此，由表 4 .1 的第 3 和第 7 项，通常假设特解为 
y p = Ax 2 H ~ Bx + C + Ee 3x . 

-%】 ^2 、 

观察这个函数，可以发现 3V 2 和火中的项有重复，若把 ：V〜 乘以&我们发现 ^e 3i 仍然是％的一 
部分.但若把 3V, 乘以工 2 ，就可以消除这种 重复. 因此，特解的形式是 
y p — Ax z + Bx + C + Ex 2 e 3j . 

对这个形式求微分，并代入微分方程，整理后得 

y \ - 6。十 9_y # = 9Ar 2 + (- 12A + 9B)x + 2A - 6B + 9C + 2Ee 3x = 6:r 2 + 2 — 12e 3 ' 
因为等式左右两边相等，所以有焱= 2/3, B=8/9, C=2/3, _E =—6. 因此，通解为 

y = Ci e 31 + c 2 xe 31 + 音 工 2 + + 吾一 以产. ■ 


tilBl 三阶微分方程——情形 I 

解 y ’ + / = e^cosx . 

解从特征方程爪 3 +饥 2 =0中，我们可以求出 =wi2 =0 ， m 3 = — 1 - 因此，方程的余函 
数为从 = Cl + c 2 :r + C 3 e —' 因为 g ( x ) = ec OS x ， 我们可以由表 4.1 的第10项假设 
y p — Ae^cosx + JBe x sinx . 

因为： w 和余函数中没有项重复，所以我们可以用通常方法求解•从 

y " t + y" p = (— 2 A + 4 B ) e J cosx +(—4 A —25)6^8^ = e x cosjr 
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中我们可以得到 一2 A +4 B = 1, -4 A -2 B = 0. 从方程组中可以解出— 1/10, B = l /5, 所 
以特解为 3 V = —& e ' I cos ； c +~^ e t siar . 方程的通解为 


y = y c -\~ y P = c x ^czx-^ c 3 e— z — 


Io £ 


taim 四阶微分方程一情形 n 

求 y 4) +，= l - x 2 e - 的特解形式. 

解比较和假设的特解 

y P = A +Bx 2 e- J + Cr e- J + Ee~ x , 

分别用>^和& 2 乘以 P ， 工，则乂和 h 没有重复项.因此，正确的特解假设为 

3^ = Ar 3 + Bx 3 e - 1 + Cr 2 e - 1 + Eze-' ■ 

注在练习 4. 4 的习题27〜36中，題目要求求解初值问题，而在习题37、38中，要 
求求解边界值 问题. 正如例8所示，一定要把初始条件或边界条件应用于通解 ：y = 

火 + 3 V 学生们经常犯只把这些条件应用于余函麥％的错误，因为余函数是解中包含 


常数的那一部分. 


练习 4.4 

在习题1〜26中，用待定系数法解所给的微分方程. 

1./+3/ + 2>-= 6 2. 4/+ 9y = 15 

4, y 十 : y ' — 6 y = Zx 


3./- 10/+ 25^ = 30 x +3 

5. ~^ y r + y y = x 2 ~ 2 x 

7./+3>- — 48 x 2 e 3x 
9 ./-y =-3 

11. y ~~ y ~\r —= 3 十 e: /2 

13. y + 4 ：y = 3 sin 2 x 
15. + y — 2:rsior 

17. y — 2 y f + = e J cos 2^： 

19. y + 2：/ + ：y 二 sinx + 3cos2x 
21. / — 6 ： y 〃 = 3 —■ cosj: 

23./ — 3/ + 3 / — 尸 x —4# 

25. ，） +2/ + 尸 (^- l) 2 
在习题 27 〜 36 中，解所给的初值问题 • 
27./ + 4 y =-2， y ( j )=+， y ( j ) 


6. / — 8/ + 20：y = 100x 2 - 26 工 e 1 

8. iy — 4：/ — 3：y = cos2x 
10. y + 2y = 2x H- 5 — e~ Zx 

12./— 16 尸 2e 4 " 

14. y Ay = (x z 3)sin2:r 
16. /— 53 / 二 2x z - 4jt 2 — :c+ 6 
18. y — ty + 2y = e Zx (cosx — 3siar) 
20./+ 2/ — 24：y = 16- (x+2)e 4 - r 
22.y m -2y-Ay + 8 尸 6xe 2 " 

24. y m _ y — 4y' + 4) = 5 — e; + e 2j 

26. y 4 ) — y = 4 工十 2xe— J 


28. 2/ + 3/ — 2y = 14x 2 —4 工一 ll，：y(0) = 0,y(0) = 0 

29. ^y f + y ^x,y(,0) = 0 ，： /(0) =—10 

30. y + +4 ：y = (3 + : c ) e- 2j ，y(0) 二2,/(0) = 5 

31. / 十 4/ 十 5：y = 35e—“ ， 〆(>)=- 3,/(0) - 1 
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32. y f ~ y ^ coshx，3T(0) = 2^ y f {0) = 12 

33. -h w 2 x — Fosmajt ，: r(0) = 0，x'(0) = 0 

34. -h w z jo = Focosyt ，x(0) = 0 ,x / (0) = 0 

35. y " — 2 y + y = 2 — 24e x + 40e 5j ，: y(0)= 去 ，y (0)= 音，: /’⑻ =—-|- 

36. ： y # + 8) = 2x — 5 + 8e- 2x ， : y(0) = — 5，y (0) = 3 ， ： y 〃 (0) = — 4 
在习题 37 和 38 中，解所给的边界值问题. 

37. / + >> = / + 1， 〆 。）= 5,3；(1) = 0 

38. y — 2 y 2 y — 2 x — 2 ,^»(0) — 0，： v ( tt ) = tt 

在习题39、40中解所给的初值问题，它们的输入函数片(工）是不连续的_ [提 示： 分别在两个区间上解方 
程，然后求出一个解使得:V，/在 x = tt /2( 习题 39) 和 :c=7c (习题 4 0)处连续 .] 

39. ^(0)-1, y(0)-2, 其中 

(sino:,0 < x < + 

g(x) = 4 

卜 X>f 

40. y -2 y ， J r \0 y ^ g { x ^, >-(0) = 0, /(0)=0，其中 

( 20,0 ^ ^ 7 i 

g(x) = { 

10, X > 3 T 


讨论题 

41. 考虑微分方程《/ + 6/ + 0 = #，其中 a 、 6、 c 及*都是常数.相关齐次方程的辅助方程为 + 


bm + c = Q . 

( a ) 若 A 不是辅助方程的根，证明可以求出形如 >=八々的特解，其中 A = l /( d 2 + 从 + c ). 

( b ) 若是辅助方程的单重根，证明可以求出形如:^=^#的特解，其中 A = l/( 2 d + «. 解释为什 


么 k ^~ b / 2 a . 

( c ) 若&是 辅助方程的二重根，证明可以求出形如的特解，其中 A = l /(2«). 

42. 讨论如何用本节讲述的方法求解 /+: v = sir ^ cos 2 jc 的 特解. 给出求解过程 • 

43. 不解方程，在下列图形中找出 /+： y =/( i ) 的解曲线所对应的函数八工). 


(i )/ Cx ) = i , 
( jV )/( x )= sin 2 x , 

简要地说明理由. 


(ii >/( J ) = e — 、 

( V )/(: r ) = e J sinx ， 


(iii )/( x ) = e x » 

( VI )/(x) = sinx. 
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图 4. 13 


计算机实验作业 

在习题44、45中，求出所给微分方程的特解. 

44. y f ~ (2x 2 — 3x)e 2jr cos2 工 + (10x 2 - 

45. y 4 ) +2y / +3f=2cosx—3xsiar 

4.5 待定系数 一 零化子法 



用 CAS 进行微分、简化和代数运算. 

JC — De 2j; sin2x 


由 4. 1节，我们知道 n 阶微分方程可以写为 

a„D"y + an-iD^ 1 y + …+ 屮 + a 0： y = gO) , (1) 

这里々 = 0, 1，出于我们的需要， （1) 式可以写为 L (： y )= gO )， 这里 
L 表示线性《阶微分算子 

L = a„D”+a rr _ 1 D『 1 + … +a 1 D + a。. （2) 

算子符号不但非常方便，而且可以使我们非常容易得到某些类型的非齐次线性微分方程的特 
解.在开始讨论之前，我们先看两个概念 • 

分解算子 当《,，； = 0, 1，…， n 都是实常数时，线性微分算子 （1) 可以通过特征方程 
>+… + ai m + a () =0 进行因式分解.换句话说，如果 n 是辅助方程 
a „ m n + a„_i H - + a^m + a 0 — 0 

的根，那么1 = (0 — 6)尸(0)，这里多项式 P ( D ) 是 n — 1阶线性微分 算子. 若把 D 看作是一 
个普通变量，那么算子 D 2 + 5 D +6 可以做因式分解 （ D +2 KD +3) 或 （D + 3 )(D + 2 )_ 因此如 
果函数3» = /(^)存在二阶导数，则 

(D 2 +5D+6)：y = (D + 2)(D + 3)3 ； = (D+3)(D+2)y. 

从中可以得出一个一般的性质 •• 

常系数线性微分算子的因子可以互相交换 • 

形如 / + 4/ + 4 y = 0 的微分方程可以写为 

(D 2 +4D + 4)：y = 0 或 0»+2)(£> + 2)) = 0 或 （D + 2) 2 ) = 0. 

零化算子 若 L 是常系数微分算子，/是充分可微函数，并使得 
L (/( x )) = 0, 

则 L 称为是函数的零化算子 （ annihilator) . 例如，常函数可以用 D 零化，因为 D 々 = 0. 
函数 y = ：r 可以被微分算子 D 2 零化，因为: c 的一阶和二阶导数分别是1和 0 .类似地， D 3 x 2 =0 
等等. 

微分算子 LT 可以把如下的每个函数 零化： 
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1 山工 2 ， … ， : c"— 1 . (3) 

作为 （3) 的一个直接结果可知，由于微分运算可以逐项进行，所以可以找到一个使得 x 的最高 
次幂零化的算子把多项式 

+ qj ： + c 2 _r 2 + …⑷ 


零化. 

被线性《阶微分算子 L 零化的函数仅仅限于那些可以从齐次微分方程 LO )=0 中求出的 

導解 • 

微分算子 （ D —可以把如下的每个函数 零化： 

(5) 

现在来证明这个结论，注意到齐次方程 ( D _ a )、= 0 的辅助方程为—《)" = 0.因为《是多项 
式的《重根，所以通解为 

y = Cl e M + c 2 xe aI H - V c n x ^ 1 . (6) 

_ 零化算子 

求使得如下函数零化的微分算子. 

( a ) l -5 x 2 +8 j 3 ( b ) e 士 （ c ) 4 P — 10# 

解 （ a ) 由 （3) 式，有 D 4 x 3 =0, 又由 （4) 可得 

D 4 (l 一 5 工 2 +8_r 3 ) = 0. 

( b ) 由 （5) 式，令 a =—3， 《=1，则可得 

(D + 3) e - = 0. 

( c ) 由 （5) 式和 （6) 式，令 a =2, n = 2, 则可得 

( D — 2) 2 (4 e 2i — 10 xe 2j: ) = 0. ■ 

当〜戸都是实数，且/3>0时，由二次求根公式的公式可知[讲 2 — 2 « w +( flZ 十妒 ）] n=0 有 
复根 a - i /3, 它们 都是”重根. 由 4 .3 节末尾的讨论，我们可得到如下结论_ 

微分算子[0 2 一 ZaD + Ci + ZS 2 )]" 可以零化如下每个函数： 

e * 1 cospx , xe ~ cosjto ， x 2 e 0 " cosjSx cos /3 x , (7) 

e - sin ^ jc ，: re 01 sin ^. x ' e 01 sin |3 x , … sin ^ r . 


MB 零化算子 

求一个微分算子，使之零化 5 e ^ cos 2 x -9 e ^ I sin 2 J ：. 

解观察函数 e - I cos 2; c 和 e — 发现其中 a = — l ， P = 2. 因此，由 （7) 式可# D 2 +2 D +5 
可以零化这两个_. H 为 a + 2 D + 5 是线性算子，觸它■零傾两个雜任意的线性组 
合，比如 5e— 〜 03 2 文一 96— isin2jc. 

当 a = 0， 《=1 时， （7) 的一个特例是 


( D 2 +矿） 


| co 气 0. 

Isin^r 


⑻ 


例如， D 2 + 16 可以零化 sirvkc 和 cos 4 x 的任何一个线性组合 • 

我们通常对零化两个或两个以上函数的和比较感兴趣.正如我们在例1和例 2 中所看到 
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的，若 L 是线性微分算子，使得 L ( yi )=0 和 L ( y 2 )=0, 那么 L 可以零化线性组合(: c )+ c 2 
災 U ). 这是定理 4. 2—个直接的结论.令“和匕是常系数微分算子，并使得 M 零化 yi (： c )， 1^ 2 零 
化: y 2 ( x )， 但是尹0, LAyO ^ O , 那么微分算子的乘积 L 山零化 和 Cl MU ) + C 2： y 2 ( x ) .我 
们可以很容易地证明这个结论，利用微分算子的线性和可交换性 : 

LiL 2 (yi +^ 2 ) = LiL 2 ( y - i ) + L 1 L 2 (^ 2 ) 

= L 2 Lj (jyj) + L]L 2 (y 2 ) 

=U LLAy . n + L , [ L 2 (^ 2 )] = 0 . _ 

'~ I ~' '~S ~ 〖 

例如，由 （3) 我们知， D 2 零化7—文，又由 （8) 知 D 2 +16 零化 sin 4: c . 因此，算子积 D 2 ( D 2 +16) 
零化线性组合 7 -jc + 6 sin 4 j ：. 

注零化函数的微分算子不是唯一的.我们可以从例1的 （ b ) 中看到，£»+3可使 e _ 31 零 
化，但是更高阶的微分算子也可以使其零化，只要使 D +3 成为它的一个因子就可以了. 

例如， （D+3)(D+1)，(D+3) 2 , DHD + S) 都可以零化 £ T 3i . (请读者自行证明 .） 当 
然，我们在找使函数 ：y = /(： c ) 零化的微分算子时，一般总是找阶数尽可能是最低的 • 

待定系数 这里我们又回到了前面讨论过的内容_设是常系数线性微分方程， 
输入函数 gU ) 由 （3) 、（5)、 （7) 中所列函数的有限和或有限积组成，也即 g (： c ) 是形如 
々（常数），: r m ， e 01 cos 扣 以及 x ™ e 01 sin^x 

的函数的线性组合，这里 m 是非负整数， a ， jS 是 实数. 我们已知这种函数发(工）可以用最低阶 
的微分算子 h 使之零化，“是由算子 D"，（D — a ) n *( i 5 2 —hD + y + Z ? 2 )" 的积组成的.把^ 
应用于方程 L(30 = gU ) 的两端，得到通过解齐次高阶方程 MLC ^ O ^ O , 
我们可以求出原始非齐次方程的一个特解力.然后，我们把特解的形式代人1(^ )== 
g ( x ) 求出显式 特解. 这个求力的过程称 为待定系数法 （method of undetermined coefficient ), 
下面几个例子说明了这种方法的具体应用 • 

在开始讨论例子之前，我们回顾一下前面讲过的内容，非齐次线性微分方程 L ( y ) = g ( ^ ) 
的通解是） => + %，这里力是余函数，即相关齐次方程 L ( 30 = 0 的 通解. 每个方程 LO ) = 
g ( x ) 的通解都是定义在区间（―°°，十°°)上的 ■ 

_用待定系数法求通解 

解 

3；" + 3 y ’ 十 = 4工 2 • (9) 

解 第一步，首先，解齐次方程 / + 3/ + 2 y = 0. 由辅助方程 W 2 +3 m + 2=( m + l)(m + 
2) = 0, 可以得到％ = — 1， m 2 = — 2 ，因此，余函数为 
y c = Ci e^ x + c 2 e -2 ' 

第二步，因为 4 P 可以被微分算子 D 3 零化，1) 3 0) 2 +313 + 2)5 = 404 2 和 

D 3 (D 2 +3D + 2)3- = 0 (10) 


相同. 

(10) 的五阶辅助方程为 

m 3 (m 2 +3m + 2) = 0 或饥 3 (m + 1) (w + 2) = 0, 
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解得其根为叫=/« 2 =7« 3 =0, m 4 = — 1， m s = —2. 因此它的通解为 

y = Cl +C 2 x + c 3 x 2 + | c 4 e- J + c 5 e - 叫 . (11) 

(11) 中方框里的项是原始方程 （9) 的余函数.我们再讨论满足 （9) 的特解力，使其满足方 
程 （10). 这意味着 （11) 中余函数以外的项一定是 ％ 的基本 形式： 

y p = A + Bx + Cx 2 , (12) 

这里为了简化，分别用 A 、 B 、 C 代替 q 、 q 、 要使（ I 2 )成为（ 9 )的特解，就必须找到系数 
A 、 B 、 C 的值.对 （12) 求微分，可得 

y' p = B + 2 Cx , y p = 2 C , 

把这个结果代人 （9) 中，可得 

y p + 3 y ' p + 2 y p = 2 C + 3 B + 6 Cx + ZA + 2 Bx + 2 Cx 2 = 4 x 2 . 

由最后一个等式，我们可以通过比较 z 次幂相同项的系数来求出 A ， B ， C 的值： 


幂相同 



即 

2 C = 4,2 B + 6 C = 0.2 A + 3 B + 2 C = 0. 

解 （13) 中的方程，可以得到 A = 7, B =-6, C =2. 因此心= 7 — 6 j :+2 P 
第三步，方程（ 9 )的通解为或 

y = Ci e -1 + c 2 e 21 + 7 — 6 j : + 2 x 2 . 

n 用待定系数法解通解 

解 

y — = 8e 3x 4 - 4sim 

解第一步，相关齐次方程 /—3 y = 0 的辅助方程是饥 2 —3 m = W 

第二步，因为 （ D —3) e 3 l =0 和 （ DZ + Dsioi ^ O ， 所以对方程 （14) 两端应用微分算子 （D — 
3)( D 2 + l)i 

(D — 3KD 2 十 1)(D 2 — 3D)>> = 0. (15) 

(15) 的辅助方程为 

(m — 3)( m z + 1) ( m 2 — 3 wi ) = 0 或 m(w — 3) 2 ( m 2 + 1) = 0. 

因此， 

^ = 「 Cl +c 2 e 3j I + c 3 xe 3 " + c 4 cos:r + c 5 siru:. 

从这个等式中去掉方框中乂的部分，我们就可以得到％的 形式： 
y p = Axe Zx 4- Bcosj: + Csiar . 


(13) 


■ 


(14) 

(m — 3)—0, 由此得 


把％代入（ I 4 )，整理后得 
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y'p ~ ^y r p = 3Ae Sl + (― B — 30 cos j + (3B — C)sinx = 8e 3i + 4sin_r. 

由相同次幂项的系数相等可得， 3 A =8, - B -3 C =0, 3 jB - C =4. 解方程得， A = 8/3, 和 

C =— 2/5,因此 


吾 # + f 


第三步， （14) 的通解为 

y = c x + c 2 e 3x + ~xe 3x + jcosx — 喜 siar. ■ 

o 5 5 

_ 用待定系数法求通解 

解 

y " + y = xcosx — cosx . (16) 

解 这个方程的余函数为: y r = <：! cos_r + c 2 sinx , 比较 cosx 、 xcosx 和（ 7 )中第一行的函数， 
可以发现^=0, « = 1,因此 （ D 2 + l ) 2 是方程 （16) 等式右边的零化算子.对微分方程两边应用 
算子，可得 

( D 2 + l ) 2 ( D 2 + l)y = 0或 （ D 2 +1)、= 0. 

因为 i 和 一 i 都是微分方程的3重复根，所以我们可以得到 


y = |ci cosx + c 2 sior | + c 3 xcos ^ + c 4 xsiar + c s a ? cos^r + c 6 x 2 siar . 

把 h = Arcosx + firsinx + Cr 2 cos：c + Er 2 sin:r 代入 （16)， 整理后得 

y' p y P = 4 Ercos.r — 4 Crsina ; 4 - (2 B + 2 C)cosx + (— 2 A + 2 E ) sinj ： 


= XCOSX — cosx . 

通过比较系数可得方程 4E=1，一4C=0， 2 B + 2 C =- 1 , —2A + 2£=0, 从中可以解出 A = 
1/4, B=-l/2, C = 0 , E=l/4. 因此 （16) 的通解为 

y = c x cosj 4 - c 2 sinx + -^-xcosx — xs ' ma : + -i-x 2 sinx. ■ 

ID 特解的形式 

求方程 

y ' — Zy ' + = lOe^^cosx (17) 

特解的形式. 

解所给方程的余函数为 y = Cl e=+c 2 :c e ' 

由（7)， a = -2, ji = l , n = l , 我们知道 

(D 2 +4D + 5)e* 2 "cosx = 0. 

对 （17) 应用算子 D 2 +4D+5, 得到 

(D 2 +4D + 5KD 2 -2D + 1)>> - 0. (18) 

因为（18〉的辅助方程的根为_2 — i， 一 2+i， 1，1，我们可由 

y = [ci e J + c 2 xe J I + c 3 e—^cosx + c 4 e~ 2jr sinj： 


求出方程 （17) 形如 
的特解. 


y p = Ae— 2l cos^r + Be— 2 :siru ： 
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_特解的形式 

求方程 

4/ + 4；/ = 5x 2 -6x + 4x 2 e 2 "+3e 5 ". (19) 

特解的形式. 

解 经观察可知 

DH 5 x 2 -6 x ) = 0,( D -2) 3 ^ 2 e 2 " = 0,( D -5) e 5i - 0. 

因此把 D 3 (D — 2) 3 ( D _5) 应用于 （19)， 可得 

D 3 ( D -2) 3 ( D -5)( D 3 -4 D 2 +4 D )^ = 0 
或 

D 4 ( D -2) 5 ( D - 5)^ = 0 . 

最后一个微分方程辅助方程的根为0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 5. 因此， 

y = [ cT | + c 2 x + c 3 . z 2 + c 4 . r 3 + | c 5 e Zj + c 6 xe 2j: | + c 7 x 2 e 2i + c 8 x 3 e 2i + c 9 x 4 e 2i + c I 0 e 5x . (20) 
因为对应于 （19) 的余函数的线性组合 Sq + qP + cye 2 ' (20) 中的剩余项给出了微分方程特 
解的 形式： 

y fi = Ar + Br 2 + Gc 3 十 £ r 2 e 2i + Kr 3 e 2 i + Gr 4 e 2j + He 5 ' ■ 

总结待定系数法 我们这里给待定系数法做一个如下总结. 

待定系数法——零化算子法 

微分方程 L ( y ) = g (: c ) 具有常系数，并且函数 g (： c ) 是由常数、多项式、指数函数 e 。' 正 
弦函数、余弦函数的有限和或有限积组成. 

( I ) 求齐次方程 L ( y ) = 0 的余函数％. 

( ii ) 对非齐次方程 L (3>) = g (: c ) 两端应用使函数 gb ) 零化的微分算子 L . 

(iii ) 求高阶齐次微分方程 L l L ( y )^ 0 的通解 • 

( iV ) 从 （ iii ) 的解中去掉 （i ) 中所求函数％所含 的项. 余下的项就是线性组合这就是 
方程 Uy )=_ g (： c ) 的特解. 

( V )把（ IV )中所求的 h 代人 LO ) = g (: r ). 比较等式两边相同函数项的系数，令相同函数 
项的系数相等，解系数方程组可得 3 V 中的未知系数. 

( Vi ) 由（ V )中解出的特解，可知微分方程的通解为 J = A + 

注 待定系数法对变系教的线性微分方程不适用，对形如 

gix } = \ njc , gix ) = 士， g (: c ) = tanx ， g ( x ) = sin 1 j : 

的常系数微分方程也不适用.含有最后一种输入函数 g (: r ) 的微分方程将在下节中 
讨论. 

练习 4.5 

在习题1〜10中，把所给的微分方程写成 L(3>) = gU) 的形式，这里 L 是常系数线性微分 算子. 若可能， 
分解 L. 

1. 9y f — Ay = siar 
3. y — iy f — 12y = _r _ 6 
5. + lO^ + Z5y / — e -1 


2. y f — 5y jc 2 - 2x 
4 . 2 / — 3 ：/ — 2y=l 
6. + Ay = e x cos2j： 
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7.y w + 2y'-Uy ，J rlOy = Te " 8. y r + 4 / + Zy = Pcost — 3工 

9_ ， + 8/ = 4 10. y 4) — 8/ + 16y = (X 3 — 2a：)e* 1 

在习题 11 〜 14 中，证明所给的微分算子可以使相应的函数零化- 


11. D 4 ;>> = 10x 3 - 2x 12. 2D-l t y = 4e l/z 

13. (D~2)(D+5)iy = e 2 " + 3e— 5l 14. D 2 十 64;：y = 2cos8x— 5sin8x 


在 


习题 IS 〜 26 中，求使指定函数零化的线性微分 算子. 


15. 1 + 6x - 2x 3 
17. 1 + 7e 2t 
19. cos2jc 


21. 13x + 9x z — sin4^ 
23. e _J + 2jre J —工 2 # 
25. 3 十 e J cos2j: 


16, x 3 (l-5x) 

18. x+3je 6i 
20. 1 -f- siar 

22. 8x — sinx + 10cos5x 
24. (2-e” 2 

26. eisinx — e Zx cosx 


在 


习题 27 〜 34 中，求被所给微分算子零化的线性无关函数. 


D 5 

(D—6K2D+3) 
D 2 + 5 

D 3 - 10D 2 + 25D 


28. D 2 十 4D 
30. D 2 —9D— 36 
32. D 2 — 6D+10 
34. D 2 (D-5)(D-7) 


在习题35〜64中，用待定系数法解所给的微分方程. 
35. y 一 9》= 54 
37. y +y - 3 

39. y + 4y' + 4, = 2 工 + 6 

Al. y = 8x 2 

43./-/ — 123； = e 4 " 

45./-2y - 3^ = 4e^ - 9 

47. y ~h 25y — 6sinx 

49_ / + 63 / + 9) xe 4 " 

51. y — + 5 

53. / - ty + 5：y = e^sinx 


36. 2/- 7/+ 53- — 29 
38.，+ 2/十3/ = 10 
40. y + Zy = 4x — 5 
42./—2：/+y = : c 3 +4x 
44./+ 2/+ 2 尸 5# 

46. y + 6^ + 8^ = 3e + 2 jc 
48. y 4- 4y = 4cosxH- 3sinj： — 8 
50, / + 3y — lOy = x(e 2 + 1) 

52. / + 2：y’ +：y = 

54. y + y + -i-^y = e: (sin3_r — cos3jc> 


55. /+ 25：y = 20sin5x 

57* y \ y = 工 sini 

59. ^ + 8 / =—6z 2 十 9:c+2 

61. / — 3/ + 3：/ — y - x + 16 

63.，） - ly m + y = e" + 1 

解习题 65 — 72 中的初值问题 - 

65. / — 64^ = 16，： y (0) = 1，：/ (0) = 0 

67. y - 5/ = 工一 2，：y(0) 二0,/(0) = 2 


56. y n + y = 4cos_x — sitLr 
58. / + 4 尸 cos 2 j: 

60. / — / + ：/ — ：y = a 工 —e 一工十 7 

62. 2/ — 3/—3/ + 2y= (e: + e， 2 
64. y° — 4 / = 5x z — e 2x 

66. y’+y = x ，： y ( o ) = i ， y ( o ) = o 

68./+5：/ —6 尸 10e z %y(0) = l ， y(0) 


69t / + 3 , = 8 cos 2 x -4 sir ^^( Y ) = ^ 1 ^ / ( Y ) = 0 


70 ./ — 2 / + y = xe : + 5,3；(0) = 2, y (0) = 2，/(0) —1 

H.y'-Ay + 8：y = 工 3 ， : y(0) = 2,/(0) = 4 
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72. y 4> — / = _r + e '3；(0) = 0,/(0) = 0,/(0) = 0,^(0) = 0 

讨论題 

73. 设 L 是可分解的线性微分算子，其系数可变.这种 L 的因子可以交换吗？请说明理由 • 

4.6 常数变易法 

2.3 节中我们学过的求解一阶微分方程特解的方法对线性高阶方程也同样适用.为了对线 
性二阶微分方程 

a2 <, x ) y v + a l ( x ') y ' + a 0 ( x)y = g ( x ) , (1) 

采用常教变易法 （variation of parameter ) ，我们像在 4 _ 2 节中所做的那样，从方程的标准型 
入手 

y -f Pix ) y r + Qix'yy — fix ') , (2) 

要得到这个标准型，只要在方程的两端除以最高阶项的系数 4(^) 即可. 方程 （2) 是类似于线 
性—阶方程 d3//<LE + P (_ r)：y = /( JC ) 的二阶 方程. 在⑵中，我们假设 PU )、 QU ) 和 /( x ) 在某 
个普通区间 I 上都是连续的.正如 4 . 3 节中所示的那样，因为 （2) 的系数都是常数，所以可以 
很容易地得到其余函数火 • 

假设相应于 2. 3节中求 dy / d:c + P (： r )： y =/(： r ) 的特解 3 V 所做的假设: V , = «! U)：Vi (工）， 
对于线性二阶方程（2)，我们有如下解的形式 

y t = u x ( x)yi ( x ) + u 2 (. J0 ) y 2 ( x ) , ( 3 ) 

这里力、％形成了 （1) 式相关齐次方程解的基本解组.利用力二次微分的乘法规则，我们可得 

y 、 = u x y \ + y \ u \ + u 2 y \ + yi 

y " p = U \ y \ + y \ u \ + yi u \ + u \ y \ + w 2 / 2 + y 2 u \ + yt Uz + u 2 y2 . 

把 （3) 和以上导数代人 （2)， 整理 后得： 

o o 

y ； + PCx)y p +Q(x)y, = mi[/i +Py\ +Qy,] + « 2 [/ 2 +Fy ， 2 +Qy 2 ] 

+ > M ", + i / 十 : y 2 + 4y 2 + P[^i mi + yiui ] + y\ w, + y\u 2 

=+ 去 [: y 2 w’ 2 ] + P [: yi“' y\u\ + y 2 u 2 

=^-[>"1 w'l + ^2 M， 2 ^ + P ^1 u\ + 3^2 M 2 ] + y'l u\ + y 2 U 2 = /(X)_ ⑷ 

因为要求两个未知 函数〜 和心，所以要有两个方程.我们可以通过进一步的假设$到这些方 
程，假设《1和 M 2 满足:这个假设不是凭空而来的，而是根据（ 4 )式刖两，得到 
的，因为若令: vaZ + jW :。， 则⑷可以化为:我们就得到了 
这两个方程，尽管这两个方程求的是和利用克莱姆法则，方程组 

y \ u \ + yi u 2 = 0, 

y \ u \ + y \ u z = /(工） 

的解可以用行列式表达出来： 

,_ W , __ y 2 fU ) = Ei = ^/ (x) - ⑸ 

Ul = W ~~ 兩—和“ 2 w w • 
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( 6 ) 


其中 

H;; :;I ， H 二 ： ;l ， H:w 二 

函数《,和 M 2 可以通过对 （5) 式积分求 出来. 行列式 w 是; y: 、： y 2 的朗斯基行 列式. 由: Vi 、： y 2 在了 
上的线性独立性，我们知道 W(3M(a.)，y 2 U)) 參0对区间上的每个 x 均成立. 

总结常数变易法通常在理解的过程中不提倡把这些公式记下来.然而，前述方法对于解 
微分方程显得过于 繁琐. 在这种情况下，公式 （5) 就给我们提供了一个简便的方法.因此，解 
a 2 /+〜/ + %y=gU)，f 先找到它的余 函数乂 = +Q%， 然后计算朗斯基行列式 
W ( yi U ), y 2 U )). 用〜去除方程两端，把方程化为标准型 /+P/+Q3> = /U)， 求出/(工） 
的形式 • 接着再对 《 2 '= W 2 /W 积分求出“，、《 2 ,这里 W, 和说 2 如（6)所定义 • 
方程的特解为 y P ^ u iy ,+ u 2 y 2 , 则方程的通解为 y=y c + y P . 

_用常数变易法求通解 

解 y ， - iy ' + Ay = U + l ) e 2 \ 

解由辅助方程 m 2 —47M + 4=(m — 2) 2 =0，可得久= c! e 2i + c 2 狀匕.那么： y^e 2 % yt = 
然后计算朗斯基行 列式： 

I e 2r xe 2x I 

W(e2 » | 2 f 2W 卜. 

因为方程已经是 （2) 的标准型了（也就是 / 的系数为 D， 所以/(^)=(工十 1 )# 1 .由 （6) 式得 

Wl = 1° 打 2 : |=-U + l)^e 4 %W 2 = h 2x ^ +n2 」 =(x+1)e ' 

1 I ( T + l) e 2j 2xe 2i +e 叫 12e (x + l)e | 

再由 C5) 式得 


l)xe 1j 


e 1 " 


x ，心 ^ !• 


将上式积分得 


-x 3 » M 2 =yj ： 2 +_r. 因此有 


(— 


: K+(l 


X 。十工 X 


e 21 = +jx 2 e 21 


y = y c +y P = C!e 2x +c 2 xe 2T + yx 3 e z " + yx 2 e 2i . 


_ 用常数变易法求通解 

解 4 ： y "+ 36 ：y = csc 3 x . 

解首先把方程变为如 （ 2 ) 的标准型，方程两端同除以 4 ，得 

-■)— 9 jy — 7 cscS^r. 

因辅助方程 rn 2 +9 = 0 的根为％ = 3 i ， m 2 = — 3 i ， 余函数为％ =q + q sm 3 h 所以％ 


cos3x, y 2 =sin3x, /(.r) =+csc3_r ， 由此可得 

I cos3x 

W(cos3:r ， sin3jr) = — 3 s i n 3 x 


xs'mZx 

3cos3o ： 
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0 sin3x 


cos3t 0 

1 

=-^-,w 2 = 

1 

—csc3x 3cos3:r 

4 

— 3sin3x —— csc3_r 

4 


i 4 


丄 cqs3o ： 
T sin3x_ 


f _ W X _ 1 r _ W 2 _ 1 cos3x 

Ml = W =_ l 2 ，Uz = = 12^37 

1 I • 因此，特解为 

y p = —合 :ccos3:r + ▲(sin3x)ln I sin3x |. 

方程的通解是 

y = yc~\~yp = c! cos3_r + c 2 sin3;r - 士 :ccos3j: + 点。以 113：!：)111 i sin3j ： |. (‘) 

方程 （7) 给出了微分方程在区间 （0, x/6) 上的通解 • 

积分常数 计算《/、'的不定积分时，我们没有引进任何积分常数，这是因为 
y = y c + yf ,= c^i + c 2 yi + («i + «i)yi + Cu 2 + b x ) y2 

=(ci + fl] )% + (c 2 + b \ )yi 十 + u 2 y 2 = C!% + C 2 y z + Mi 3>i + u 2 yz . 

_ 用常数变易法求通解 

解 y’一 尸 i /二 

解 由辅助方程 w 2 — 1 = 0 可得， m ,=~ l , m 2 =\. 因此，有 ysqf + Qe — 1 成立，那么 
就有 W(e% e 0 = —2和 

, e—YlAr) 1 e \ 

wi= - 一 2..， Wi = yJ, 。 T *， 

, e J (l/x) 1 f x e ' Ar 

…二 y-，《 2 =-让。/. 

因为前述积分不是初等积分，所以我们将它写成 

因此，有 

y = y c + y P = c , e T + c 2 + T df_ + e —'L。t df . ■ 

在例 3 中，我们可以在任何不包括原点的区间 x 0 <t<x 上积分. 

高阶微分方程解非齐次二阶微分方程的方法可以推广到写为标准型的线性 M 阶方程 
y n) 4-P^i (jyH) + …+ p ,(. r ) y ， + Po ( x}y = fir ). 

如果 X = q3^ + …+ ^_>>„是(8)式的余函数，那么方程的一个特解为 

y p = (x)：yi (x) 4- “ 2 ( 工)％ ( 工 ）+ …+ w n (x) ： y„ (: r ) ， 

这里 w /， 々 = 1，2，…， n 可以通过 n 个方程的方程组解出 


(8) 
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y\u\ + yzu z H -+ y„u' n = 0 

y\u\ + y'i u'z H - h y'„u'„ = 0 

: : (9) 

: y， 1 )/ +y 2 ㈣ 《’ 2 + … + %(”- ”夂 =/(:)• 

和 （4) 中的 + —样，方程组的前 n — l 个方程是一种假设，它简化了把: yp = Wi ( X ) 

A (: r ) + … rbJd 代人 (8) 中以后得到的方程.由克莱姆法则，可得 



这里 W 是力，％，…，％的朗斯基行列式， W * 是用 （9) 式右边替换朗斯基行列式的第々列得 
到的行列式，也就是的第 A 列为(0, 0，…， / U )). 当 n =2 时，可得 （5) 式‘ 

注 （i ) 常数变易法比待定系数法有明显的优越性，因为由它总是可以得到相关齐次 
方程的特解力，这种方法对/( I )没有什么限制，它可以是 4 . 4 节中所列的四种函数 
类型的线性组合.同时，与待定系数法不同，常数变易法也可以用于变系数的微分 
方程. 

( ii ) 简化: y P 形式的 问题. 依赖于求“/、 “/原 函数的方法，读者在做习題时，得 
到的 》 可能也 不同. 比如，在练习 4 . 6 的习题 3 中， h = 音 sinx — 音工⑽；!： 和: = + 

sinx — l ■: rcoa 都是合理的答案.在每种情况下，通解> =乂 +力都可以简化为7=^ 
cosx + C2 sinx — -^- xcosx . 为什么？ 


练习 4.6 

用常数变易法解习题1〜18中的微分方程. 

1. / + y ^ secj ： 

3. y + 汐二 siru 
5. / + ：v = cos z jt 
7. y f — y ~ cosh_r 

9.y~4y = ^ 


2 . / + ^ = taru: 

4 . / + 3 ) = sec 汐 tan 汐 
6. y + 3 ； 二 sec 2 x 
8. y — y ^ sinh2x 

10./- 9 y = p 


11./+ 3^ + 23 ； - YT ? 


12./— 2： y ' 


13. / f 3y -h 2v = sine" 


14. y — 2y + ：y = e £ arctani 


15. y ^ty +y= e—”nr 

17. 3/-6^ + e x secx 

用常数变易法解习题 19 〜 22 中的微分方程， 


16. ly + 2：/ 十 : y = 4 

18. 4/ -iy -\~y = e^' 2 ^/l - x 2 " 

它们的初始条件均为： y(o) = 1 ，y(o) = o- 


19. 4/ - v - xe^ /2 20 - 2/ 十 ：/ — ：V = 工十 1 

21i y f, 4 - 2y — 8) = 2e- 2i - e- 1 22, y" — 4y’ + 4^ = (12x 2 — 6x)e Zj 

在习题 2 3 和 2 4 中， B 撕给麵数是相关齐次微分方齡 ( Q ， 》 上的 賴无关解，求植的非齐次 


方程的通解. 
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23. x £ y f xy + (x 2 -~-^)y = J 0 3/z » : yi 1/z cos:r, : y 2 = :r- 1/2 sinx 

24. ^^-fxy' + y—secOru:) ； % = cos(lnx) ，： y 2 = sin(lnx) 

用常数变易法解习题 25 和 26 中的三阶微分方程. 

25. y — tanx 26. ^* ， + 4^ / = sec2x 

讨论题 

在习题27、28中，讨论如何同时使用待定系数法和常数变易法来解微分方程.给出求解过程. 

27. 3^ —6^' + 30 y =15 sinj ：+ e- c tan 3^ 

28. y~Zy + 尸4工 2 — 3 + jT 1 e x 

29. 习题1、7、9、18中通解的定义区间分别是什么？讨论习题24中通解的定义域为什么不是(0， + oo ). 

30. 求 x 4 y+ j : 3 / — 1的通解，已知 : yi 是相关齐次方程的解. 

4.7 柯西-欧拉方程 


由前述章节，我们可以很容易求出常系数髙阶线性微分方程的显式解，但是要求出变系数 
线性微分方程的通解不是很容易.在第6章，我们将看到当微分方程的系数是变系数时，通常 
求出的解是无穷级数形式的.然而，本节所考虑的微分方程也是变系数的；而变系数方程通解 
的形式通常为工幂级数、正弦函数、余弦函数和对数函数.求解方法和常系数方程颇为类似， 
因为都要求解辅助方程 • 

柯西-欧拉方程 形如 

〜 x，g + am "- 1 @ …+ a # € + = 以工） 

的线性微分方程，其中系 数〜， a 。 是常数，称为柯西-欧拉方程 （ Cauchy-Euler 
equation ). 这种类型方程的特征是々阶微分 dS / dx * 所对应的系数为 /， k = n , ”一1，…， 
1, 0： 

相同 相同 

P i ^ 

a ^B + a ^ l & + '"' 

和 4. 3节一样，我们从齐次二次方程 

^ 2 S +te ^ +c3，= 0 - 

的通解开始讨论我们本节的内容.高阶微分方程的解与二阶的类似.若知道了余函数 X ，我们 
也可以用常数变易法求解非齐次方程 ax l y + bxy ' + cy = g { x ). 

注/的系数在 ; c = 0 处为零.因此为了保证定理 4.1 的基本定理对柯西-欧拉方程也适用， 
我们求定义在区间（0，十⑺）上的通解.区间（_°°， 0) 上的解可以通过把—工代入微分方 
程得到.请参考练习 4. 7 的习题35、 36. 

求解的方法 我们来看形如 ：y = f 的解， 这里讯待定. 与把 e " 11 代人常系数线性微分方程 
类似，当我们把： T 代人柯西-欧拉方程的每一项时，方程就变成了饥次的多项式，因为 
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u k ： r k — a k oc k m{m —l)(m — 2)."(m — 点十 = a k m im — \ ) {m — 2) {m — k \ ) x m . 

例如.把3< = /代人二阶方程，则这个方程就变成了 

ax 2 + bx ^ + cy = amim — Dj:™ + bmx m + cx m = (am Cm — 1) bm -\- o') x m . 


因此 ：y = i m 是微分方程的解，只要 w 满足辅 助方程 （auxiliary equation ) 

am(m — l ) bm + c = 0^； am 2 + (6 — a)m + c = 0. (1) 

因为二次方程的根可能是两个不同的实数、两个相同的实数、两个复根，因此有三种不同的情 
况需要考虑.最后一种情况的根以共轭对的形式出现 • 

情形I : 两个不同的实根 令叫和 w 2 表示 （1) 的两个不同实根，且叫尹讲 2 .那么％ = 
X 〜， 构成了基本解组.因此，方程的通解为 

3, = ex ™. + c 2 o :^. (2) 

_ 两个不同的实根 

解工 2 一 〜 ^ — 4：V = 0 _ 

解 为了理解辅助方程的这种新形式的推导以及和 4. 3节的辅助方程之间的不同点，不必 
记住方程（1)，只要假设5 为方程的解就可 以了. 对解进行二次微分 

^ = wir m — 1 ， = mim — l ) x m ^ z , 

并把这个微分的结果代入微分方程，若 m 2 — 3 m — 4 = 0,则 


g — 2 工 裝— 4 尸 _x 2 • mim- 1) 广 2 — 2_r . mx^ 


— 4 j m 


= jc m {mim — 1) — 2m — 4) = x n {m 2 — 3»i — 4) = 0. 

(w + l)(w —4)=0 意味着叫=一1， m 2 = 4, 所以 ： y = qx — 1 + c 2 x 4 • ■ 

情形 n : 两个相等的实根若 （ l ) 的根是两个相等的实根（即叫=和 2 )，则我们可以得到唯 
一解，^ = ^1 . 当二次方程 aw 2 + (6 — a)w + c = 0 的两个根相等时，系数判别式必须等于零- 
再由根的关系式得叫=— (6 — a )/2 a . 

接下来我们用 4. 2节的 （5) 式求它的第二个解: V 2 . 把柯西-欧拉方程写成标准型 


^_y _ b_dy 
dx 2 ax dx 


7 


并记 P(x)=fe/aj, J (ft/ar)dr = (fe/a)lnjc . 因此， 

r — (6/a)liu: 


dx 

: dx 


=x m > j x^ b,a 
= fijx、• X c ^ a,/t, djc 
=a: m > I — = x m ' In_r. 


_ e —(A/u)liu: = ^\nx~^ a — x~' h ' a 

•4 - 2m\ = (6 — a) /a 
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则通解为 


画 两个相等的实根 

解 4 乂 & + 以砮+尸 0 • 


y = c x x m ^ + c 2 x ra i lnx. 


(3) 


解把5 代入，得到 

ix 2 + 8x ^ + y — x m Cim(m —l)+8w + l) = x m (im 2 + 4ra 十 1) = 0 

其中 47n 2 + 4m+l = 0 或 （2 m + l ) 2 =0. 因为饥 != — 1/2,所以通解为 y = Cl x — 1/2 + C2 r 1/2 lnx . ■ 

对于髙阶方程， 若叫是 々重根，则可以证明 

x m i ， x ， \nx,x m ^ (lnx) 2 ，― ,x m ' (ln:r) 卜 1 

是走个线性无 关解. 相应地，微分方程的通解必须包含这々个解的线性组合. 

情形 ID : 共辆复根若 （1) 式的根是两个共轭复数 m 2 = a —啦 这里《, ^>0是 
实数，则解为 

y = C x x^ + C,x^. 

但当辅助方程的根是复数时，比如常系数微分方程的辅助方程，我们希望把解写成实函数的形 
式.记 

= ( e 1 ^)^ = ， 

根据欧拉公式，可以写为 

= cosCjSlno-) + ismiplnx). 


同样地， 


x~^ = cos ( 戸 lnj：) — isin(^lnx). 


把以上两个等式的左右两边分别相加、相减，可分别得到 

+ x~'^ = 2cos(j9lnx) 和 x 访一 = 2isin (卢 ln:r). 

因为 j 是对任何常数都适用的解，可以看到，依次令 c ! = C Z = 1 和 C , =1， 
c 2 = - l , 则有 

力 = x«(/ + ： ri) 和％ = xHW — x — ， 


或 


. = 2X"cos(j3lnx) 和： y 2 = 2ix°sin(/3lnx) 

也是解 . 由于在区间（ 0 ， +°°) 上， W ix a cos^\nx) , x°sin (辦 ai)) = 和 2 ° -1 关 0, 


(3>0, 


因此 


可得 


% = a: 0 cos (/Jinx) 和 y 2 = x a sin(/3lnx) 

构成了微分方程实解的基本解组.因此，通解为 

y = ^[ci cos(/?lnx) + c 2 sin(^3lnx)]. 


8 BIB 初值问题 

解 4x 2 /+17：y = 0 ，： y(l) = — 1 ，： y’(l) = 一去， 

解在这个柯西-欧拉方程中没有：/项，所以代入 = ’得 


C4) 
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4 a : 2 y 4- \7 y = x m ( Am(m — 1) + 17) = x ™ (4 m 2 — im + 17) = 0, 

其中 4 m 2 — 4 m + 17 = 0. 由二次根式的公式，可以求出两个根是叫=1/2 + 2 i ， w 2 = l /2~2 i . 
令^=1/2, (3=2, 从 (4) 可以得到微分方程的通解为 

y = x in [ci cos (21 na :) + c 2 sin (21 nx )]. 

再应用初始条件 〆 1) = — 1，/(1) = 一1/2，因为 lnl = 0, 所以依次可得^=_1， c 2 =0. 初值问 
题的解就为 J =— i /2 C o S (21 n ： r ). 用计算机绘出这个函数的图形，如图 4. 15 所示. 当 + m 
时，特解是无界且不稳定的. 



下一个例子给出了三阶柯西-欧拉方程的解. 

MB 三阶方程 

解工 + + h 砮 + 8 p 0 . 

解 的前三阶导数分别是 

= mx 7 ^ 1 , ^ = m(m — Dim — 2)x^ 3 , 

因此，这个微分方程可以写成 

x 3 d^ + 5x 2 ^ + 7x ^ + 8 尸 x 3 m{m 2)x『 3 + 5x 2 mim- l )， 2 十 7amx^ 1 +8jf 
= : l)(m — 2) + 5m(m —l)+7m 十 8) 

= x m (m 3 + 2m 2 + 4m + 8) = x n {m + 2) (m z + 4) = 0. 

在本例中， 我们 看到: V = x™ 是 m! = — 2 ， m 2 =2i, 时的微分方程 的解. 因此通解为 

y^c-ix^ 2 +c 2 cos(2 lnx)+c 3 sin(2lna:). ■ 

在 4. 5 和 4. 6 节中所述的待定系数法一般来说不能应用于变系数的线性微分方程.因此， 
下一个例子使用了常数变易法 • 

_ 常数变易法 

解： r 2 y” 一 3scy , + 3) = 2 工 4 e' 

解 因为方程是非齐次的，所以先解它的相关齐次方程.从辅助方程 （饥一 。（饥一 3 )^ 0 
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中，可以 求出％ = Cl x + c 2 o : 3 . 在用常数变易法求特解 h = Ml A +« 2 ： y 2 之前，回忆一下前面讲 
过的公式“/ = W ,/ W ， u /^ W 2 / W , 这里 W ,、 识 2 和评是 4. 6节所定义的行列式，这个公式 
是在假设微分方程化为标准型 /+ PU )/ + Q ( ； c)y = /(； c ) 的条件下推导出的.因此，用 V 去 
除方程的两端，并由 


可以看出 /(: c ) = 2: c 2 e ' 现在有 m = 
W = \ X X I = Zx 3 ,Wj = 


工 3 和 


y = 2x z e z 


可以求出 ^ 


=— x 2 已上和 W '2 


X, y 2 
0 ? 
2x 2 e x 3x 
2^ 3 e - 


2:rW 2 = 


0 

2 x 2 e " 


2 x 3 e % 


= e x 


3 x 2 
2;^ 

"2^ 一.■… 

对最后一个函数可以直接积分，但对叫'要分两次积分.结果为 m 】= 一: + — 2 e % « 2 = e ^. 

因此， ： y P = Mi ； yi + M 2： y 2 S 

y p = (— x 2 e 1 + 2^6^ — 2 e:)_r + e . x x 3 = 2 x 2 e I — 2 xe x . 

最后有 y = y c + y p = Ci ^ + C 2 x 3 + 2 a : 2 e 1 — Zxe " . ■ 

常系数的降阶法柯西-欧拉方程解的形式和常系数线性方程解的形式类似，但不完全相 
同. 例如，当 a /+ 幼 '+ o ；= o 和 a / y '+ hy + a ^ o 的辅助方程的根都是两个不相等的实根 
时，它们的通解分别为 

^ = C ! e m ! 1 + c 2 e ™ 2 1 和 ： y = Cix m i + c z x ^ ,x > 0. (5) 

由 e liu =_ r ， x >0, (5) 中的第二个解可以写成和第一个解相同的 形式： 

y = Cl e m i lnx + c 2 e — = Cl e"V + C 2 e m 2 ( ， 

其中 i = lna :. 最后一个等式说明任何柯西一欧拉方程总可以通过做代换工写成一个常系数 
线性微分方程，这个思想是用上一节的方法解一个变量为《的新的微分方程，得到通解后再做 
代换 Z = lar . 最后一个例子说明了如何使用这种方法，这种方法需要使用微分的链式法则 • 

_变换成常系数微分方程 

解 X 2 y ' — xy -\-y = \ nx . 

解做代换‘或 Z = lnx ， 则有 


d^_ dy dt _ I dy 
dx di dx x dt 


链式法则 


£^士甚 ㈣ (-爿 
=士(砮去)奮分 

把以上结果代人微分方程，整理后得 


■ 乘积法则与链式法则 


⑩- 1). 


&- 


2 莹+尸 


因为这个方程是常系数的，所以它的辅助方程是 W 一 2 m + l =0 或 （7 n — 1) 2 =0.因此，可得 
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用待定系数法，可以解出形如 ％ = A+ 扮的特解.由这个假设可得 一2B+A + B^ = t， 所 
以 A = 2, E = l . 再由可得 

y = c^e 1 + c 2 te l + 2 + t , 

那么原始微分方程在区间 （0, +cx>) 上的通解为 y = Cl : r + c 2 :d n x + 2 + liu:. ■ 


练习 4.7 


解习题1〜18中的微分方程. 


1. x 1 y —2) = 0 
3. xy " + y = 0 
5. x 1 y " + xy' + 4：y = 0 

I . x l y - ixy '-2 y = 0 

9. 25x 2 / + 25^ ， + 3< = 0 

II. x 1 y + hxy ' + Ay = 0 
13. 3x 2 y + 6:y 十 y = 0 
15. ^ 3 /-6>-= 0 

17. x>- <4> +6, = 0 

用常数变易法解习题 19 〜 22 中的微分 方程. 
19. xy " — 4 y ' = x * 

21. x 1 y " — xy ' y — 2 x 


4 x 2 y f/ ~h y = 0 
ocy ” - 3/ = 0 
3? y " + 5 xy ' -\-3 y — 0 
x z y " + Zxy ' -Ay = 0 
4x 2 y " + ixy ' ~ y = 0 
x l y + % xy ' +6 y = 0 
W —7x/+41y= 0 
16. x s y "" + jcy r — y = 0 

x 4 y 4) + e ^ y *+ 9 x 2 y r， + ixy ' - 


20. 2 x 2 y + 5 scy ’ + y = x z — x 
22. x z y - 2 xy ' + Zy = 


解习题 23 〜 28 中的初值问题.用绘图工具绘出解曲线. 

23. x l y +' ixy ' = 0,^(1) = 0，：/(1) = 4 24. x 2 y " ~ ^ xy ' + = 0,^(2) = 32，：/(2) = 0 

25.工 2 / + 町'+3> = 0，;y(l) = 1,/(1) = 2 26. x 2 y - ^ xy ' + Ay = 0,^(1) = 5,>(1) = 3 


27. xy " + y = x , y {\) = 1，：/(1) 


’一 Sxy ' 


8, = 8ar s ， ;y( + )= 0,^ (y)= 0 


在习题 29 〜 34 中，用； c = e '进行代换，把柯西-欧拉方程变换为常系数微分方程 • 用 4 . 3 〜 4 _5节中介绍 
的方法解新方程，从而得到原方程的解. 

29.j ： z y+9xy' - 20y = 0 30. a; 2 / — 9x/ + 25y = 0 

31. x 2 y" + lOx：/ + 8 y = x z 32. x 2 y — ixy' + 631 = lnx 2 

33.x 2 /-3xy ， + 13y = 4 + 3x 34. x l y m — 3 工 2 / + 6 工 ；/ - 6 ) = 3 + laz 3 

解习题 35 和 36 中定义在区间（一 °°， 0) 上的初值问题. 

35. 4x 2 / + 3> = 0 , 3 /C- 1) = 2,y'i~ 1) = 4 36. x 2 y'- 4^y r + 6y = 0^(-2) = 8，/ (一 2) = 0 


讨论题 

37. 如何利用本节介绍的方法解 

U + 2) 2 y+(x + 2') y ' + y = 0? 


给出求解过程，并给出解的定义域. 

38. 若已知2和1一 i 是辅助方程的根，能否找到一个最低阶的实系数柯西一欧拉方程？给出求解过程. 

39. 把初值条件 >>(0) = 3；。，3^(0) = %代入下列微分方程： 

x 2 y" = 0 ，工 2 /- 2xy' + 2y = 0 y" - ^xy' + %y = 0. 

当>、％为何值时，这些初值问题有解？ 

40. 图 4. 15所示的解曲线在: r 轴上的截距是多少？当区间为 0<;c<0. 5时， x 轴上的截距是多少？ 
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计算机实验作业 


在习题41〜44中，用 CAS 软件的求根程序求解辅助方程的（近似）根，然后得到微分方程的解. 
41. 2 x 3 y w — 10. 98 x 2 y + 8. + 1. 3 y ~ 0 

42 ； x 7, y m + 4x 2 y + — 9^=0 

43. x 4 y 4) —6工 3 ，+ 3工 2 /—3巧'+ 4尸0 

44. y (A) — + y f — lOSjrjy’ + 169) = 0 


4.8 消元法解线性方程组 


联立的常微分方程包括两个或更多的方程，它们都含有多个因变量的导数，也就是未知函 
数对一个自变量的导数.解常系数线性微分方 程组的消元法 （systematic elimination ) 基于变量 
消去的代数原理.类似于对一个代数方程乘一个常数，我们也对常微分方程进行同样的运算. 
因为这种方法不会改变原方程组，所以本节同时为读者提供了一个复习本章前面部分的机会. 

方程组消元法 线性微分方程组的消元法是通过用微分算子记号表示方程组中的方程来进 
行的.在 4.1 节中，线性微分方程 

+ … +a 】 y+a 0 ：y = git), 

这里 a;，i = 0， 1，…，《是常数，可以写成 

U„D(") +a n - l D^' ) + …+ 幻 1) + 如） 3> = git), 

若 n 阶微分算子 ⑷ — u +…+£1:0+%对低阶的微分算子也适用，那么这些算子 
是可以互相交 换的. 例如，用微分算子 D 表示方程组 

: c " + 2/ + / = x + 3> + sim , 

工'+ 3 / = + 2 y -h e ^ 1 , 

首先把含有因变量的项都写到等式左边，整理 后得： 

x" + 2x'-x + y' — = sim (D z + 2D - 1)^: + (D 2 - 3)^ = sini 

x' — ix -\- y' — 2y — e _, (D — A)x + (D — 2)y = e _t . 

方程组的解 微分方程组的解 （ solution ) 是一族充分可微的函数 $!(«)，y = ♦ ⑹， 
z = # 3( t ) 等等，这些解在某个区间 J 上满足方程组的每个方程 • 

求解方法 考虑一个简单的线性一阶微分方程组 


dx 

Tt 


= 


2 x 


或等价地， 


Dx — 3^ = 0 

2 x^Dy = 0. 


( 1 ) 


把 D 作用于 （1) 的第一个方程，同时在第二个方程两端乘上一 3 ，然后把两式相加起来， 
从方程组中消去）， 得到 6: c =0. 因为这个微分方程辅助方程的根为叫 = # ， m 2 =~S , 


所以可得 


x(t) — Ci e^' + c 2 e' / ® 1 . 


也可以在 （1) 的第一个方程两端乘上 2 ,同时把 D 作用于第二个方程， 
微分方程 6^ = 0. 直接可得 


(2) 

两式相减得到关于 J 的 
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y ( t ) = c 3 e - / ri + c 4 e vr, . (3) 

现在 （2) 和 （3) 不是对所有的 Cl 、 c 2 、 0和0都满足方程组（1)，因为方程组本身对解中任意 
可能的参数做了 限制. 为了说明这点，把和 〆 《) 代人原方程组 （1) 的第一个方程，化简 
后得 ' 

(-76C! - 3c 3 )e‘ + (V6 c 2 - 3c 4 )e^ = 0. 

由于这个表达式对所有 t 的值都等于零，所以必须有一 和# c 2 —3 q =0. 这两个 

方程使得我们可以分别用 G 、 G 表示 G 、 c 4: 



因此，我们可以得到方程组的解是 

x(0 = c ie ^ + c 2 e^, yit) =— 各 e ‘+ 誉 /‘• 

然后把（2)、 （3) 代人方程组 （1) 的第二个方程，可以验证这些常数之间仍然满足关系 （4). 

_用消元法求解 

解 

Dx + CD + 2)^ = 0 

{D~3)x~2y = 0. ⑸ 

解对第一个方程应用 D — 3，对第二个方程应用 D ， 然后把得到的结果相减，从方程组 
中消去然后得到下列 y 的微分 方程： 

[( D -3 XD + 2) +2 D ]3» = 0或 （ D 2 十 D —6 );y = 0. 

因为这个微分方程的特征方程为 wi 2 + m -6=( w -2)( w +3)=0, 所以解得 

yiO = c } e 2t + c 2 e^ 1 . ⑹ 

用类似的方法消去方程组中的 > 得到 （ D 2 +D — 6)^ = 0,然后可解得 

x ⑴ = c 3 e 2 ' + c 4 e- 3, . ⑺ 

正如我们前面所讨论的， （5) 的解不包含四个独立的常数.把 （6) 和 （7) 代人 （5) 的第一个方程， 
可得 

(Ac, +2 c 3 ) e 2; + (- c 2 -3 c 4 ) e ^ = 0. 

由 4 c , +2 c 3 =0 和一 c 2 —3 c 4 =0 可得 c 3 = — 2 Cl * c 4 = - yc 2 , 从而方程组的解为 

x(t) =— 2ci e 21 — 去 ,_y(/) = c t e 2 ' + c 2 e il . _ 

因为 C 3 、 c 4 可以很容易地分别用 A、Q 解出来，所以例 1 的解可以写成如下等价形式 
x(0 = c 3e 21 十 c 4 e— 3< ，）（0 =-yC3e 2, -3c 4 e- 31 . 

注有时在解方程的时候需要注意，如果先用常数之间的关系解 r 再解 > 则需要用 （5) 的 
第二个方程，读者可以证明把 x ( t ) 代入: + 可以得到: V = 一^ e 2< 一 3c < e ' 
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用消元法求解 

解 

x r - 4 x + / = t z 

x -\- x -\- y = Q . (8) 

解 首先，用微分算子记号表示方程组 

( D - 4 )x + D 2 y = t 2 
( D + l)x + Dy = 0. 

然后，消去: r ， 可得 

[( D +1) D 2 - ( D - 4 ) D]y = (D + l ) t 2 - (D —4)0 

或 


(D 3 +4D)y = t 2 +2t. 

因为辅助方程 w ( 讲 2 +4)=0 的根为叫 =0, m 2 =2\, m 3 = -2i , 则余函数为 
y c = ci + c 2 cos2t + c z sin2t. 

为了求特解力，可以 假定心 = A « 3 + Bf 2 + Ch 然后用待定系数法求解.所以有 
y p = 3At 2 +2Bt+C,y\ - 6At+2B,y^ p = 6A, 

+ iy p = 12At z +&Bt + 6A 十 4C = f 2 十 2t. 

最后一个等式意味着 12A = 1, 8B=2, 6A+4C=0 ； 由此有 A = l/12, B=l/4 ， C=-l/8 . 那么 
y = y c + y P = ci + c 2 cos2< + c 3 sin2 ； + + -^t 2 — yi. (10. 


从方程组 （9) 中消去 y ， 可得 

[(L»-4)—D(D + l)]x = f 2 或 （ D 2 +4) 工 = 一 < 2 . 


很明显有 


x c = c 4 cos2f 十 Cssin2t ， 

用待定系数法可以得到形如 h = Af 2 + Bi + c 的特解 • 在这种情形下，用微分和代数方法可以 


解得 



因此 

X — x c + J：p = C t cos2« + c 5 sin2f - ^t 2 + 


(ID 


接下来把 (10) 和 （11) 代入 (8) 的任何一个方程，可以得到用 c 2 ， c 3 表示的 c 4 ， c 5 . 利用第二个方 
程，合并同类项后可得 

(c 5 — 2c 4 — 2c 2 )sin2 / + (2c 5 + c 4 + 2c 3 )cos2f = 0, 

所以 c 5 —2c 4 —2c 2 =0 ， 2c 5 +c 4 十 2c 3 =0. 用 c 2 ， c 3 把 c 4 ， c 5 解出来，可得 
c 4 = — - i -(4 c 2 + 2c 3 ) ， c 5 = +(2 c 2 - 4c 3 ). 


最后， （8) 的解为 


x(t) =— y(4c 2 + 2c 3 )cos2t + -g-(2c 2 — 4c 3 )sin2£ — —t 2 + -g- 
y(t) = C! + c 2 cos2t + c 3 sin2t + + -jt 2 — 
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_再论数学模型 

在 3. 3节中，我们知道线性一阶微分方程组描述了在两个容器中流动的盐 a (0 和盐溶液 
& U ) 的重量.那时，我们还不能解这样的方程组.但是现在用微分算子，方程组可以写为 


( D + ih — = 。， 
— + = °. 


对第一个方程应用 D + 2/25, 在第二个方程两端乘以1/50,相加并整理后得 
(625 D 2 + 100 D +3) x ! = 0. 


由辅助方程 


625 m 2 + 100 m + 3 = (25 m + 1) (25 m + 3) = 0 


可以马上得到 


x,Ct) = Cl e — " 25 + c 2 e — 31/25 _ 


用同样的方法，可以求得 (625 D 2 + 100 D +3): c 2 =0, 然后有 
x 2 Ct) = c 3 e- /25 +c 4 e" 3t/25 . 

把; rJO 和 . r 2 (0 代入方程组的第一个方程，然后可得 

(2c, -c 3 )e- I/25 + (-2c 2 -c 4 )e- W25 = 0. 

由这个方程可以求出 c 3 =2 Cl , c 4 = — 2 c 2 . 因此方程组的解为 

Xl (t) = Cl e_" 25 + c z e~ 3l/25 ,x 2 (0 = 2 Cl e- I/25 - 2c 2 e—_• 

在刚开始的讨论中，我们假设初始条件为^(0)=25, x 2 C 0)=0. 把这些条件代入解中可以得 
到 C , + C 2 =25, 2c ： -2c 2 =0. 同时解这些方程可以得到 Ci = Q =25/2. 最后，初值问题的解为 


Xl { t ) = 學 e — 1/25 + ye - 3,/25 ,^ 2 (0 = 25 e — 1/25 -25 e ~ 3,/25 . 


■ 


练习 4.8 

用消元法解习题1〜 2 o 中的微分方程组. 


df 

3. f =W 

?= 工一 * 

d « 

5. (D 2 +5) 工 -2>- = 0 
-2 x +( D 2 + 2)^ = 0 

7. g = 4 

&一 e ， 

Or + D 2 y= e 3 ' 
9 . (D+ 1>j + CD- l)y = 4e 3 ' 


2. ^ = 4x + 7y 




-2 y 


t dx A n 

4 . 石一 4y=l 



6. (D+l)^+(D-l)y = 2 
Zx+W+2)y =-l 

+ S 一 


㈣ 


=— x-\~ Ay 


10. 


D z x — Dy = c 
(D + 3)^ + (D4-3)y = 2 
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11. (D 2 —l)x — y = 
(D- l)x~\-Dy 




13. 2 

f - 

15. (D— 1 )工十 （ D 2 + l)：y : 

(D 2 -l)x+CD+l )^： 
17. Dx = y 
Dy = z 
Dz — x 


19. 


Qy 


d ? 


=x + y 


解习题 21 和 22 中的初值问题. 


=— 5 x — ^ 


4x — y 


12. (2D 2 — D—1)jt — (2D+ 1 )3 ； 

(D- l)x+ Dy — 1 


U . 


丨 d.y 
de^di 


d ? 


: c + ;y = 0 

16. D 2 x-2iD z +D)y = sin 
x -h Dy ~ 0 
18. i5r + 2 ： = e ( 

(D-Dx + D^ + Ife = 0 
•r 十 2y 十 Dz = e f 


20 . 


dx 

^ =- 
dt 

dz 




22 • 字： 

dt 

= 

dt 


= -3x-f 2^ 


x(l>= 0,^(1) = 1 ^(0)= 0 , 3 ； ( 0 ) = 0 

23. 从枪中射出一发子弹，子弹重速度 v 与其运动轨迹相切.忽略空气阻力及除自身重力外的其 
他力，写出一个微分方程组，描述子弹的运动情况.请参考图 4. 16. 解这个方程组.[提 示： 分别在 
: r 和方向运用牛顿第二运动定律 .] 

24. 若习题23中的子弹受到与其运动方向相反、与轨迹相切的阻力 it ( 大小为 W ， 则描述运动的微分方程 
组是怎样的.请参考图 4.17. 解这个方程组.[提 示： A : 是速度的倍数，即 a .] 



图 4. 16 图 4.17 


讨论题 

25. 讨论下列方程组： 

Dx — 2Dy = t 2 

(D 十 l)x—2(D + l)：y = 1. 
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4.9 非线性方程 


线性和非线性微分方程有几个很明显的差别.在 4.1 节中，我们知道二阶或二阶以上齐次 
线性方程有一个性质，就是解的线性组合仍然是方程的解（定理 4. 2). 非线性方程没有这种叠 
加性质.（见练习 4. 9中的习题1和习题 20.) 我们可以求出常系数线性一阶或高阶微分方程的 
通解.但是我们求出的非线性一阶微分方程的单参数解族并不是它的通解.换句话说，非线性 
一阶微分方程有奇异解而线性方程 没有. 但是二阶或二阶以上的线性和非线性微分方程的主要 
区别是解的存在性.给定一个线性方程，我们可以求出其解的不同形式，显式解或无穷级数形 
式的解(请见第6章).另一方面，非线性髙阶微分方程实际上一般不能用解析方法 来解. 尽管 
这样，但还是可以用其他方法来 解的. 正如在 1. 3 节的末尾处指出的，我们总是可以通过定性 
和定量两方面来分析非线性微分方程. 

在开始讨论非线性微分方程时，我们要强调一下，非线性微分方程是非常重要的，甚至比 
线性方程更重要，为什么呢？因为物理世界的精确数学模型在很大程度上都是用非线性方程来 
描述的. 

我们通过展示一个分析方法来开始本节的讨论， 有时候 分析方法可以使我们求出一些特殊 
类型的非线性二阶微分方程的显式解或隐式解， 

降阶法 非线性二阶微分方程 F (: c ， y ，/) = 0(不含因变量: y ) 和 F (： y ， ：/，/)=0(不含 
自变量 d 有时可以用一阶方法来解.每个方程都可以通过换元法降为一阶方程 • 

下一个例子说明了对形如 FU ， /，/)=0的方程如何使用换 元法. 若 u = :/，那么微分 
方程可以写为 FU ， m ， m ') = o . 如果能从这个方程中解出《，通过积分就可以求出; y . 注意因 
为我们可以解这个二阶方程，所以它的解包含了两个任意的常数 • 

_不含 J 的二阶方程 
解:/’ = txiy ' Y . 

解 若令 M = 3/， 则 d “/ d ; c =/. 换元后，二阶方程降为可分离变量的一阶 方程； 自变量 
是 I ,因变量为 

^ = Ixu 1 或裝= 2:cd - r » 
j" m - 2 dw = J 2xdx ， 

—w - 1 = X 2 + Cl. 

为了方便起见，记积分常数为接下来的几步推导是明显的.因为所以有 

dy __1 

石 -— 

我们再来看一下如何解形如 F (>， ：/， /)= o 的方程 • 再令 M = y ， 但由于方程中不含自 
变量 X ，所以把这个代换代入变形的微分方程中，： V 为自变量，《为因变量.再用链式法则计 
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算 y 的二阶 导数： 


〃 


y 


dw __ dw __ du 
dr dx U dy ' 


本例中，我们要解的一阶微分方程为 


F ( y ' UtU fy ) =0 - 

iH 不含自变量 x 的二阶方程 

解 yy " = (:/) 2 . 

解令以=3/，由链式法则和变量分离法，微分方程可以写为 


+ 岩 ) =m2 或穿 = ?• 

对方程积分，可依次求得 In 1 “ | =hi | y I 和“ 这里常数项±6用 Q 代替. 把“= 

dy/cli 代回积分结果，再用一次分离变量法，并求积分，重新标记常数项 后得： 

J" $ = c 2 j" dx 或 In | : y 1 = c 2 x + c 3 或: y = c 4 e f2 ' ■ 

使用泰勒级数一些初始条件在 x。 处的非线性初值问题的解可以通过在= 处的泰勒级 
数来近似. 

_初值问题的泰勒级数解 

假设初值问题 

y x -^r y ~ y 2 f ― — 1， 3*’(0) = 1 O) 

的解存在.若这个初值问题的解: y (: c) 在0处可以通过解析方法得到，则〆 x) 在 x==o 处的泰 


勒展 开为： 


y(x) = ^(0) + ' 



^ + ^ 5 + 


( 2 ) 


注意到 （2) 中第一项和第二项的值已知，因为这些值在初值条件^⑴二一 1 ， y(o)=i 中给出 • 
进一步，微分方程本身定义了二阶导数在0处 的值： /(0) = 0 + ^(0)-y(0) 2 =0+(-1)- 
(-l) 2 = -2. 那么可以通过计算微分方程的连续导数求出高阶导数/，/ 4> ，…的值： 


/(工）=差(文+ >>— y ) = 1 + / — ， ⑶ 

y 4 ) (x) = + / — 2 x/) = y 2 yy" — 2(y ) 2 ， （ 4 ) 

y 5> O) = j-(/ — lyy" — 2(y) 2 ) = /" — - ^yy'^ ⑸ 

等等.再利用 >>(0) = —1， y (0) = l ， 从 （3) 中可以求出/ (0)=4. 又由 〆 0) = — 1，/(0)= 
]_， y '( 0 ) = —2, 可以从 （4) 中求出 y 4 ) (0) = — 8. 因为; (0)=4, 所以可以从 （5) 中求出 
y 5) (0)=24. 因此，由 （2) 可以计算出初值问题 （1) 的级数解的前六项为 

★ ) = 一 1+„2 +1^3— ■ 

数值求解程序的使用有些数值方法如欧拉方法或龙格 - 库塔方法只能用来解—阶微分方 
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程，最多也只能用于一阶方程组.为了分析 n 阶初值问题的数值解，我们可以把 n 阶常微分方 
程写成 n 个一阶方程组成的方程组.为了简要地说明这个方法，这里只举例说明二阶初值问题 
的 解法： 首先，解出/，也就是把微分方程写成正规型/=/(工，力/)，然后，令/ = «. 
例如，如果把 y = M 代人 

^ = fix,y,y') ,y(x 0 ) = y 0 ,y\x 0 ) = u 0 , ⑹ 

则有 /==«' 和 > ， (xo)=«(x 0 ), 所以初值问题( 6 )就可以写为 

解： I :::; 一 

使轉：： y(*x。） = yo = u 0 . 

但是要注意，有些商业数值计算软件可能不要求给出方程组 - e 

ma 例 3 的图形分析 

由前面的讨论可知，例 3 中的二阶初值问题等价于 

普 = _r + 3/ - y ， 

初值条件为〆 0) = — 1 ， «C0) = 1. 用数值求解程序可以得到如图 4. 18所示的解曲线.为了进 
行比较，五次泰勒多项式 T 5 U) = _l+^_P + |^ 3 _'|^ 4 + +' r 5 的图形用黑色标记.尽管不 
知道例 3 中泰勒级数的收敛区间，但是图中原点附近两条曲线紧密靠近的一段表明幂级数可能 

在区间（一1， 1) 上收敛. ■ 

定 性问题 图 4 .18中的图形给我们提出了一些有关其性质的问题：原始初值问题的解在 
I —+ oo 时是不稳定的吗？数值求解程序在更大区间上所绘出的图形做出了肯定的回答，如图 
4. 19 所示. 但是这个例子，或者说这类例子都不能说明微分方程/ 的所有 解都是 

不稳定的.同时， a 在一 1 附近 时如图4_ 19所示的解曲线会有什么情况发生？当 I —— oo= 微 
分方程解的性态是怎样的？当 • T — + 00 时解是有界的吗？ 一般来讲，这些间题对于非线性一阶 
微分方程并不容易 回答. 但是某种类型的二阶方程使得我们可以借助方程组来进行定性分析， 
像我们在 2. 1节中遇到的一阶方程就是一类没有显式解的方程•形如 
F (; y ， y ，/) = 0或 g = /()，)’） 

的不含自变量 I 的二阶常微分方程被称为自治的 （ autonomous ) •例2中的微分方程就是自治 
的，例 3 中的方程在等式右边有含工的项，所以是非自治的-关于自治二阶微分方程和自治微 
分方程组稳定性的话题我们将在第 10 章中深人讨论 • 


㊀ 有些魏求難序只鮮给出 二 阶齡方關 正麵絲 式， = 价，> 把单个方程賤 成齡方 程的方 

程组的程序内置在计算机软件中，因为方程组的第一个方程总是/ = «，第二个方程总是/=/(工，> 
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练习 4.9 

在习题1和2中，证明义、力是微分方程的解，但是通解形式的力却不是解. 

1. (/) z =y 2 ■, yi=e x , : v 2 =cosjc 2. y/= + (y’) z ; : y! = 1 ， y 2 =x z 


在习题 3 〜 8 中，用换元法《=:/解微分方程. 
3. /4-(^) 2 +1 = 0 
5. x 2 y n +(y') 2 =0 
7. >»〃 + 2jy( ： y') 3 = 0 


4. y'-a 十 （ y ) 2 
6. ( y + l )^ ― (: y ’) 2 

8_ y/=y 


fl ^9. 考虑初值问题 /+：yy = o , ： y (0) = l ， y (0) = —L 
( a ) 用微分方程和数值求解程序绘出解曲线的图形 • 


( b ) 求初值问题的显式解_用绘图工具绘出解的图形 • 


( c > 求 （ b ) 中解的定义区间. 


fl ,10. 求初值问题的两个解 

(/) 2 + (/) 2 = 1 ^(-|-)= ( y )= y - 


用数值求解程序绘出解曲线 - 

在习题11和12中，证明用换元法《 = /可以得到一个伯努利方程_解这个方程(请见 2.5 节）_ 

11. x/ = /+(y) 3 12. xy"=y' + x(y'y 

I 在习题13〜16中，如例3所示的计算过程，写出所给初值问题的泰勒级数解的前六个非零项，以0为中 
心.用数值求解程序和绘图工具比较解曲线和泰勒多项式的图形 ■ 

13./- x+y , y (0)- l , y <0) = l 14./ + / = !- yo )=2, /(0) = 3 

15./ = /+/ — 2/, ^(0) = 1, /(0) = 1 16-/ = e ". y (0) = 0, y (0) = _l 

17. 在微积分中，曲线 : y = /( d 的曲率定义为 
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K= [1 + (/) 2 ] 3/2 ' 

求； C=1 时的 J=/(I). [提 示： 简单起见，忽略积分常数项 .] 

JtlilS. 一个在逆向力场中沿: r 轴做直线运动的物体，描述其位置: r(t) 的数学模型为 


d 2 x k 2 

n 

设 f = 0 时刻，物体由静止状态从 z = x。 处开始运动， x„>0. 证明在任意时刻物体的速度为 t/=2P 
(l/x-l/x„). 用 CAS 做积分运算，并用I表示时刻 f. 

讨论題 

19. 运动物体的位置 •!：(《> 用数学模型描述为 


+ sinx = 0. 

用数值求解程序绘出满足初值条件奴0)=0, x '( 0 ) = x l , 心>0的解.讨论心改变时，时刻物 
体的运动状态.用同样的方式考察方程 

祭 + ^ +sinx = 。. 

讨论 dr/dt 项可能有的物理解释. 

20. 在习题1中’我们知道 cosx 和 e 1 都是非线性方程 （/) 2 _y==0 的解.证明 sin_r 和 e— 1 也是该方程的 

解.不解方程，讨论如何通过线性方程的某些特征来寻找显式解，不加证明，讨论为什么线性组合 
y = Cl e - + c 2 + c 3 cosx + c 4 sinx 和; y =c 2 e~ + Q sinx 不是通解，而两个特殊的线性组合 >=<：,# + 

c 2 e— 1 和 ;y = C3COSjr+c 4 sinx —定是微分方程的解. 

21. 讨论如何用本节介绍的降阶法来解三阶微分方程 ：/" = /I + (/) 2 . 给出求解过程 • 

第4章复习题 

不参考课本回答习题1〜 4. 填空或判断对错. 

1. 初值问题 / + P；y = 0， ： y(0) = 0， ： y'(0) = 0 的唯一解为- • 

2. 用待定系数法解方程，假设/ — )=】+〆的特解 jv 的形式为-- 

3. 线性微分方程的解乘上一个常数仍然是它的解_ 

4. 若两个函数 /i、 / 2 组成的集合在区间了上是线性无关的，则朗斯基行列式 W (/i ， /2)关0对/上的所 


有 i 都成立. 

5. 给定一个区间，函数 (x) = :r 2 和/ 2 (^)=1丨工丨在其上线性无关.求一个区间，使得 /i、/z 在其上 
线性相关. 

6. 不用朗斯基行列式，判断所给的函数集合在指定的区间上是线性无关还是线性相关的_ 

(a) /i(x) lnjc，/ 2 (J：) = \ nx 2 ，（0, +«o〉 

(b) /i(x) - x n ,/ 2 (x) = ,n = 1 ， 2,… ， （一 〜，+ °°) 

(c) /i(x) = x ， / 2 ( 工 ） =x + l,(—oo, +oo) 

C<Df,(x) = cos(x + y) ,/ 2 (x) - siiur ，（一 m，+ °°) 

(e)/, ( x ~) -= 0,/ 2 ( jc )= 工，（一 5,5) 

( Ofxix ) - 2，/ z ( x ) = 2 x ,(- oo , + oo ) 
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(g) /,(x) = x 2 ,/ 2 (x) = 1 _ 1 2 ， / 3 ( 工 ）= 2 + x 2 ，（ _oo, + oo) 

(h) /i(x) = xe 141 ，/ 2 (x) = (4x-5)e",/ 3 (x) = xe" , (-c«, + TO ) 

7. Smi=3, m 2 = -5, m 3 = 1 分别是辅助方程的单重根、双重根和三重根.写出相应的齐次线性微分方 
程的 通解， 若有 

(a) —个常系数方程. 

(b) —个柯西-•欧拉方程. 

8. 考虑微分方程 a/ + 6;/ + c;y=g(j：) 

人函数 g (: c) 的方程. 

(a)g(x) = e ;t lnx 

( c ) g ( x ) = ^2 


，其中 a、 6、 c 是常数.用待定系数法和常数变易法解具有不同输 

( b ) g ( x ) = x 3 cosx 
( d ) gU ) = 2 x - 2 e : 


( e ) g -( j ：)^ sm 2 a : 


(f) < g-(x) 


_ e J 

sinr 


在习题 9 〜 24 中，用本章介绍的方法解每个微分方程的通解. 


9 . y ~ 2 y-Zy = 0 
11. : y，+ 10/+25：/ = 0 
13. 3^ + 10/+15/ + 4^-0 
15. /_3 y 十 5：y = 4:c 3 —2x 
17. y m — 5y’ + 63 / = 8 + 2sinj ： 

19. y r ~Zy -\~2y = ^ x tanx 

21. 6x z y r， -\~ ^xy 

23. x 2 y—ixy +x 2 

25. 分别在两种情况下0>_£«和( 

{o.')y J r<o'y=s\xuix 


10. 2/+2)' + 3广0 

2'+9/+12：/ + 53^0 
2，+3，+ 2/+6：/—4, 
y - Zy^ry = x 2 e 
，-/ = 6 
" 2e J 


22. 2x 3 , 十 lkV+Sary 十 9：y = 0 
y ' + ：y = : r 3 

写出微分方程的通解 ;y = y t + ;y P . 不用求出; y f 中的系数- 
(b)/ — 

不用计算器或计算机求微分方程的通解_ 


26. U) 已知^ =siax 是/ 4> +2，+11/ + 23/ + 1(^ = 0的一个解， 

(b) 寻找一个常系数线性二阶微分方程，使得力和:是其相关齐次方程的解，；V， 


是非齐次方程的解. 

27. (a) 用双曲函数写出四阶微分方程 y u> — 2/ + J=0 的通解. 

(b) 写出 y 1 )—2/ + ：v=sinAx 特解的形式 • 

28. 考虑微分方程工 2 /—(1 2 +2工)/ + (^+2)：>； = ：1： 3 .证明是相关齐次方程的一个解.然后用 4 .2 
节中介绍的降阶法解出齐次方程的第二个解: y 2 ， 以及非齐次方程的特解: y/>. 写出微分方程在区间（ 0 , 
+ oo> 上的通解. 

在习题 29 〜 34 中，解所给条件下的微分方程. 

29. /- 2/+ 2^=0, ^( y )=0, : y (7 i ) = — 1 30. /+2：/ +： y 二0，1)=0 ，/ ⑻=0 

3 l./-y = x + siru: t y ( 0 ) = 2 , y f ( 0)-3 32./ + 广撕 3 工， y(0) = l， /(0 卜 + 

33. y/ = 4x, : y(l) = 5, ：/ (1) = 2 34. 2 / = 3 y 2 , y (. 0 ) = l t y ( 0 ) = \ 

^35. (a) 用 CAS 求出 12y 4 )+64/* + 59/ —23：/_12 y =0 的辅助方程的根.写出方程的通解. 

(b) 求出 （a) 的方程在初始条件: y(0> = _l，y(0) = 2， /(0) = 5, / (0) = 0 下 的解. 用 CAS 解含有四 
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个未知变量的方程组. 


0,36. 求出: r/+y + v^==0 解族中的一个特解，它的图形与 z 轴在 x = l 处 相切. 用绘图工具绘出解曲线. 
用消元法解习题37〜40中的方程组. 

37•营 + 穿 = 2^ + 27 + 1 38. ^ = 2x-\-y-\-t~2 


ft 


+ 2 


办= 


dt 


y+3 


营 = 3x + 4 ： y-4f 


39. (D- 2) x-y =— 〆 


40. (D + 2 )工+ (D+2)：y = sin2r 
5o ： +(D+3)；y = cos2r 



频击振荡；见图 5.22 


第5章高阶微分方程建模 


我们已经学过了不同现象的单个微分方程数学 模型. 在本章 5. 1节中我们将更详^地1论 
一个应用，即连在弹簧上的质点的 运动. 除了将在术语和物理解释上对线性微分方程 < ^"+4' + 
^= g ( t ) 中的四项加以阐述外，我们将看到串联电路的数学模型和弹簧/质量系统是完全相同 
的. 这个线性二阶微分方程的形式在科学和工程的许多其他领域也有广泛的应用.在 5 .1 节 
中，我们将专门讨论初值问题，而在 5. 2节中专门讨论边界值 问题. 我们还将在 5. 2节中学习 
由边界值问题引出的特征值和特征函数的概念.在 5. 3节的开始，我们将讨论线性和非线性弹 
賛的区别，然后给出由钟摆和悬浮线导出的非线性模型. 


5.1 线性 方程： 初值问题 

本节中我们主要研究几个线性动态系统，它们的数学模型都是常系数二阶微分方程 

杂 + 〜 g + ao：y = 

在前面我们讲过， 函数 g 是系统 的输入 （ input ) 或施 迫函数 （fon^g function). 这个二阶方程= 
包 含匕的 区间上的解: V ⑴满足初始 条件办 ）=y °， ：/(*。）=：^，称之为系统 的输出 （ o ut P ut) 或 
响应 （response). 


. 1 . 1 弹簧/质量系统：自由无阻尼运动 

虎克定律 假设-个有弹性的弹簧 ㊀ 垂直悬挂在一个刚性物体下方，-个质量为 m 的物体 
味 它的自由端.弹賛伸长的长度当然和物体的质量有关；不同质量的物长她的 f 
定 不同. 賴虎克定律，弹簧的回复力和它伸长工的方向相反，并且 

犹是 F = h ， 这里) fe 是比例常数，称为彈性系数（咖叫 — tant ). 弹簧基本上是根据々釆= 
例如，如果质量为施的物体使弹簧伸长了 1池那么由10 =々（1/2)可得卜20 11>/ 
ft 有必要说一下，质量为 81 b 的物体只能使同样的弹簧伸长2/5氏 

牛顿第^律^为饥的物体系在弹賛的一端，并使得弹簧拉长~其所受重力 W = 
弹黄回复灿相等_到平衡.顏我们已经定义了重力胃 = 呢， 其中践 _位可以是 


㊀相对于后面的硬化弹簧 而言. -译者注 
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slug 0 、 kg 或 g ， 对应于不同的质量单位分别有 g = 32 ft / s 2 ，莒 =9.8 m / s 2 或 g = 980 cm / s 2 . 如 
图 5. 1( b ) 所示，平衡条件为或 mg —= 如果物体从平衡位置移动： c , 那么弹簧的回 
复力变为 《 x + s ). 这里假设没有外力作用于整个系统，物体的振动不受其他外力的影响(除了重力 
和弹簧回复力），也就是自 由运动 (free motion ), 我们可以用净回复力列出牛顿第二定律的 等式： 

m = —是 (s + x ) + mg = — kx + mg — ks = — kx . (1) 

0 

(1) 中的负号表示弹簧的回复力和物体位移方向相反.另外，我们假设从平衡位置指向下 
的方向为正.请见图 5. 2. 



自由无阻尼运动的微分方程用质量 m 去除 （1) 式左右两边，可以得到二阶微分方程 
d 2 x / cU 2 + U / m):r = 0 或 

尝+0^ = 0， ⑵ 

这里方程 （2) 描述了简谐振动 （simple harmonic motion) 或自由无阻尼运动 （free 
undamped motion) 的 过程. （ 2) 式有两个明显的初始条件，初始位置 1 ( 0 ) —： r 。 ’物体的初始速 
度若 x D >0, ^<0,则物体是从平衡位置下方开始运动的，具有向上的速度，当 
时， 称物体从 静止状 态开始释放.若办<0, 4=0,则物体在平衡位置上方 I 工。 I 处从 
静止状态开始释放. 

解和运动方程为了解方程 （2), 我们注意到辅助方程 W + J =0 的解是复数叫=^， 
= 因此，由 4 , 3 节 （8) 式可求出 （2) 的通解为 

x ( t ~) = Ci cosaji + c 2 sinoji . (3) 

(3) 式表示自由振动的周期为 T=2 tt / W ， 频率为/ = 1/了 = ⑴ /2 tt . 例如， x(0 = 2cos3«-4sin3i, 
周期为 2 tt /3, 频率为 3/2 tt . 前一个数宇表示 xU ) 的图形每心/3个单位重复 一次； 后一个数字 
表示每 27 r 个单位图形循环3次，或者说物体每单位时间内振动次.另外，周期 2 tt /3 也 


© 在重为 lib 的力的作用下产生 lft/s 2 的加速度的质量单位.一一译者注 
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表示连续两次达到最大值的时间间隔.请读者注意， iQ 〉 的最大值是对应于物体在平衡位 
置下方最大距离的正位移，而: r ( i ) 的最小值是对应于物体在平衡位置上方最大距离的负位移. 
每-种情形都是物体的极值位移 （extreme displacement ). 最后，应用初始条件解 （3) 中的常数 
ci , c 2 ,我们称结果为运动方程 （equation of motion ) 的特解或响应 • 

_自由无阻尼运动 

质量为 21 b 的物体使得弹簧伸长 6 in . 在/ = 0时刻，物体从平衡位置下方 8 in 开始释放， 
向上的速度为4/3 ft / s . 求自由运动的方程 • 

解因为我们一直在用通用单位，所以题中给出的计量单位尺寸必须转换成 英尺： 6 in = 
I ft ; 8 in = yft . 另外，必须把重量单位转换成质量单位.由讲=\^：知 ， w = 2/32 = l /16, 
又由虎克定律， 2 = Kl /2) 给出了弹性系数为6 = 4 lb / ft . 由 （1) 式可得 

占“或發 + 64 工= 0 . 

初始位移和初始速度为工(0) = 2/3， x ， (0) = -4/3, 负号表示物体的初始速度为负，或者说是 
竖直向上的. 

因 o > 2 =64, aj =8, 所以微分方程的通解为 

xit) = <：! cos 8 t + c 2 sin 8«. (4) 

把初始条件代人工((），工'（《)，得 Q =2/3, c 2 = — 1/6. 因此运动方程为 

2 1 (5) 

x(t) = yCOs8i - ^sin8^. ■ 

JCU ) 的另一种形式 当且 c 2 ^0 时，自由振动的实际振幅 A 并不能从方程 （3) 中看出 
来. 例如，尽管例1中的物体初始位移为 2/3 ft ， 但是振动的振幅要大于 2/3. 因此，通常把形 
式 (3) 的解写成更简单的形式 

x ( t ) = Asin ( c *^ + 必）， 

其中 A=vV + Q 了，參是如下定义的相角 （Phase angle )： 


(6) 


sin ^ — 


A 


tan ^ = 


= £ i _ 


cosi > ^ ~ 


要证明这个等式，只需把 (6) 式按正弦函数的加法公式展开： 

Asinwtcos<j> + Acoscotsmi> = (Asin^)coswi + (Acosf)smwt 

由图 5.3 可得，若4为如下定义 

- Cl , 匕 rn 

= ~^ yCOSi > = 


(7) 


( 8 ) 


sin # = 

那么 （8) 可以写成 


Cl + c | 


VCl + c 2 


A C ^-coswt + A = ci coscoi + c 2 sm 

A A 

MB (5) 的另一种形式 

根据前面的讨论，我们可以把 （5) 式’ xit ) = 


A ' 


s 8 t — ysin 8 z ， 写 图 



成另外一 . 种形式 Wt^AsinCSt + O. 振幅可以从中直接计算出来， A=y(2/3) 2 + ( - 1/ST 
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yrw 〜0.69 ft ， 计算 （7) 定义的相角4需要多练习.令 Cl =2/3, ca = - l /6, 可以求出 tans 6 = 
-4, 用计算器可以算出 taiTU —4) = —1. 326 rad 这还不是相角，因为 tan — 1 ( — 4) 在第四象限，和 
Cl >0, C 2 <0 时， sir ^>0、 cosXO 矛盾. 因此必须把 f 转换成第二象限的角 4= (― 1. 326) = 

1. 816 rad . 由此可得 

x ( t ) ― sin (8 t 1. 816). (9) 

这个函数的周期是 T =2 jt /8 = k /4. ■ 

图 5. 4( a ) 给出了例2中物体的两个运动周期的图像.从左到右的前五个位置(用黑点标记） 
分别相应于物体的初始位置在平衡点以下（工 = 2 / 3) 、第一次通过平衡位置（工 =0 )向上运动、 
物体到达平衡位置上方的最大位移（^ = 一#/ 6) 、物体第二次通过平衡位置(义 = 0) 向下运动、 
物体到达平衡位置下方的最大位移(^二#/ 6 ). (9) 的图像，也就是图 5.4( b ) 中的点分别对应于 
前面给出的五个 位置. 但是，要注意，图 5. 4( b )« x 平面中的正方向通常是向上的，和图 5.4( a ) 
中的正方向相反.因此图 5. 4 ( b ) 中的实线是图 5. 4 ( a ) 中物体运动虚线的映射. 

形式 （6) 非常有用，因为通过 t 轴正方向 （ x ==0) 求 : cG ) 图像中的时间非常容易.不难发现 
当 + 时，其中 n 为非负整数， sin ( w « + ^)=0. 



b) 

图 5.4 
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可变弹性系数系统在上面讨论的模型中，我们假设的是一个理想模型，即弹簧的物体特 
性不随时间而改变.但是在现实世界中，弹簧用了很长时间以后会 磨损； 也就是说弹性系数可 
以变化，或者更准确地说是随着时间衰减.在老 化弹簧 （aging spring ) 的模型中，弹簧系数是 
由递减函数•‘， ft >0, a >0 所代 替. 线性微分方程 wx 〃+ fce —°‘ x =0 不能用第4章所 
讲的方法 来解. 但是，用第6章的方法我们可以得到两个线性无关的解.请参考练习 5.1 的习 
题15, 6. 3节的例3，以及练习 6.3 的习题25、 26. 

当弹簧/质量系统受温度快速降低的环境影响时，应该用 K ( f ) = &， A >0 代替常数 h 这 
个函数随着时间的增加而增加.然后我们可以得到 模型^ ^" + *以= 0,这是 气体微分方程 
( Airy’s differential equation ) 的 形式. 像硬化弹賛的方程一样，气体微分方程可以用第6章的 
方法来解.请参考练习 5.1 的习题16, 6.1 节中的例2,练习 6.3 中的习题 2 7〜 20. 

5.1.2 弹簧/质置 系统： 自由阻尼运动 

自由振动的概念多少有些不切实际，因为方程 （1) 描述的模型假设了运动物体不受任何阻 
力.除非物体悬浮在完全真空的环境中，否则环境至少对物体施加一个 阻力. 如图 5.5 所示， 
物体悬浮在粘性介质中或与一个阻尼器相连. 



a ) b ) 


图 


自由阻尼运动微分方程在力学研究中，作用于物体的阻力与物体的瞬时速率成正比•特 
别地，我们接下来的讨论都假设这个阻力等于—个常数与如/出的乘积.若没有外力作用在整 
个系统上，那么由牛顿第二定律可得 





( 10 ) 


其中 是正 的阻尼常数， 负号表示阻力和物体运动方向相反. 2 2 

用质量 m 去除 (10) 的两端，可得 自由阻尼运动 （free damped motion ) 的微分方程为 d 2 x / d ^ + 

ip / m ) dx / dt -{-(. k / 7n ) x = 0 或是 
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其中 


^ + 2A ^+cu 2 x = 0, 

2 A = = 兔. 

mm 


这里 2 A 用来简化代数符号，因此辅助方程 m 2 +2 Am + o / = 0 及其相应的根为 
rri] — — A +7A 2 — a> 2 > m 2 —— A — \/X 2 — «/ . 

根据 A 2 — W 2 的符号不同，可以分三种情况来讨论.因为每个解都有阻 尼因子 A >0, 


( 11 ) 

( 12 ) 


所以 


随着时间的增加物体的位移可以忽略不计. 


情形 在这种情况下系统称为是过 阻尼的 （ overdamped ), 因为阻尼系数 p 


相对于弹性系数々来说是很 大的. （11) 的解为1(«)=^心‘+~# 2 '，或者 


sc ( t ) = e - u Cc 1 e' / ^ Jl + c 2 e -' / ^ Jl ). (13) 

这个方程表示的是一个平滑且没有振荡的运动.图 5. 6表示了 ： c ( t ) 两种可能的图形. 

情形«> 2 =0 在这种情况下系 统称为是临界阻尼的 （critically damped )， 因为阻力 
只要稍微减小一点就会引起运动的 振荡. （11) 的通解为 HO = r ie 〜+ c 2 f e » V ， 或者 

x(t) = ^ ^ ((：! + C 2 t). (14) 


-些典型运动的图像在图 5.7 中给出.注意这种运动与过阻尼运动非常类似.这个现象由 （14) 
也可以看出，因为物体最多只通过平衡位置 一次. 



情形] I [:又 2 _<» 2 <0在这种情况下系统称为是欠 阻尼的 （ underdamped ) ，因为阻尼系数 
与弹性系数相比 很小. 运动方程的根叫和切 2 是复数： 

Wi = _ A -\~\/ ti > 2 — A 2 i » wi 2 = — A 一 \/ (u 一 A 2 i . 

因此，方程 （11) 的通解为 _ 

xit ) = eT M (ci cos ^ o * 2 — A 2 « + c 2 siny w 2 — A 2 0. (15) 

如图 5.8 所示， （15) 式所推述的运动是振 荡的； 但是由于存在系数 e —、 所以当 + oo 时振 
幅趋于 0. 

_过阻尼运动 

可以很容易证明初值问题 

^ + 5 ^ + 4x = 0 ， x(0) = 1,^(0) = 1, 


的解是 


x ( t ) = 



(16) 
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这个初值问题可以看作是弹簧上物体做过阻尼运动的模型.物体从平衡位置下方一单位的 
距离处开始运动，并具有向下1 ft / s 的速度. 

由 x ( f ) 的图像可以求出函数极值处的 i 值，即关于时间的一阶导数（速度）为零时的 * 值. 
对 (16) 式求微分可得: ^(0 = — ; + ~| e _ 4 % 因此: ^0)=0 意味着 e 3 ，= 8/5 或 i = yln ^ = 

0. 157. 由一阶导数以及我们的物理常识，可知: c (0. 15 7 ) = 1.0 69 ft 是最大值.也就是说，物体 
达到的最大位移是平衡位置下方 1. 069 ft . 

我们也可以检验一下这个图像是否通过《轴，即物体是否通过平衡位置.这种情况在本例 
中不会发生，因为方程 Hi ) = 0， 或 e 3( = 2/5 的解 t = = —0.305 无意义. 


■ r ⑴的图像及其中的数据如图 5. 9 所示. 



X ⑴ 


0. 601 
0. 370 
0‘ 225 


0. 083 


b ) 


_临界阻尼运动 

—个重 81 b 的物体使得弹簧伸长了 2 ft . 假设作用在物体上的阻力数值上等于瞬时速率的 2 
倍，若物体从平衡位置释放并具有向上 3 ft / s 的初始速度，求物体的运动方程 • 

解由虎克定律可知，因为 8 = 所以々二 41 b / ft ， 并且有 W 二 mg ， m =8/32 = 

l /4 S lug ， 则运动的微分方程为 


+ ^- 2 莹或尝+ 8 莹+ 16 工 


(17) 


(17) 的辅助方程为 OT 2 +8 m +16 = (m + 4) 2 = 0， 其解为叫二叫二一也因此这个系统是临界阻 


尼的，并有 

把初始条件工(0) = 0, x'(0) = 


x{t) = qe- 4, c^ter^. 

一3代人，可依次求得 d =0, 

x{f) = 一 3 鉈一 4( . 


c 2 = — 3. 


因此运动方程为 


(18) 

(19) 


■ z ( r ) 图形的做法如例3中所示 ■ * x ( i ) = -3 e " 4 l ( l -4/), 可知当 
t = l /4 时， x ' U )=0. 相应的极值位移为： c ( l /4) = —3( l /4) e — 1 = 
一 0.276 ft . 如图5_ 10所示，这个最大位移值可以解释成物体达 
到平衡位置上方的最大距离为 0 . 276ft _ ■ 



平衡位置上方 
的最大距离 


taira 欠阻尼运动 图 5. 10 

一个 161 b 的重物系在一个 5 ft 长的弹 簧上. 系统达到平衡时， 

弹簧长为 8 , 2 f t . 若重物被推到平衡位置上方 2 ft 处，由静止状态释放，另外，环境提供的阻力 
数值上等于瞬时速度，求位移工 “). 
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解 重物系在弹簧上后，弹簧伸长了 8. 2 — 5 = 3. 2 ft ， 因此，由虎克定律知16 =々（3.2)或 
々= 5 lb / ft . 此外 ， m = 16/32 = l /2 slug , 所以微分方程为 

士^ _ 或 g + 2 莹 + 10工= 0. (20〉 

首先求辅助方程 wi 2 +2 m + l 0 = 0 的根 ， mi = — l + 3 i , m 2 = —1—3 i ， 这说明系统是欠阻尼的， 
方程的解为 

x { t ) = e _, ( c ! COs 3 r + c z sin 3 i ). (21) 

最后，把初始条件奴0) = —2, /(0)=0代人，得到 Cl = 一 2, c 2 = ~2/3, 因此运动方程为 

xi . t ) = e-’ (- 2 cos 3 卜吾 sin 3”. （=) 

• v ( t ) 的另一种形式 用 5. 1. 1节中类似的方法，可以把通解 

工 （ t ) = e ^ (r 1 cos a / oj 2 — X z t + c 2 sin V co z — X z t ) 

写为另一种形式 

x ( t ) = Ae _A, sinCyco 2 — A 2 1 + 必）， (23) 

其中 A = + c ， ，相角{可由方程 

sin ^ = 会， cos 《=, tan ^ = — 

求出.系数 Ae — A< 有时称为振动的衰减幅度 （damped amplitude ). 因为 （23 ) 式不是周期函数， 
所以2丌/\4/ — A 2 称为准周期 （quasi period ), ^/ oo 2 — A 2 /2 ：t 是准频率 （quasi frequency ). 准周期 
是 : rU ) 连续两次达到最大值的时间间隔.请读者证明，例 5 中的运动方程的八= 2#/3,多= 
4. 391. 因此， （22) 的一个等价形式为 

= ^^ e - , sin (3 f + 4. 391). 


5. 1.3 弹簧/质置 系统： 受迫运动 

带阻尼受迫运动的微分方程 我们考虑弹簧上振动物体受外力/(〖）的 情况. 比如，/(«)可 
以表示作用在弹簧支撑上并使其垂直运动的外力 • 请见图 5 . 11 .把 LTJ1— ^ 二—二 

/(<) 考虑进牛顿第二定律， 可得受迫 （ driven) 或受激运动 （forced _ 

motion) 的微分方程 


d x =— kx - )3 室 + /⑴ 


! d ? 


(24) 


用 m 除 （24) 两端可得 


f + 2 ^仏4⑴， 


(25) 


其中 jru )=/ u )/ w , 2 A = p/m , cJ =k/m. 我们可以用待定系数法或 
常数变易法解后一个非齐次方程- 
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tin 初值问题的解释 

解释并求解初值问题 

+ + 1- 2 ^ + 2 x = 5 cos 4 r ，： c (0) = +， x ’(0) = 0. (26) 

解 我们可以 把这个 初值问题解释成质点 （ m = l /5 slug 或 kg ) 和弹簧 a = 21 b / ft 或 N / m ) 组 
成的振动系统.质点从平衡位置下方1/2单位 （ ft 或 m ) 处开始 释放. 质点从0时刻开始受 
外部周期（丁 = tt /2 5 ) 力的作用做阻尼运动 0=1. 2). 我们希望带阻尼的系统在外力转向之前仍 
保 持运动 状态，在这种情况 下振幅会逐渐 消失. 但是，一旦这个问题给定，/(<)= 5 «^ 4 «将持 
续对系统作用，不会停止. 

我们先在 (26) 两端乘以5,然后用一般方法解 

尝+ 6 莹 + 10 ' r = 0 . 

由于 7?!!=—3 + i ， m 2 = — 3 — z ,所以有 ov ( f ) = e—“（qcosf + CzsinO . 利用待定系数法，假设 
特解的形式为 zAcosO + BsinU . 对■! 〆 《)求微分，并将其代人微分方程得到 
x p + p + 10 xp = ( — 6 A + 24 B ) cos 4 t + ( — 24 A — 6 B ) sin 4< = 25 cos 4<. 

然后可得方程组 

- 6 A + 24 B = 25, - 24 A - 6 B = 0, 

解得 A = — 25/102 ， B = 50/51. 所以通解为 

xit ) = e — “（qcosZ + C 2 sim ) — ^^ cos 4 f + |^ sin 4 z . (27) 

令上面的方程中？ = 0，可得 Cl =38/51. 把 q 代人后再求微分，再令《 = 0，可以求出<：!== 
一 86/51. 因此运动方程为 

He— 3 谓 咖一 I -) -盖一 (2 . 8) 

瞬时项与稳定项 若 F 是周期函数，如 FU) = F 。 sin 穴或 F ⑴ = cosyr ， y>0 时 （25) 的 
通解为非周期函数 A ( t ) 与周期函数 A ( z ) 之和.此外， ^(0 随着时间的增加趋向于0，即 
= 0. 因此，当时间较长的时候，质点的位移可以用特解来近似 • 余函数^心） 
称为 瞬时项 (transient term) 或瞬时解 （ transient solution) , 而 解的另外一部分函数 A ⑴ 在一段 
时间以后仍然存在，这部分函数称为 穗定项 （ steady-state term ) 或 稳定解 （ steady-state solution). 

注意，因为外力 F 的作用，初值条件的约束是短 暂的. 在特解 (28) 中，是瞬 
时项， 一 | cos 4 f 十 g sin 乜是稳 定项. 这两项的函数图像和解 （28) 的图像分别在图 

5. 12( a )、（ b ) 中给出. 

tiH 瞬时/稳定解 

初值问题（其中 a 是常数） 

2 — + 2a: = 4cos« + 2sirU ， _x(0) = 0 ， x’(0) = x! 





x (^{) = ( Xl — 2) e "* sin ^ + 2 sini . 


不同初始速度 々所对 韻解曲线如图 5 . 13 所示.这个難显示， 心〉 W 2 时，断项的= 

响可运动的微分方程-个受關外力作用且 无阻賴 运动，類中賊有瞬时项 
的.同时，我们也将看到当周期外力的频率近似或等于自由无阻尼运动的频率时，会在振荡系 
统中引起非常严重的问题 • 

taiH 无阻尼受迫运动 

解初值问题 

❺ + 心 = F 0 sin/t,J ： (0) = 0, 工 ’(0) = 0 ， (29) 

dt 2 

其中 F 。 为常数，并有 7^0- „ ,、 A , 

解余函数为 AO)= ClCO sW + C 2 S in ^_ 为了求得特解，我们假设巧 “） =AcOS ^ + 

Bsinyx ， 因此有 

x\+co 2 x p = A(a> 2 -r 2 )cos>t + B(a, 2 -7 2 )sin>t = F 0 smyt. 

由等式两端相同项的系数相等，可得 A =0 , 丑=戸。/(0> 2 — r 2 ) •因此， 

/、 ■^'o _ 2 一 


把初始条件代人通解 


XpiO = -j-^ysinyt. 


x(f) = Ci cosa>^ + C2 sina^ + 


可得 <^=0, c 2 = — yF 0 / a >( a ; 2 — y 2 ). 通解为 
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xU) — 2 ° ― tt (— rsincoi + cosinyr ) ,y ^ oj. ■ 

coico — T ) ■ 

完全共振 尽管方程 （30) 不要求 y = c «， 但是当时，应用洛必达法则可知： c (0 是有限 
值.这个求极限的过程也就是把外力的频率 （7/2 TT ) 转为自由振动的频率 U /27 T ) 的过程.我们 
希望在经过相当长的一段时间后显著增加振动的振幅.因为 y =^ 所以我们可以把解定义为 


工⑴ = HrnFo -ysin^+^sinTX = 尺 — dy_ 
y—cu a)\co — / ) y 〜 


= F 0 lim 


: + o>sin>r ) 




( oj 3 — oyf 


2 wy 

+ cotCQSoyt 


2 co 2 


=-^-—sincot — coswt. 


(31) 


正如所想的，当〖4 + 00时，质点的位移变得非 常大； 实际上是当 
| x(tj I — 十 oo, 这个现象我们称之为完全共振 （pure 
resonance). 图 5. 14 所示的图形给出了这个例子的典邀运动 
图像. 

最后需要注意，实际上不需要对 （30) 求极限以得到 7- co 时的 
解. （31) 可以用普通方法直接解初值问题 


d 2 x 

d ? 


+ co 2 x = F 0 sinajr ,: r (0) = 0,x(0) 


= 0 


t n = mz/cof n= 1, 2 , …时 


JC 



图 5. 14 


得到. 

若弹簧 / 质量系统的位移可以用如 （ 31 ) 的函数来描述，那么这个系统是失败的.质点过大 
幅度的振动最终会导致弹簧超过其弹性 限度. 图 5. 14所示的共振模型是完全理想化的，因为 
它忽略了一切可能的阻尼 作用. 虽然很小的阻尼效果也可以使完全共振现象不会发生，但是大 
的或破坏性的振幅（尽管当+ 还是可能发生的.请参考练习 5 . 1的习题 43 . 


5.1.4 串联电路模型 

LRC 串联电路 正如本章开头引言部分提到的，许多不同的物理系统可以用线性一阶微 
分方程来描述，这和受迫阻尼运动的微分方程类似： 


m | f +/3^ + fcr = /(0, (32) 

若 i ⑴表示 LRC 串联电路 （LRC series electrical circuit ) 中的电流， 
如图 5. 15所示，则电感线圈、电阻和电容上的电压降均如图 1. 18 
所示.根据基尔霍夫第二定律，这些电压降的和等于电路两端的 
电压 E ( f ); 即 



图 5. 15 
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L ^+ 沁十 = E ( r ). (33) 

但是电容上的电荷 9 U ) 和电流 KO 有关 ， i = d q / dt , 因此 （33) 式可以写成一个线性二阶微分 
方程 

L & + R | + # = E ⑴. .. (34) 
电路分析中的术语和弹簧/质量系统的术语类似. 

若£(〖）=0，则电路中的电流振荡 （electrical vibrations ) 称为是自由的.因为 （34) 的辅助方 
程为 Lm 2 + 尺 W + 1/ C ==0, 所以当只关0时，根据判别式只 2 —4 L / C 的不同值有三种情况需要讨 
论.我们称电流是 

过阻尼的，若 R 2 —4 L / C >0， 

临界阻尼的，若 i ? 2 —4 L / C =0， 

欠阻尼的，若尺 2 — 4 L / CC 0. 

在每种情形下， （34) 的通解都包含了因子 e - ft ' 2 L , 因此当+ 时， q ( t )^ 0 . 在欠阻尼的情 
形下，当 g (0)= g 。 时，电容器上的电荷是振荡减少的；换句话说就是当+ °°时电容总是在 
不断地充电和放电.当£(0 = 0, 尺 = 0时，电路称为是无阻尼的，并且随着时间的流逝电流 
振荡的振幅不会接近零；电流的响应是简 谐振动 （simple harmonic ). 

tin 欠阻尼串联电路 

求 LRC 电路中电容器上的 电荷？ （ o , L = 0.25 h , R = 10 a , c =0.001 f , EU )=0, 
q ( 0 ) = q 0 ( C ) , z (0) =0. 

解因为 1/ C =1 000 ， 方程 （34) 可以写为 

^ q + lOq " + 1 OOOq = 0 或 <?" + AOq + 4 OOOg = 0 ‘ 

用一般方法解这个齐次方程，可知电路是欠阻尼的， <?( i ) = e " z(>, ( c t cos60£ + c 2 sin 60<). 把初始 
条件代人，可求出 Cl = 咖， c 2 = yg „. 因此 

q { t ) = Qoe -201 ( cos 60 i + -^- sin 60 f ). 

利用 （23)， 可以把上述解写为 

g ( t ) = 2 L ^ e - 20, sin (60 t + 1. 249). ■ 

当电路两端有电压 EG ) 时，电流振荡称为 是受迫 在这种情形下， 尺关 0， CM ) 
的余函数称为 瞬时解 （transient so l ution ). 若 E ( t ) 是周期的或是恒定不变的， 则 （34) 的特 
解 < 7 P ( 0 是 稳定解 （ steady-state solution ). 

inlhill 稳定电流 _ 

求 LKC 串 联电路中的稳定解〜⑴和稳 定电流 （ steady-state current ), 电 压降为 E ( t ) = 

E 0 siny /. 

解稳定解是微分方程 
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L P +Rd l + h- E ^ 

的一个特解.利用待定系数法，假设特解的形式为 9“0= A S irm + B COS n . 把这个表达式代 
人微分方程，整理后再由相同项的系数相等得 


A E A L 7 ~h) ， £ 一 _ EoK _ 

_ y(LV _^ + _i_ + ^ ) ， - 7 (^^-^+ ^ + R 2 ) 

出于方便，我们把 A 和 B 用一些新的符号表示 • 

若 X = -占，则 X 2 = L 2 y 2 - 菩+ 六. 


2 L 


若 z = Vx 2 + J ? 2 ，则 z 2 = lV — 芒十^^ 
因此 ， A = E 0 X /(- yZ 2 ), B = E 0 R /(- yZ 2 ), 所以稳定电荷为 


十铲 . 


E 0 X 


以） =—笋 


E 0 R 


cosyt. 


稳定电流为 lf ( t ) = q /( t ) 


i P it) 


l ( f Si 


署 COS}t ). 


(35) 


例 10 中所定义的 X ^ Ly - l / Cr ， Z -/ X 2 十圮分别称为电路的电抗 （ reactance ) 和电阻抗 
( impedance ). 电抗和电阻抗的单位都是欧姆- 

练习 5.1 

5.1.1 弹簧/质置 系统： 无阻尼运动 

1. — 个 41 b 重的物体连接在弹簧一端，这个弹簧的弹性系数为 I 6 化 / ft . 那么简谐运动的周期是多少？ 

2 . 一个质量为 20 kg 的物体连接在弹 簧上. 若简谐运动的频率是每秒 2 W 次，那么弹性系数々是多少7 若 
用质量为 SOkg 的物体代替原来的物体，则简谐振动的频率是多少？ 

3 . 重 lb 镑的物体连接在弹簧的一端，使得弹簧伸长 Mn . 如果重物从平衡位置上方 3 in 处由静止释放，求 

运动的方裎. _ 

4. 如果习题3中的重物从平衡位置处以向下2 ft / s 的速度开始运动，求运动方程. 

5. 一个重 201 b 的物体使得弹簧伸长 6 in . 重物从平衡位置下方 6 in 处由静止释放. 

( a ) 求重物在时刻 t = Jt /12， n /8, ti /6, jt /4, 9 tt /32 s 时的位置. 

( b ) ；=3 K /16 s 时重物的速度是多少？这一瞬间重物朝哪个方向运动？ 

( c ) 重物在何时通过平衡位置？ 

6. 400 N 的力使得弹簧伸长了 2 m . —个质量为 50 kg 的重物连接在弹簧的末端，并在平衡位置处以向上 

10 m / S 的速度开始运动.求运动方程. 一 

7. 弹性系数为 20 N / m 的弹簧悬挂在和习题6中相同的支撑物上，并与之 平行. 一个质量为 20 kg 的重物 
连接在这个弹簧上，两个物体都以向上 10 m / s 的速度从平衡位置释放_ 

( a ) 哪一个物体有更大的振幅？ 

( b ) 在 t = 7 t /4, jt /2 s 时，哪一个物体的速度较大？ 

( c ) 在什么时刻两个物体的位置相同？这些时刻物体处在什么位置？它们朝哪 个方向 运动？ 
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8. 一个重 321 b 的物体使得弹簧伸长了 2 ft . 若重物在平衡位置上方 lft 处以向上 2 ft / s 的速度释放，求该 
物体运动的振幅和周期.重物在 4 s 的时间内可以完成多少个完整的振动？ 

9. 一个 81 b 重的物体连接在弹簧一端做简谐 运动. 若弹性系数为1 lb / ft , 物体从平衡位置下方 6 in 处以向 

下 j ft / s 的速度 释放. 求运动的方程，并把它写成形如 （6) 的形式 • 

10. 一个重 101 b 的物体使得弹簧伸长了 lMft . 用重 1. 6 slug 的物体代替这个物体，并从平衡位置上方 l/Sft 


处以向下 f ft / s 的速度释放.写出形如 （6) 的解.在什么时刻物体会处在平衡位置下方振幅的 I / 2 处？ 

11. 一个重 641 b 的物体连接在弹簧的末端，并使得弹簧伸长了 0_ 3 2 ft . 在平衡位置上方 8 in 处，物体具有 
向下 5 ft / s 的速度 • 


( a ) 求运动的方程. 

( b ) 运动的振幅和周期是多少？ 

( c ) 在 3 k 的时间内物体能完成多少个完整的振动？ 

( d ) 在什么时刻物体第二次以向下的速度通过平衡位置？ 

( e ) 在什么时刻物体达到距离平衡位置的最大位移处？ 

( f ) i = 3 s 时物体在什么位置？ 


( g ) i =3 s 时物体的瞬时速度是多少？ 

( h ) t =3 s 时物体的加速度是多少？ 


( i ) 当物体通过平衡位置时瞬时速度是多少？ 

( j ) 在什么时刻物体处在平衡位置下方 5 in 的地方？ 

( k ) 在什么时刻物体处在平衡位置下方 5 in 的地方并具有向上的速度？ 

12•重1 slug 的物体悬挂在-弹簧下端，其弹性系数为初始时刻物体从平衡位置上方出处开始 
运动，且具有向上的大小为 VS ' ft / s 的 速度. 求物体具有向下 3 ft / s 速度的时刻. 

13. 在有些情况下，当两个平行的、弹性系数分别为 I ， h 的弹簧同时支撑一个重物 W 时’系统的有效 
弹性系数 （effective spring constant ) 为 k = ik l k i / Ck , + k 2 '). 一个重 2 0 lb 的物体 
使得一个弹簧伸长了 6in , 另一个弹簧伸长了 2 in _ 这两个弹簧连接在一个普通 
的支撑物上，也就是一个金属板.如图 5. 16所示，这个 201 b 的重物连接在双 
弹簧金属板的中间 位置. 求这个系统的有效弹性 系数. 若重物从平衡位置处以 
向下 2 ft / s 的速度释放，求运动方程 • 

14. 某个重物使得一个弹簧伸长了 另一个弹簧伸长了 这两个弹簧连 

接在一个普通支撑物上，如习题13的图 5. 16 所示. 把第一个重物换下，用一 
个 81 b 的重物连接在双弹簧系统上，并使之运动 • 若运动的周期是 ^ 15s ，求 
第一个重物质量的数值解. 

15. 只通过微分方程讨论 4 ： r 〃 + e — 所描述的弹簧/质量系统在相当长的周期 

后行为是怎样的. _ 

16. 只通过微分方 ㈣ 论 4: r 〃 + t = 0 臟述娜簧/质量雜在鹏长的卿師为是怎 样的. 



5.1.2 弹簧/质置 系统： 自由阻尼运动 

在习题17 〜 20中，给出的图形表示了弹簧上质点运动的 图像. 用图 像求： 

( a ) 质点的初始位移是在平衡位置上方还是下方. 

( b ) 弹簧释放时是静止的，还是具有向下或向上的速度. 





21 .—个 41 b 的重物连接在弹性系数为 2 lb / ft 的弹簧的一端.介质对重物的运动施加阻尼作用，阻力的大 
小数值上等于物体的瞬时 速率. 若重物从平衡位置上方 lft 处以向下8 £ t / s 的速度释放，求重物通过 
平衡位置的 时刻. 求出重物达到相对于平衡位置最大位移处的时刻 • 在这一瞬间物体处在什么位置？ 
22•—个长 4 ft 的弹簧在悬挂了 81 b 重的重物后长度为 8 h . 物体运动的介质对物体施加阻力，阻力大小等 
于■倍瞬时速度.若重物从平衡位置处以向下 5 ft / s 的速度释放，求其运动方程.求物体达到相对于 
平衡位置最大位移处的时刻，并求出此时的位置 • 

23. 一个 lkg 的重物连接在弹簧一端，其弹性系数为 16 N / m ， 整个系统处在液体中，受到的阻力等于10 
倍的瞬时速度.求出运动方程，若 

U ) 重物从平衡位置下方 lm 处由静止释放 • 

( b > 重物从平衡位置下方 lm 处以向上 12 m / s 的速度释放. 

24. 在习题23的 （ a ) 和 （ b ) 中，求出物体是否能通过平衡 位置. 在每一种情况下，求出物体达到相对于平 
衡位置最大位移处的时刻，在这个时刻物体处在什么位置？ 

25. 对弹簧施加 21 b 的力，使它伸长 lft . 一个 3. 21 b 的重物连接在弹簧一端，这个系统处在介质中，该介 
质对运动施加的阻力数值上等于瞬时速度的 0. 4 倍. 

( a ) 若重物从平衡位置上方 lft 处由静止释放，求运动方程， 

( b ) 求形如 （23) 的运动 方程. 

( c ) 求重物第一次向上通过平衡位置的时刻- 

26. 一个重 101 b 的物体连接在长 5 ft 的弹簧上，测得该弹簧长度为把 101 b 的重物去掉，用 81 b 的重 
物替代之，把整个系统置于一种介质中，这种介质对系统施加的阻力数值上等于瞬时速度 • 

( a ) 若重物从平衡位置下方 l /2 ft 处以向下1 ft / s 的速度释放’求运动方程. 

( b ) 写出形如 （23) 的运动方程. 

( c ) 求出物体向上通过平衡位置的时刻. 

( d ) 绘出运动方程的图像. 
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27. —个 101 b 的重物连接在弹簧的一端，使之伸长了 2 h . 该重物附在阻力大小为瞬时速度/3(/3>0)倍的 
阻尼设备上.求出阻尼常数 A 使得下列运动满足 （ a ) 过阻尼， （ b ) 临界阻尼以及 （ C ) 无阻尼. 

28. —个 241 b 的重物使得弹簧伸长了 4 ft . 运动发生在阻尼介质中，阻尼介质施加的阻力数值上等于瞬时速 


度的 /3( i 9>0) 倍.若重物从平衡位置处以向上 2 ft / s 的速度开始运动，证明如果)3>3#，则运动方程为 

x(f) = ^ e^ /3 sinfe 4- 7/? - 18f. 

7^-18 3 

S .1.3 弹簧/质置 系统： 受迫运动 

29. —个 161 b 的重物使得弹簧伸长了 8/3 ft . 初始时刻重物从平衡位置下方 2 ft 处由静止释放，运动发生 
-在阻尼介质中，该介质所施加的阻力数值上等于1/2倍瞬时 速度. 如果重物受大小等于 /(«) = 

10 co S 3 t 的外力驱动，求运动方程. 

30. 1 slug 的物体连接在弹簧一端，其弹性系数为5 lb / ft . 初始时刻，物体从平衡位置下方 lft 处以向下 
5 ft / s 的速度释放，运动发生在阻尼介质中，该介质对运动所施加的阻力数值上等于瞬时速度的 2 倍- 

( a ) 若物体受大小等于 /(O = 12 cos 2 z +3 sin 2 i ! 的外力驱动，求运动方程 • 

( b ) 在同一坐标系下绘出瞬时解和稳定解的图像. 

( c > 绘出运动方程的图像 • 

31. lslug 的物体连接在弹簧的一端’该弹簧伸长了 2 ft ， 并且在平衡位置处于静止 状态. 时刻*=0开始， 
大小等于 /( 0 = 8 S in 4 t 的外力施加于系统上.若周围介质对运动施加的阻力数值上等于瞬时速度的 8 
倍，求运动方程. 

32. 在习题31中，若外力等于 /( O ^ e ^ sinO ， 求运动方程.分析当+ 时的位移是多少- 

33. 一个 2 kg 的重物连接在弹性系数为 32 N / m 的弹簧的一端，它在平衡位置处保持静止状态_在,= 0时 
刻，一个大小等于 / U ) = 68 e _ z , cos 4 i 的外力作用于系统.求有阻力作用下的运动方程 • 

34. 在习题3 3 中，把运动方程写为形如 ■ r ( t )= Asin(W + 0+ Be — Zl sin (4 f + 0). 在很长时间后振动的振幅 


是多少？ 

35. 物体 m 系在弹簧的末端，弹性系数为 t 物体达到平衡以后，它的支撑 
物开始在与水平线 L 垂直的方向上按照的规律做振荡运动_ ^的值 
表示距离 L 的距离，单位为比请参考图 5.21. 

U ) 如果整个系统在介质中运动，这种介质施加的阻力大小等于 外 dx/ 
At) , 求运动的微分方程 • 

( b ) 若在弹簧上连接 161 b 的重物使其伸长 4 ft ， /3=2, / i ( t ) = 5 cos «, x (0) = 
x (0) = 0, 解 （ a ) 中的微分方程. 

36. 100 g 的重物连接在弹簧上，其弹性系数为1600 dynes / cm . 当物体达到 

平衡以后，它的支撑物开始按照 K <) = sin 8 i 的规律振荡，这里&表示距 
离初始位置的 位移. 请参考习题35以及图5_ 21. 一 

( a ) 在有阻尼的情况下，若重物从平衡位置处由静止释放，求运动方程. 

( b ) 物体在什么时刻通过平衡位置？ 

( c ) 物体在什么时刻达到最大位移？ 

( d ) 最大和最小位移是多少？ 

( e ) 绘出运动方程的图像 • 

在习题37和38中，求解所给的初值问题. 

37. ^ + 4 j = —5 sin 2« + 3 cos 2 l , x (0) = — 1, x ， (0) = l 


1 VJ 支撑物 



图 5.21 
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-^p--t-yx= ^s\n6t, 

i 9. ( a ) 证明初值问题 


的解是 


:r(0) = 2 , x (0) = 0 


d7 


-\~ cJx F 0 cosyt , j :(0) = 0，_ r ’（0) = 0 


-/ 


(C05>t — COScy?). 


40. 把习题 39 中 （ b ) 的结果和有外力 RcosW 情况下用常数变易法求得的解加以比较. 

41. ( a ) 证明习题39 ( a ) 中给出的 _ r (() 可以写成下面的形式 

xit') — -j-—%-sin -~(y— to)/sin -^-(y + tu)£. 


( b > 如果定义 e =|(7 —一， 证明当 £很 小时，近似解为 


x(t) 




当 e 很小时，外力的频率 y /2 :t 近似于自由振动的频率⑴ /2 tt . 当这种情况成立时，这个运动就如图 
5. 22所示.这种类型的振荡称为频击 （ beats )， 这也是因为 sine / 的频率相对于 siny < 的频率来说相 
当小. 虚线，亦或是 Hf ) 图像封闭的区域可以从士 （&/2 E y ) S i n et 的图像中得到.用绘图工具绘出 
不同的 F »、 e 和 y 值的图像以验证图 5. 22中的图像. 



图 5.22 

，十算机实验作业 

;2 ,当有阻力作用于习题 39( a ) 中的模型时，有频击现象发生吗？用问题 

+ 2 A ~ t +w z x = F 0 cosyt ,x(.0) = 0，工’（0) = 0 

的显式解的图像或用数值求解程序绘出的解曲线来说明所得答案. 
t 3. ( a ) 证明 




2 A + a / 」 


的通解为 


xit') = Ae~ u sin ( V ^ aj 2 — + 彡) 


: F 0 sin>r 


F 0 


VU -fY 

其中 vM +4 » 相角炎和沒分别定义为如多=0/儿 W = c 2 / A , 


, sin(>lf 0) 
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sin^= , — 2 灯 —— -ro^ = — ⑴ 2 — / — 

VU + U 2 f /(V - y 2 ) 2 +4 AV 

( b )( a ) 中的解可以写为 x («) = ^( i ) + x〆 ；） 的形式.证明是瞬时解，因此，当时间很大时，这 
个解近似于十扪，其中 


g ( y ) = 


Fo 

7(™ 2 - y 2 ) 2 + 4 A 2 / 


尽管 ~( t ) 的振幅 g ( y ) 当； — + «=时是有界的，证明最大的振动幅度发生在 y , = 7« 2 -2 x 2 . g 的 


最大值是多少？ -J CO 1 )2% 称为系统的共振频率 （resonance frequency ), 

( c ) 当 F „ = 2, m = l , 是 = 4 时 ， g 为 


g ( y ) = 


■ya-fy 


对应于阻尼系数/3=2, /3=1, i 3=3/4, 0=1/2和|3=1/4，构建一张 y , 和 g ( y ) 的表格.用绘图 T - 具 
在同一坐标系下绘出相应于这些阻尼系数的图像_这个图像族称为共振曲线 （resonance curve ) 或系 
统的频率响应曲线 （frequency response curve ). 当 j 8— 0时 y ! 趋近于什么值？当卢 —0 时共振曲线会 


有什么情况发生？ 

44. 考虑一个受迫无阻尼弹簧/质量系统，用如下初值问题描述 


髮十 a / 工= F „ sin " n ， a :(0) = 0,^(0) - 0. 


( a ) n =2 时，讨论为什么完全共振系统只有单一频率 h /2 x . 

( b ) « = 3 时，讨论为什么完全共振系统有两个频率和/ 2 /271? 

( c ) 设 o ;== l 和 F 0 = l . 用数值求解程序绘出 （ a) 中初值问题》= 2及1= 72 的解图像.依次绘出 （ b ) 中 
初值问题« = 3时对应的 y = y , 和7=乃的解图像. 


5.1.4 串联电路模型 

45. 求串联电路在 z = 0.01 S 时刻电容器上的电荷量， 7.= 0. 05h, R = 2Q , C=0.01f, £U) = 0V, 
q(0) = 5C, i(0) = 0A. 求电容器上电荷第一次等于零的时刻 • 

46. 求 串联电路中电容器上的电量，其中 L=l/4h, R = ZOO , C=l/300f, E ( t ) = 0V , g(0)=4C’ 

K0) = 0A. 电容器上的电荷量会等于零吗？ 

在习题47和48中，求给定 LKC 串联电路中电容器上的电量和电路中的电流.求电容器上的最大电荷量. 

47. L = yh, R = 10a, C=^f, E(O = 300V, q ( 0 )= OC , i ( 0 )= 0A 

48. L=lh, i ? = 100fl, C=0. 0004f, E ( t )= 30V , q(0)=0C, i(0) = 2A 

49. 求串联电路中稳定的电荷量和稳定的电流，其中 R = 2Q , C = 0 . 25 (, E ( t )= 50cosrV . 

50. 证明例 10 中 /J?C 串联电路的稳定电流振幅为£。/厶这里2是电路的全电阻. 

51. 证明 U ? (:串 联电路中稳定电流是 ~(«) = 4.160 sin (6(^ — 0. 588)，其中 L = l /2 h ’ R = 20a , C = 
0. 001f， E ( t ) = 100sin60£V, [提示：利用习题 50_] 

52. 求 LRC 串联电路中稳定的电流， L = l / 2h , i?=20n, C=0. 001f, EU) = (100 S i n 60«+200 COS 40i)V •一 

53. 求 LKC 串联电路中电容器上的电荷量，其中 L=l/2h，K = 10n, C=0.01f’ f；“）= 150V，g(0)= 
1C, i(0) = 0A. 很长一段时间以后电容器上的电荷量是多少？ 

54. 证明如果 L、_R、C 和 E 。 都是常数，那么例10中稳定电流的 振幅当 y= l/v^ 时达到 最大. 最大振幅是 


多少？ 
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55. 证明如果 L 、 R 、 E 。 和 y 都是常数，则例10中稳定电流的振幅当电容0=1/1^/时达到最大. 

56. 求 LC 电路中电容器上的电荷量以及电流， L =0. lh , C =0. If , E (?) = 100 sin > YV , q (0)= OC , t (0)=0 A . 

57. 求 LC 电路中电容器上的电荷量以及电流， E ( i )=£„ cosnV , 9 (0) = <? „ C , t ( O ) = i 0 A . 

58. 在习题57中，求电路在共振状态下的电流. 

5.2 线性 方程： 边界值问题 


在上一节里讨论了带有初始条件的二阶方程系统模型，即限制条件为某个未知函数及其在 
一点的导数.但是物理系统的数学模型经常需要我们解带有边界条件的微分方程，也就是限制 
在某个未知函数上的条件，亦或限制在它的导数上，亦或限制在这个未知函数与其在两点（或 
更多点）上的导数的线性组合. 

横梁的偏斜 许多建筑是由钢桁的支架或横梁组成的，而这些横梁在它们自身的重力或外 
力的影响下会发生偏斜或弯曲.正如我们所看到的，这种偏 斜量 〆 d 可以用一个相对简单的 
线性四阶微分方程来描述 • 

首先，假设长度为 L 的横梁是匀质的，且横截面都 一样. 横梁上没有任何载荷（包括其自 
身的重量），一条直线把所有横截面的质心连接起来，这条直线称为 对称轴 （ axis of 
symmetry ). 请见图 5. 23( a ). 若在横梁上施加载荷，且这个载荷通过一个包括对称轴的垂直 
平面，如图 5. 23( b ) 所示，那么这个横梁会发生弯曲，这时连接所有横截面质心的曲线称为偏 
斜曲线 （deflection curve ) 或弹性曲线 （elastic curve ). 偏斜曲线近似于横梁的形状.设上轴和对 
称轴一致，偏斜量; y(x) 可以通过相对于: c 轴的位置来计算，若向下偏离 I 轴，则偏离方向为 
正.由弹性定理知， ： c 点的弯曲矩 MU ) 和每单位长度的载荷 wO ) 有关，这个关系可以用下面 
的方程来描述 

替 = w(x). ⑴ 

另外，弯曲矩 MU ) 与弹性曲线的曲率^成正比 

Mix ) = EU , ⑵ 

这里£：和 J 都是 常数； E 是横梁材料弹性的杨氏模量， J 是横截面的惯性矩（相对于已知中轴 
的 矩）. 乘积 H 称为横梁的抗挽刚度 （flexural rigidity ). 

:二^ ' 

-.-广 .. ， 

偏斜曲线 
b ) 


对称轴 

a ) 


由微积分知，曲率可由 K = y 7[ i +( y ) 2 ] 3/2 给出. 当偏斜量 〆 工)很小的时候，斜率^〜 
0,并且有[1 + (/) 2 ] 3/2 〜 1. 若令《=/，则方程 （2) 可以写为 M =£ J /. 这个表达式中的二阶 

导数为 
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l? = EI h y>， = El ⑶ 

用 （1) 的结果替代 （3) 中的 d 2 M / Ar 2 , 可以看到偏斜量 yU ) 满足一个四阶微分方程 

El = w ( x ). (4) 

方程 (4) 的边界条件与横梁的端点是用什么方式支撑的有关.悬梁的一端是嵌在 （ embedded ) 或 
夬在 （ clamped ) 支撑物上的，另一端是自由的.跳板、伸展的胳膊、机翼以及电影院的楼座都 
是这种结构的例子，甚至树木、旗杆、摩天大楼和乔治•华盛顿纪念碑都是这种悬梁结构，因 
为它们一端都嵌在支撑物里，而另一端受风的扭曲力 作用. 对于悬梁来说，偏斜量必须 
满足下面两个在嵌人端点 x = 0 处的条件：" 

•3 K 0)=0, 因为端点处没有偏斜量- 

•/(0) = 0，因为偏斜曲线在这点和 x 轴相切(换言之，偏斜曲线在这点的斜率为零 ）• 


在自由端 x=L 处的条 件是： 



• / a )= o , 因为扭曲时刻为 o _ 



• / / (L)=0, 因为剪力为 0. 



函数 fXdsdMALrsEJd^/dx 3 称为剪 

表 5. 

. I 

力. 如果横梁的一端 是简单 支撑的 （也 称针脚 ~ 

横梁的两端 

边界条件 

式 支撑、支点支撑或铰链支 撑），那么在支撑 一 

嵌入 

3»= 0 ♦ ^ = 0 

点必有 : y = 0 和 / = 0 成立. 请见图 5. 2 4 •表 

自由 

/=0, 

5.1 给出了 （4) 式可能的边界条件. _ 

简单支撑 

尸0， y / = 0 




a ) 两端嵌人 



1 


c ) 两端简单支撑 


_嵌入式横梁 

长为 L 的横梁两端都嵌在支撑 物里. 若常载荷％均匀分布在整个横梁上，扣（工 ）= 物， 


0< x < L , 求横梁的偏斜量. 

解 由前面的讨论我们可知，偏斜量 〆 工)满足 


EI ^ = 


因为横梁的左端点 ( i =0) 和右端点 ( o := L ) 都是嵌人的，所以端点处没有偏斜量.因此边界条件是 
3 -( 0 ) = 0, y (0) = 0 和 y ( L ) = 0 ,y ( L ) = 0. 

我们可以用普通方法解这个非齐次微分方程 （由 四次辅助方程的根 m = 0 求出火，再由 
待定系数法求出特解 h )， 或者也可以对这个微分方程连续积分四次来求解.不管哪种方法， 
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都可以求出方程的通解为 

: y ( x ) = c , + c z x + c 3 x z + c A x 3 + - 

把条件 〆 0) = 0 和 3 ； '(0)=0 代人，依次可得^=0, r 2 =0, 但是把 j(L) = 0 和 y(L)=0 代入 
方程 ： y ( I ) x 2 + C4 x 3 + 4 可得方程组 



令比，。= 24£〖， L = l ， 可得图 5.25 中所示的偏离曲线的 图 5.25 

图形. ■ 

特征值与特征函数 很多应用方面的问题需要求解两点处的边界值问题以及一个包含参数 
A 的线性微分方程.我们可以通过边界值问题的非平凡解来求 A 的值. 

_ 边界值问题的非平凡解 

解边界值问题 

y + Ay = 0,>>(0) = 0, y ( L ) = 0. 

解 考虑以下三种 情形 ： A = 0, A <0, A >0. 

情形 I : 当 A = 0 时， / = 0 的解是 y = + 由边界条件火 0) = 0 和 ( L ) = 0 依次可 

以求出 Q =0, Cl =0. 因此 A = 0 时边界值问题的唯一解是平凡解 y = 0. 

情形 I :当 A <0 时，我们有 y = c x cosh ^— Aj ： + c 2 sinh v " — Aj ：. 0 又由: y (0) =0 得 c ! =0,则 
有 y — c 2 sinh ^— Ax . 再把第二个条件 y ( L )= 0 代入得 c 2 sinh V"—AL =0. 因为 sinh \/— ALt ^ O , 
所以一定有 c 2 =0. 因此 3> = 0. 

情形 1: 当 A >0 时， /+Ay = 0 的通解可由： y^qcos 在 •r + Qsin VXx 得到. 如前所述，由 
3*(0) =0可得 c ,=0, 但是把 y ( L )^ 0 代人得到 

c 2 sinVXL = 0. 

若 c 2 =0, 则必有: y =0. 但是，如果 c 2 #0， 那么 sinVlL =0. 最后一个条件说明正弦函数的参 
数必须是 7 T 的整 数倍： 

VXL = nit 或 A = ^ j->n = 1,2,3,•••. 

因此对任何非零实数 Q，J = c 2 S inU 7 T ： r / L ) 是这个边界问题的解，对每一个”均 成立. 因为微 
分方程是齐次的，所以可以不写换句话说，给定一个序列 

0 7^=1看起来好傢有点奇怪，但是记住 A<0 等 价于一 A>0. 
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相应的函数序列为 


L 2 ’ L 2 ， L 2 


7T ^ 7T - oTC 

sin —x f sm —x »sin —x ， , 


这些函数都是原问题的非平凡解. ■ 

例2中边界值问题的非平凡解 A „ = « 2 7 t 2 / L 2 U = l , 2，3，…）称为特征值 （characteristic 
value 或 eigenvalue ). 这些解与义„的值有关，： = c 2 sin ( m / L ) 或 3 ^ = sin ( n7W ：/_ L ) 称为特征函 
数 （characteristic function 或 eigenfunction ). 

细柱体的弯曲在18世纪，欧拉是研究特征值问题的最著名的数学家之一，他用特征值 


问题分析细的弹性柱体在轴向力的作用下是如何弯曲的 • 

考虑一个细长的垂直柱体，长为 L ， 其上所有横截面都相同 • 
令 y (: c ) 表示当柱体受到恒定不变的轴向力作用时发生的偏斜量， 
P 是作用于顶部的轴向力，如图 5 . 2 6 所示. 由沿柱体上每一点的 
弯曲矩可得 

EJ 0 =—b 或 EJ £| + P；y = 0， （5) 

这里£为弹性的杨氏模量， r 是关于通过质点的垂直线的惯性矩. 

m 欧拉载荷 

求长度为 l 的细长垂直匀质柱体在恒定轴向力 p 作用下的偏 
斜量，柱体的两端都是铰接在支撑物上的 • 

解待解的边界值问题为 

EI^ + Py = 0,3 ； (0) = 0,y(.L) = 0. 



a ) 



b ) 


图 5. 26 


首先注意到 J = 0 是这个问题的一 个解. 这个解有一个直观的解释，若载荷 P 很小，则没有偏 
斜发生.那么接下来的问题就是，当 P 值为多少时柱体会发生弯曲？用数学术语说明为，当 P 
值为多少时，边界值问题有非平凡解？ 


记义=^,则可得 


y H - Ajf — 0,^(0) = 0 — 0, 

这和例2完全相同.由例2中情形 1 D 的讨论，我们知道偏斜曲线为: y ”= C 2 sin (”7 rx / L )， 相应的 


特征 值为; U=|f = n 2 7 r 2 AL 2 , 《 = 1，2, 3,….从物理上说，这表示当压力为 = 

(„=1, 2 , 3,…）时柱体会发生弯曲或偏斜.这些不同的力称为临 界载荷 （ critical load) ‘ 对应 
于称为欧 拉载荷 （Euler load ) 的最小临界载荷 P , = /的偏斜曲线称为 第一弯曲模型 （ f^t 
buckling mode ). 

例3中相应于《=1，《=2,的偏斜曲线如图 5. 27所示.注意，若原柱体在了==^/2 
处有某种类型的物体约束，那么最小临界载荷为 P 2 == 4 ： r 2 £：// L 2 , 偏斜曲线如图 5. 27( b ) 所示. 
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若约束施加在柱体的工 = L /3 或 ： c = 2 L /3 处，则临界载荷为 P 3 = 97 t 2 f ： I / L 2 , 偏斜曲线如 
图 5. 27( c ) 所示.请参考练习 5.2 的习题 23. 



a ) b ) c ) 


图 5.27 

旋转弦这个问题的线性二阶微分方程仍然为 

y' + 办 = o. ⑹ 

在 5. 1节中，我们可以看到 （6) 式分别在弹簧/质量系统的简谐振动和串联电路的简谐振荡模型 
中以 d 2 : c / dt 2 + ( it / m ) j ： = 0 和 d 2 q / + = 0的形式出现的.对于 （5) 表本的柱体偏斜模 


型可以写为 d 2 ydo ： 2 + (£^：y = 0, 这个形式和 （6) 式一样.在本节中我们又一次遇到了方程 
(6): 作为数学模型，它通过旋转弦的假设定义了一条偏斜曲线 〆 工).这个情况类似于两个人 
握住弦的两端以同步的方式 转动. 请见图 5 . 28 的 ( a ) 和 ( b ). 



图 5. 28 


假设长为 L 的弦有均匀的密度 〆 每单位长度的质量)沿着 I 轴伸长，将工=0和处固 
定_设弦围绕着 x 轴以常角速率 w 旋转.考虑弦在区间[工’ ■r + 心] 之间的一段’这里“是 
一个小量.若弦的张力为常数丁，且与弦相切，那么上述微 f 方程可以通过令区间 [ x ， 工+ 
△ X ] 上两个不同的净力公式相等得到•首先，从图 5. 28( C ) 所示可以得到净垂直力为 

F = Tsin02 — Tsinft. (7) 

当角度 ^和氏 （单位是 弧度） 很小时，有勿 tan ^ 2 , 此外，因为 tan ^ 和 tanft 
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分别是沿乃和 r, 方向的弦的斜率，所以可得 

tan^ = y ' {x + Ax) fO tan^ = y \ x ). 

因此 （7) 可以写为 


T(V (: r 十 △_!：) — y(x)]. (8) 

然后，用牛顿第二定律 F=m« 可以得到净力的另外一种形式.这里区间上弦的质量为；《 = 
pAjc -, 角速度为 co 的那部分半径为 r， 向心力为 a = 因为 A:c 很小，所以 r=y . 所以垂直 

方向的净力可以用 

F {p£\x)yw 2 , (9) 

来近似，这里取负号是因为加速度的方向和 >>的正方向相反.由 （8) 和 （9) 可得 

丁[: /(x 十%— (p^x)ya> 2 Wi T y (工土今 」 y (-) . pw 2 y. (10) 


当 M 趋于零时， （10) 中的微商[>>'(工+&)—/(: c)]/ZU 可以用二阶导数 d 2 3；/dr 2 代替. 最后 


可以得到模型 


T = — jou/y 或 T + pw 2 y = 0. 


( 11 ) 


因为弦的两端 i = 0 和固定在支撑物上，所以方程 （11) 的解 yU) 也应该满足边界条件 


: y(0) = 0 和 y ( L )= 0 . 

练习 5.2 

横梁的弯曲 

JCk 在习题1〜5中，解受制于下列边界条件的方程 （4). 横梁长为 L，W。 是常数 - 

1. (a) 横梁的左端被固定住，右端是自由的， wU ) = zv 0 , 0 < x < L . 

(b) 用绘图工具绘出横梁弯曲曲线的图像， ^o=24EI, L=l. 

2. (a) 横梁两端都被简单支撑着， zv (工）=切0’ 0<x<L. 

(b> 用绘图工具绘出横梁弯曲曲线的图像， ^o=24E/, L=l_ 

3. (a) 横梁的左端固定，右端简单支撑， ^(^) = ^0 - 0 < x < L . 

(b) 用绘图工具绘出横梁弯曲曲线的图像， ^o=48EI, L=1 

4. U) 横梁的左端固定，右端简单支撑， t«(x) = zv 0 sin(Kx/L) , 0<x<L. 

(b) 用绘图工具绘出横梁弯曲曲线的图像， w 0 = Zk 3 EI , L=l. 

(c) 用 CAS 的求根程序(或图形计算器）近似求出 （b) 中图像上那些发生最大弯曲量的点.最大的弯曲量 
是多少？ 

5. U) 横梁两端简单支撑， rvCx ) = - w , x , 0 < x < L . 

(b) 用绘图工具绘出横梁弯曲曲线的图形，其中 = L=l. 

(c) 用 CAS 的求根程序（或图形计算器）近似求出 （b) 中图像上那些发生最大弯曲量的点.最大的弯曲量 
是多少？ 

6. (a) 求出习题1中悬臂梁的最大弯曲量. 

(b) 梁的中部最大弯曲量和 （a) 中的值相比是怎样的？ 

(c) 求出习题2中简单支撑梁的最大弯曲量. 

(d) ( C ) 中简单支撑梁的最大弯曲量和例1中嵌人式梁的最大弯曲量相比是怎样的？ 
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7. 长为 L 的悬臂梁右端是嵌在支撑物内的，左端受到 Plb 的水 
平 拉力. 原点取在它的自由端，如图 5.29 所示，可以证明 
横梁的弯曲量 : y (: r ) 满足微分方程 

Ely 0 = Py — u /( x ) 

如果 0< x < L . 3»(0) = 0,》’（ L )=0， 求悬臂 

梁的弯曲量. 

8. 若习题7中作用于自由端的是压力而不是拉力，那么弯曲量 
的微分方程为 

工 图 5. 29 

Ely " =- Py ~ «；( x ) Y ， 

若 《;( x )= tuox ， 0 < x < L , y <0)=0, y ( L )=0, 解这个方程 ■ 

在习题 9 〜 22 中，求所给边界值问题的特征值和特征函数 • 

9 . / + Ay =0, ,(0) = 0, y ( it ) = 0 10./+ A 3-=0, y (0) = 0, : V (子)=。 

ll./+Ay=0, y<0) = 0, y<L) = 0 12./+Ay=0, : y(0)=0, : /( 号 )=0 

13 > ： y * +A ： y = 0 , y(0)=0, y(it)=0 14./+Ay=0, 3 >(-n) = 0, 3^)=0 

15. /+2y+ (A+l)y=0, y(0)=0, : y(5)=0 16./ +(A+l)y = 0. ;y’ （ 0) = 0’ y' ⑴ = 0 

17. /+A 2 y=0, y(0)=0, yQL)=0 18./+A z y=0, y(0) = 0, y(3it)=0 

19 . x 2 /+xy+Ay=0, y(l)=0, y(e*)=0 20. x 2 y +xy+Ay=0, y( e - 1 ) = 0, : y(l)=0 

21. ^/+ J ； y+Ay=0, y<l)=0, y(e 2 ) = 0 22.^y v +2xy'+Xy=0, : y ⑴ =0, j-(e 2 )=0 

细柱体的弯曲 

23. 考虑图 5_27. 如果我们想要临界载荷为厂，那么物理约束应该施加在柱体的什么位置？给 
这个载荷的弯曲曲线 • 

24. 细柱体的临界载荷与柱体的边界条件有关.例3中的欧拉载荷值&是在假设 
柱体两端铰接的条件下推导出来的，假定匀质垂直的细柱体底端固定 （J：=0) ， 

顶端 ( x = L ) 处于自由状态，一个轴向载荷尸作用于它的自 由端. 这种载荷可 
能引起柱体发生小的弯曲&如图 5. 30所示，也可能不会引起这种小的弯曲. 

不论哪一种情况，弯曲量: yOc ) 的微分方程都可以写为 

EI 0 + Py = PS. 

( a ) 当5=0时弯曲量是多少？ 

( b ) 当#0时，证明该柱体所受的欧拉载荷为例 3 中铰接柱体所受欧拉载荷 
的 1/4. 

旋转弦 图 5. 30 

25. 考虑旋转弦问题中数学模型的边界值问题： 

T ^ p < o 2 y = 0，： y (0) = 0, y ( L ) = 0. 

丁和 p 都是常数，定义旋转的临界角速度为叫，作为 o * 的一个值，它使得边界值问題有非平凡解•求 
临界角速度及相应的弯曲曲线 % (x) - 

26. 若拉力 T 不是常数，那么旋转弦假设下的弯曲曲线或形状夕 (1) 为 
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£[ T ⑴ _]+ 〆 ，= 0: 

假定 l < z < e ， TU)=^. 

( a ) 如果； y ( l ) = 0, y(e)=0, pco ! >0. 25, 证明旋转的临界角速度为 co-sj + 相应的 


弯曲曲线为: 1/2 sin ( witlnx ) ，”=1，2，3， •••■ 

( b ) 用绘图工具绘出区间[1， 《] 上 n = l ， 2, 3时的弯曲 曲线. 令 c 2 = l . 


混合边界值问题 

27. 考虑两个半径分别为 r = a ， r =6 的同心球体， a <6, 如图 5. 31 所示. 两个球体之间的区域的温度 
u ( r ) 由下面边界值问题决定， 

r ^^ + 2$ = 。， w(a) = uo 9 u(d) = u \, 

其中抑， u ! 均是常数，解出 w ( r ). 

28. 如图 5. 32所示，圆环内的温度 w ( r ) 由下面的边界值问题决定： 



图 5.31 


图 5. 32 


讨论题 ^ 

29. 考虑边界值问题 /+16 尸 0, y (0) = > 0 , > U /2)= y .. 是否能找到 和％ 的值，使问题 ( a ) 只有一个 
非平凡解， （ b ) 不止一个解， （ c ) 无解， （ d ) 有平凡解. 

30. 考虑边界值问题 /+16 尸0, y (0) = l ， y ( L ) = l . 是否能找到 A 0 的值使问题 U ) 只有一个非平凡 
解， （ b ) 不止一个解， （ c ) 无解， （ d ) 有平凡解. 

31. 考虑边界值问题 ， 

/ += 0,31( — ji) - y(it) ， y (- 冗） = y’(n)- 

( a ) 讨论边界条件的几何解释 • 

( b ) 求该问题的特征值和特征函数- 

^ ( c ) 用绘图工具绘出其中的一些特征函数.证明边界条件的几何解释‘ 

计 算机实 验作业 

32. ( a ) 证明边界值问题 

— 0,y(.0) =.0, y ( l > + y(l) = 0 



高阶微分方程建模 


195 


的特征值和特征函数分别是 A „= a 2 和 y „ = siti 其中工„, «=1，2, 3,…是方程 t an VI = 

一 VI 的连续正根. 

( b ) 用绘图工具说明方程 t a iLr =— o ： 有无穷个根.解释为什么方程的负根可以 忽略. 解释为什么 A 二0 
不是一个特征值，即使 x = 0 是方程的一个根. 

( c ) 用 CAS 的求根程序（或图形计算器）近似求出方程 um : r =— i 的前四个非负根.用这些信息近似求 
出 （ a ) 中边界值问题的特征值 A ,, A 2 , A 3 , A ,. 写出相应的特征函数 • 

5.3 非线性方程 

5.1 节 （1) 的数学模型形如 

m 4 -y + Fix) = 0, ⑴ 

At 2 

其中 F (: r )=/^. 因为表示质点相对于平衡位置的位移， F (:表示虎克定律，即弹賛 
的回复力总是使得质点向平衡位置 运动. 弹簧所施加的力 F ( x )=々 x 为线性的，则这种弹簧称 
为线 性弹簧 （linear spring ). 但是弹簧很少有完全是线性的.根据结构和材料’弹簧可以从柔 
软到坚硬分类，因此回复力可以依据线性定律在一定范围内变动. 

非线 性弹簧 在自由运动的情形下，若假设非硬化弹簧有某些非线性特征，也就是 （1) 
中的 F ( x ) 与质点相对于平衡位置的位移 I 的三次方成正比，或者说 F (: c ) 是位移幂的线性组 
合，比如 FU ) ==& + hx 3 . 具有如下非线性回复力的弹簧称为非线性弹簧 （ nonlinear 

spring ) : 

m + kx z = 0或 771 + kx + = 0 , (2) 

另外，我们也考虑对运动施加阻尼的数学模型，这个模型中阻尼与瞬时速率山成正比，弹 
簧回复力仍为线性函数 F ( a ：)=/ fe : c . 但是这里有几个简单的假设；在更理想化的情形中，阻尼 
和瞬时速率 dx / di 的某些次幂成 正比. 非线性微分方程 

+ ^ 1 ^f + ib： = ° ⑶ 

是自由弹簧/质量的运动模型，它带有与速率平方成正比的阻尼.同样也可以构造出其他模型： 
线性阻尼和非线性回复力，非线性阻尼和非线性回复力 等等. 这一点是物理系统的非线性特 
征，它可以导出一个非线性数学模型. 

注意在 （2) 中， F (: c )= A : c 3 和 + 都是 x 的奇次幂函数_为了了解为什么回复 
力的模型都是只含有工奇次幂的多项式函数，我们把 F 在平衡位置^ = 0处展开成幂 级数： 
F ( x ) = c 0 + Cl x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + 

当位移: r 很小，《很大时，/的值可以忽略.若略去四次和四次以上的项，则有 

F ( x ) = C 0 + CiX + c 2 x 2 + c 3 x 3 . 

为了满足在 xXKPXJl + W + cy + W 3 ) 和 1<0( F (— dm : 十 W 2 — QX 3 ) 处具 

有大小相等、方向相反的回复力，则必有 F (— 这说明 F 是一个奇函数，所以必 
有 以 =0 , C2=0 , 因此有 F ( x )=^+ c 3 P . 若只取级数的前两项，则根据前面的讨论有线性 
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函数 PXx )-^：!：. 为了方便讨论， iBc ,=^, c 2 = k ,. 回复力为如 F ( x )=^ c + hx 2 的混合幂的 
振动被称为是非对称的. 

硬弹簧和软弹簧我们进一步来讨论一下方程（1)， 

这里令回复力为 F ( x ) = / fex +^, x 3 , A >0 •若 *!>0 我们称 
弹簧 是硬的 （ hard ), 若 t <0 我们称弹簧 是软的 （ soft ) •三 
种回复力的图形如 5. 33所示.下一个例子给出了微分方程 
m ^ x / d ^+ kx + k . x ^ O , m >0, *>0在这两种情况下的 
特例. 

_ 硬弹簧和软弹簧的比较 

微分方程 

d 2 x 

dF 

和 

3 



c + x 3 =0 


(4) 


(5) 


是 (2) 的两个特例，分别是硬弹簧和软弹簧的数学 模型. 利用数值求解程序，图 5.34( a ) 给 g 
了 （4) 的两个解的图像，而图 5.34( b ) 则给出了 （5) 的两个解的图像.图中的两条曲线分别表示 
满足初始条件工 (0) = 2, : r ' CO )^.— 3以及1(0)=2， x '.(0)=0 的解.这些解表明硬弹簧上质点 
的运动是振荡的，而在软弹簧上质点的运动不是振 荡的. 但是我们在依据解曲线下结论的时候 
要小心.这些方程的解曲线更完整的图像可以由定性分析得到，关于这部分的讨论将放在第 
10章带边界值问题的微分方程 • 



a ) 硬弹簧 



非线性钟摆任何来回摆动的物体都可以称之为物 理钟摆 （ P hysicalpendulUm) . 简单^摆 
(simple pendulum ) 是物理钟摆的-种情况，它由一个长为^ 

的质点组成 • 在描述垂直平面_单钟摆运 动的類 中，我们做了-个简单_设，即棒的质 
量忽略不计，且没有外力施加于整个 系统. 钟摆的角位移6用其偏离垂直方向的角度来度量， 
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如图 5.35 所示，当钟摆摆到 OP 右边时角位移为正，摆到 OP 左 
边时角位移为负.半径为/的圆弧 s 所对应的圆心角为0，则弧长 
s = ld . 因此角加速度为 

_ d 2 s , d 2 0 

a ^dF^ l dF- 

由牛顿第二定律，有 

F = ma — ml 

从图 5. 35中可以看到，重力 W 沿运动轨迹切线方向的分量为 
mgsind. 加上方向，这个分力可以写为一 wgsini ?， 因为它是指向 
左边的，且^>0,若指向右边时，8 <0. 切线分力的两种不同形式相等，所以可得 w / d 2 6»/ dz 2 = 
— mgsin 0, 或 

+ j-smd = 0 . ⑹ 

线性化 因为有存在，所以模型 （6) 是非线 性的. 为了了解非线性高阶微分方程解的 
性质，我们有时用某些近似项代替方程中的非线性项.例如， sin 0 的麦克劳林级数为 

—=卜€ + $-…， 

若用 sin (9〜 i 9— 妒/6代人方程 （6) ，则可得 d 2 0/ ck 2 + ( g 7 Z )0+ («76/)少 =0. 观察这个方程’可 
知它和 m = l , k = g/l, h = 的二阶非线性方程（ 2 )类似.但是，若我们假设位移6足够 

小，可以用 sin 0 〜0代人方程，则 （6) 式可以写为 



请参考练习 5. 3的习题 22. 若令 o /= g / h 我们可以把 (7) 式看成 5. 1节中的微分方程（2)，它 
是线性弹簧/质量系统无阻尼振动的模型.换句话说， （7) 式可以看成 5. 2节例2中讨论过的基 
本线性方程 /+ A：y = 0. 因此，我们说方程 （7) 是方程 （6) 的线 性化. 因为 （7) 式的通解为 = 
ClCOS W + c 2 S inc ^， 所以此线性化表明，（ 6 )式描述的这种小范围振荡初值问题的钟摆运动是周 
期性的. 

_两个初值问题 

图 5. 36( a ) 所示的图形可以用数值求解程序绘出，它表示的是当 ™ 2 = 1 时方程 （6) 的解曲 
线.两条曲线分别表示 (6) 式满足初始条件_ = 1/2,以0) = 1/2以及0(0) = 1/2/(0) = 2巧 
解.第一条曲线表示的是一个周期解，如图 5. 36( b ) 所示的钟摆，很明显，它的振幅第二 
条曲线表示6/随着时间的增加而增加，旦0无界，这种情形是，钟摆在某个初始位移处开始还^， 
当初始速度大到一定程度以后就会超过圆心；也就是会绕着它的轴心转动，如图 5. 36 ( c ) 所示 • 
在无阻尼的情况下，每种运动的连续性都不 确定. 、 ■ 

悬线模型 假设一个悬线在只受自身重力的情况下悬挂在两个固定点之间.如图 5. 37( a ) 
所示，这种情形可能是悬挂在两个电线杆之间的电 话线. 我们的目标是要建立一个数学模型， 
用来描述这种悬线的性态 • 



图 5. 35 
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首先，假设图 5.37(b) 中的 y 轴通过曲线的最低点 P" z 轴在厂点下方《单位距离处. 
我们这里只检验悬线上最低点厂和任-点匕 之间的 部分.帛三种力作用在悬线上： P ' P ^f 
受的重力，在^点的张力[和^点的张力 r 2 . 若⑶是悬线的线性密度^：^^^^ 
段的长度，那么这-㈣ M 为⑽. 现在歸 力[分誠水平和 M 方誠分力 （都是 

标量） T 2 cos0 和 T 2 sin0_ 因为悬线是平衡的，所以有 

| T ： | = Ti = T 2 cosdjWS = T 2 s\nd. 

最后一个等式移项，可得 tanflsws/TV 然后有 


WS 

T ：- 


( 8 ) 


因为广和 P 2 之间的弧长为 


s = U l+ {^c ) dX， 

由微积分的基本定理， （9) 的导数为 _ 

^ = V i + ( 砮). 


(9) 


( 10 ) 
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对 (8) 求关于 z 的微分，再利用 （10) 式，可得 


砮=畀蛊或⑽ 

由图 5. 37可得的一个结论是，悬线的形状近似于抛物线.下个例子则说明并不是这样的， 
悬线的曲线称为 悬链线 （ catenary ). 在解这个方程之前，可以观察到非线性二阶微分方程 （11) 
是形如 F ( x ， ：/，/)=0的方程，这类方程我们在 4. 9节中讨论过.那么就可以令《 = ：/，用 
降阶法解这个方程. 

tMM 一个初值问题 

从图 5. 37( b ) 中: y 轴的位置可以看出， （11) 中第二个方程的初始条件为 y (0)= a ， y (0) = 
o. 若令 M =/， 则这个方程可以写为利用变量分离法，可由 

| dx 得到 sinh -1 u = 告 x + q . 

y (0)=0 与 “(0) = 0 等价.因为 sinh _1 0 = 0， c ,=0, 所以有 《 = sinh ( mz ：/ 丁然后对 

S = sinh ^ 


两边求积分，可得 


—cosh ^-x + c 2 . 

IV 1 1 


若把: y (0)= a ， cosh 0== l 代人’可得 c 2 = a — TVw . 因此，悬线的形状可以用下式描述： 

y = —cosh ^-x + a — —. ■ 

w Ti w 

在例 3 中，若我们令则这个问题的解可以变为双曲余弦函数 

火箭的运动在 1.3 节中，我们知道质量为 m 的质点在地表附近做自由落体运动的微分 


方程为 

m =— mg 或简化为 g =— &•> 

其中 s 是物体距地表的距离，竖直向上为正方向.这里有一个基本假设， 
物体距地表的距离 s 与地球半径 K 相比非常小；也就是说物体与地心的距 
离: y 可以用尺来近似.另一方面，若这个距离: V 与地球半径 K 相比比较 
大，例如火箭或空间探测器，那我们就要同时用牛顿第二运动定律和万有 
引力定律来推导因变量为; y 的运动微分方程. 

设火箭从地面垂直向上发射，如图 5. 38所示.若正方向为竖直向上， 
忽略空气阻力，那么燃料耗尽后的运动微分方程为 

m 髮 = —今或 髮一箩’ (12) 

其中& 为比例常数，： y 是地心与火箭的距离， M 是地球的质量， m 是火箭 



图 5. 38 
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的质量.当 
以写为 


=只时，有或者 6 = g i ? 2 / M 成立.因此， （12) 中的后一个方程可 




y 2 . 


(13) 


请参考练习 5.3 中的习题 14. 

可变质置 在前面的讨论中，我们给出了火箭在其燃料耗尽后的运动方程，这个模型中将 
质量 m 看成是一个常量.当然，在其加速上升阶段，火箭的总质量随着其燃料的消耗而改变. 
牛顿第二运动定律描述了当一个质量为 m 的物体以速度 r 通过一个力场时，动量随时间的改 
变量等于作用在物体上的合外力 F : 

^ d 




Cmv ). 


(14) 


若 w 为常数，则由 （14) 可得一个常用的形式其中为加 速度. 在下一个例 
子中，我们将使用 （14) 形式的牛顿第二定律给出质量 m 可变的运动模型. 

MB 以恒定不变的力向上提链条的运动 

一 个长为 10ft 的匀质链条松散地盘在地上.链条的一端被大小为 51b 的恒力垂直向上提 
起.链条毎英尺重 lib . 求 Z 时刻端点离地面的距离.请参考图 1.32 和练习 1.3 的习题 19_ 

解 用 x = H ?) 表示链条被提的一端在 t 时刻离地面的高度， ^= d x / dt , 正方向为竖直向 
上.对于〖时刻被提起的链条部分有如下数量 关系： 

重量： W =(: rft ) . ( Ub / ft )= x , 

质量： ,„ = W/g = x/32, 


合外力 


-W = 5-; 


由 （14) 可得 


盖个 


160 — 32 j -. 


(15) 


因为 1 ；= dr / dr ,所以后一个方程可以写为 

非线性二阶微分方程 （16) 是形如 F(_r 


32 _r = 160. (16) 

: ")=0 的方程，这是 4 . 9节中所讨论的两种形式的 

dzj 


后-种，可以用降阶法来求解 • 为了解（16)，我们回到 （15) 式，并利用/和链式法则^ 
^ ^ = (15) 中第二个方程可以写为 


v 2 = 160 — 32 x . 


(17) 


观察这个形式，发现 （17) 不如 （16) 式好处理，因为它不能用第2章所讨_论的一阶方程分类.但 
是，通过把 （17) 写成微分形式 M ( x ， v ) dx + NU , w ) ck ; = 0 可以发现，尽管方程 

(• y 2 + 32 x - 160 )dx + xvdv = 0 (18) 

不是很好解，但是它可以通过积分因子变换成一个易解的方程 • 由 （ A ^ — iVJ / JVsl / x ， 我们 
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可从 2. 4节 （13) 的积分因子为= e w = 1 中得到启示，用 〆 • 2 ')=工乘（18)式两端，所得到 
的方程就比较好解了.（请读者自行证明 .） 由 3 f / dx = x V 2 +32 a ' 2 -160 x , 3 f / dv = x 2 V , 
以及 2. 4 节所述，我们可以得到 

yX 2 t ； 2 -80 x 2 = C ,. (19) 

因为我们假设开始的时候所有的链条都是在地上的，所以有 _ r (0)=0. 把这个条件代人 （19) 式 
可得 q =0. 解方程+80/=0,其中 r = d : r / d <>0, 我们可以得到另外一个一阶 
微分方程 

这个方程可以用变量分离法来解.请读者证明 

-嘉 (⑽- IT =…， ⑽ 

由初始条件: r (0) = 0 可以解出0 = —3#/8.最后，对 （20) 式两端求平方，解出 _ r ， 可得 

xa ) = f - f ( i -^) 2 . (21) 

请参考练习 5. 3的习题 15. ■ 

练习 5.3 

非线性弹簧 

1在习题1〜4中，所给出的微分方程是无阻尼弹簧/质量模型，其中如 （ D 的回复力是非线性的.用 
数值求解程序绘出每个方程满足初始条件的解曲线.如果解是周期性的，用解曲线计算出振荡的周期 T . 

1. ^f + x 3 =0, x(0) = l, 工 '(0) = 1; x(0) = y ， /⑻二-1 

2. + 4^-16 x 3 =0, _ r (0) = l ，^(0) = 1； x (0) = -2, x ’（0) = 2 

3. + 2 x - x z =0, x (0) = l , ^(0) = 1; x (0) = -|-, J ： ， (0) = -1 

4. ^ + a - e ool "=0, j :(0) = 1, ^(0) = 1; x ( 0 ) = 3 , _ r ’（0)=—1 

3^5. 在习题 3 中，假定质点从初始位置 x (0) = l 处以初始速度工'（0)=4开始释放.用数值求解程序计算出 
质点做非周期运动时丨幻 I 的最小值- 

.在习题3中，假定质点从初始位置工(0)=工。处以初始速度 x '(0) = l 开始释放.用数值求解程序计算出 
运动振荡的区间 

7. 对习题4中的微分方程做线性化. 
fl .8. 考虑无阻尼非线性弹簧/质量系统的模型，由下式 给出： 

髮+ 8工 - 6工 3 +工 5 = 0. 

用数值求解程序讨论系统对应于不同初始条件的振荡 特性： 
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j (0)= 1,^(0) = 1； ^(0) =-2, j ： ， (0) = 0.5； ^(0) = ~/ 2 , x \ 0 ) = 1； 

■ x (0)= 2， a :’（0) = 0. 5; x (0) = 2 ,x ( Q ) = 0； : r (0) = — vT ， j '(0) =—1. 

& 在习题 9 和 10 中，所给出的微分方程是阻尼非线性弹簧 / 质量系统的模型.给出当《—十00时每个系统的 
性态.用数值求解程序绘出每个方程满足初始条件的解 曲线： 

9. ^ + ^ + o - + x 3 =0, _ r (0) = — 3, ^(0)=4; 工（0)=0， x ， (0) = -8 

10. ~ + ^ + o :- x 3 =0, o :(0)=0, ^(0) = y ; 1(0) = — 1， x ’（0) = l 

11. 无阻尼周期受迫弹簧 / 质量系统的模型 + = Fq C oso ^ 被称为 Duffing 微分 方程. 考虑初值 
问题 y ' + i + hysScosr ， x (0) = l , x ， (0) = 0. 用数值求解程序考察 t >0 时在 1=0.01 到 M = 100 
之间的系统特性.解释所得的 结论. 

12. ( a ) 求 h <0 的值，使得习题11中的系统是振 荡的. 

( b ) 考虑初值问题/ + 1 + 1 ： 1 ： 3 =«) 8 |^， x (0)=0, _ r '(0)=0. 求々,<0的值，使得系统是振荡的 • 
非线性钟摆 

^13. 考虑自由阻尼非线性钟摆的模型，由下式给出 

^+2 A ^ + c « z sin 0= 0. 

用数值求解程序考察运动分别在/一 o < 2 > 0 和入 2 —⑴ 2 <0两种情况下对应的在 5 . 1 节所讨论的过阻尼 
和无阻尼的 情况. 选择合适的初值条件和 A ， 》的值- 

火箭的运动 

14. ( & 〉把”=办/出代人（ I 3 )，解出用 y 表示的 I 假设火箭在燃料燃尽时的速度为”=讲，在这一瞬间 

y ^ R , 证明积分常数 c 的近似值是 c =—++ 

( b ) 用 （ a ) 中解出的》证明火箭的脱离速度为％= -/ 2 gR - [提示：令3^4 + °°，假设^>0对所有的< 
都成立 •] 

( c ) ( b > 中的结果对太阳系内的任何物体都 适用. 用 g =3 2 ft / s 2 和 i ? = 4 000 mi ， 证明从地球脱离的速度 
(近似）为孙二25 000 mi / h . 

( d ) 若重力加速度为 0. 165 g ， i ?=1080 mi , 求从月球脱离的速度 • 

可变质量 

15. U ) 在例4中，以直观来看用 51 b 的常力可以提起多少链条？ 

( b ) 链条的初始速率是多少？ 

( c ) 用绘图工具绘出例4中 （21) 的解 xO ). 解的定义区间是什么？链条实际上被提起多少？解释这个 
答案与 U ) 中所得到的答案有何不同_ 

16. —个长 L 的匀质链条被竖直提起，其长度用英尺度量，使得低端刚好接触 地面. 链条重为 21 b / ft •上 
端在？ = 0时刻由静止释放，链条垂直落下.请见图 1.3 3 . 正如我们在练习 1.3 的习题20中所看到 
的，若 xU ) 表示链条在 〖时 刻时落在地面上的长度，空气阻力忽略不计，正方向取垂直向下，那么 

( L - x )| f -(^) ^ Lg . 

( a ) 解出用工表示的〜再解出用《表示的 I ，然后用《表示 
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( b ) 求链条完全落到地面上需要多少时间. 

( c > 由 U ) 中模型得到的链条上端接触地面时的速度是多少？ 

17. 一个长 8 ft 的匀质链条一部分松散地缠绕在水平平台边缘的钉子上，链条余下的部分静止悬挂在平台 
的边缘.假设悬垂的部分长度为 3 ft ， 链条重 2 1 Vft . 在《=0时刻，悬垂的部分由于受重力影响开始 
运动，落下平台. 

( a ) 忽略任何阻力，并假设正方向为垂直向下.如果 ■!：(«) 表示在《>0时刻时平台外面悬垂部分的长 
度， t ;= dz / ck ， 求 一 个关于 w 和■的微分方程 • 

( b ) 如例4所做的，通过求积分因子，解出用 I 表示的& 

O , ( C ) 用 I 表示出时间并用 CAS 求链条落下 7 ft 时的时间. 

18. 一个长 8 ft 的匀质链条在一个水平髙台上拉直，链条剩下的部分悬挂在平台外面’如图 5 . 39 所示.假 
设悬挂在外面的部分长度为 3 ft ， 链条重2 lb / ft . 链条的末端在平 
台上被拉着，在^=0时刻由静止释放，链条在悬挂部分的重力影 
响下开始滑落平台. 

( a ) 忽略任何阻力，假设正方向向下.如果 •!：(?） 表示《>0时刻链条 
悬挂在平台外面的长度， v = dx / dt , 证明 v 关于 z 的微分方程 
为 vdv/At = Ax . 

( b ) 解出用 x 表示的〜然后再解出用^表示的工，最后用’表示 
出 

(C) 计算链条剩下的部分滑离平台需要多少时间.求出链条末端离 
开平台边缘时的速度 • 

( d ) 假设链条长 Lft , 总重 Wlb . 如果 i = 0 时悬挂的部分长为 Aft ’ 

那么证明链条末端离开平台边缘时的速度是 v(L) = 

. --- 图 5. 39 

▽ fa 2 - V ). 

混合非线性模型 

19. 在海军的军事演习中， 一 艘潜艇&追另一艘舰艇 S " 如图 5. 4 0所示.舰艇3,在 （=0 时刻离开点 （0, 
0), 沿着直线以常速率 w 运动（3>轴>.舰艇 S , 始终在潜艇5 2 的视线范围内，图中用虚线 L 表示，同 
时沿着曲线 C 以常速率 w 运动. 假设3 2 在£ = 0时刻开始在点 U ， 0)， a >0, L 与 C 相切.建立^个 
描述曲线 C 的数学模型 • 求出微分方程的显 式解. 方便起见， 定 h ' /切. 求5 1 和&的路径在 

r < l ， r > l 和 「=1 的情况下是否相交.[提示： 其中；是沿 C 的弧长 .] 

20. 在另外一个海军演习中，毁灭者 S , 追逐一艘潜艇 S z . 假设5 1 在尤轴上的（ 9 , 0) 点探测到 S z 处在 （0, 0) 
的位置， S Z * S#PJ S ,. 毁灭者 S , 瞳长麟釀马上开關离，并關它徊能从—个新的 
韻路径 L 逃离， 姻 5. 41所示. =3^*(3, 0) 細，它开始改魏顏細直嫌価改成曲线 
C 的路线.假设毁灭者的速度恒为 30 mi / h ， 潜艇的速度恒为 15 mi / h . 

( a ) 解释为什么舰长一定要等到 Si 到达（ 3 , 0 ) 点时才下令沿曲线 C 航行. 

( b ) 用极坐标从方程>=/(们中解出曲线 C . 

( c ) 解释为什么从开始探测到毁灭者拦截下潜艇的时间一定小于 T a + e ^ ) - 
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讨论题 

21. 讨论为什么方程 (3) 中的阻尼项可以写成 

H 营 I 营来代替 〆 室). 

^ 22. (a) 用计算器求一个区间0<^<仇，这里0的单位是弧度，可以认为是一个很好的近似•用绘 
图工具在同一坐标系下区间上绘出> =：1： ， ：y = sinx 的 图像. 图像和用计算器得到的结 
果是一致的吗？ 

(b) 用数值求解程序绘出初值问题的解曲线： 

=0,5(0) = ffo^(0) = 0及 g + 5=0, 扒 0) =乳/(0) =0 
这里0取 (a) 中区间上的几个值•然后，绘出在<?。>氏上取值的初值问题的解曲线. 
^23. (a) 考虑一个非线性钟摆，它振荡的过程用 （6) 式 定义. 用数值求解程序求出长 Z 的钟摆在地球上是否 
比在月球 上摆祕快. 舰样_值条件，但糾这些據条件有所选择，使得钟摆可以保持来 
回振荡. 

( b ) 钟摆在 U ) 中的什么地方有更大的摆幅？ 

(cj 对线性模型 （7) 来说，从 (a) 和 （b) 得出的结论一致吗？ 

计算机实验作业 
24. 考虑初值问题 

^+sin^= 0,^(0) = 吞 ’ 以 。) =~y 

这是一个非线性钟摆的模型.0为不能解出这个微分方程，所以我们发现这个问题没有显式解•我们 
想求出时间*)0,在此时刻图 5 . 3 5中的钟摆从初始位置第一次割达右边位置 OP ’ 也敢是 0M = O 
的第一个正根.在这个问题和下一个问题中我们将给出几种求解方法. 

(a) 求解线性问题 dWf*+0=O, S(0) = it/12, ^C0) = - y ， 近似求出 6- 

( b ) 用 4. 9节例3的方法求出非线性初值问题的泰勒级数解价)在中心^处展开的前四个非零项. 
给出所有系数的精确值. 

( c ) 用 （ b ) 中泰勒级数的前两项近似求出 
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( d ) 用 （ b ) 中泰勒级数的前三项近似求出 

( e ) 用 CAS 的求根程序（或图形计算器）以及 （ b ) 中泰勒级数的前四项近似求出 fl . 


( f ) 在这部分中，我们将介绍用 Mathematica 中的命令来近似求解根这个过程可以很容易修改一 
下，使得汛 <)=0 的任何根都可以用数值近似.（如果没有 Mathematica , 可以使用 CAS 相应的语 
句 .） 按照这个过程，依次执行下面的 命令： 

sol= NDSolve [{yTt]+Sin[y[t]] = =0, y[0] = = Pi/12, y ， [0]= = —1/3}, 
y, {t ， 0, 5}]//Flatten 
solution=y[t]/. sol 
Clear[y] 

y[t_]i = EvaIuate[solutlon] 
y[t] 

grl = PIot[y[t], {t, 0, 5}] 
root=FindRoot[y[t]==0, {t, 1>] 

( g ) 修改 （ f ) 中的语句，求出呎 0=0 接下来的两个正根 • 

25. 考虑一个钟摆，从初始 位移氏 弧度处由静止释放.解初始条件为0(0)=氏， #(0) = 0 的线性模型（7)， 
其中汛0 =汰《^ . 由模型得到的振荡周期是大家所熟悉的公式 T = 2 以^^77=2兀 vW •有 

意思的是关于了的这个公式与初始位移札无关.也就是说，由线性模型所得到的钟摆从初始位移& = 
7 t /2( = 90。） 摆动到 一 tt /2 所用的时间和从0。=^/ 3 60( = 0. 5。）摆动到 一 tt /360 所用的时间相等.直观上 
感觉这个结果是不合理的；实际周期必须和0。有关. 

如果我们假设 g = 32 ft / S 2 ， Z = 3 2 f t , 那么线性模型的振荡周期为了= 2 m . 把这个结果和用非线性模型 
当0。= 7^/4时得到的结果加以 比较. 用数值求解程序可以产生硬数据，近似求出 
4- sin 9 = 0,0(0) = ,5(0) = 0 

在区间 0< Z <2 上的解.正如习题24所示，如果用 £ ，表示钟摆第一次到达图5_ 35中 OP 位置的时间， 
那么非线性钟摆的周期为 4 k 这里有另外一个解方程叭 £) = 0 的 方法. 时刻开始进行小步长的 
实验，随着时间的增加，直到,= 2 .从硬数据中可以观察到当趴0第一次从正变为负时的时间 I 用 
匕的值求出非线性钟摆周期的真实值.计算用了=2 1 ：估计的周期的相对百分比误差 • 

第 5 章复习题 


不看教材的内容回答习题1~8的 问题. 填空或判断对错- 

1. 如果 101 b 的重物使得弹簧伸长了 2.5 ft ， 那么 321 b 的重物可以使它伸长- ft - 

2. 一个 81 b 的重物连接在弹性系数为 6. 2 S Ib / ft 的弹簧上做简谐振动，周期为_- s . 

3. —个重物连接在弹簧上的微分方程为 V + WorsO . 如果在 f = 0 时刻，重物从平衡位置上方处由静 

止释放，同时具有向下3 m / s 的初速度’那么这个振动的振幅是- m - 

4. 完全共振在有阻尼的情况下不会发生. 

5 . 在有阻尼的情况下’连接在弹簧上的重物当+ 时的位移总是接近于零. 

6. 弹簧上重物的运动受到临界阻尼的作用，可能通过平衡位置两次. 

7. 在临界阻尼的作用下，阻尼的任何增加量都会导致产生一个-系统. 

8. 如果简谐振动用： r =( V ^/2) S in (2 t + 幻来刻划，那么当工（0) = —1/2和/ (0) = 1时，相角多 

是_ . 
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9. 一个自由无阻尼弹簧/质量系统振荡的周期为 3 s . 当一个 81 b 的重物从弹簧上移除后，系统的运动周期 
变为 2 s . 那么刚开始在弹簧上有多少重物？ 

10. —个 121 b 的重物使得弹簧伸长了 2 ft . 这个重物从平衡位置下方 lft 处释放，具有向上的初速度 4 ft / s . 

( a ) 求描述这个简谐运动的方程. 

( b ) 运动的振幅、周期和频率分别是多少？ 

( c ) 在什么时刻重物回到平衡位置下方 1 ft 处？ 

( d ) 在什么时刻重物向上通过平衡位置？什么时候向卜通过平衡位置？ 

( e ) 重物在 f =3 ir /16 s 时的速度是多少？ 

( f ) 速度在什么时候为零？ 

11. 一个 21 b 的力使得弹簧伸长 lft . 一端固定，一个 81 b 的重物固定在另 一端. 系统平放在桌面上，它对 
重物施加的摩擦力等于3/2倍的瞬时 速度. 初始时刻重物在平衡位置上方 4 in 处由静止 释放. 如果运 
动发生在水平直线也就是^轴上，求运动的方程 • 

12. —个 321 b 的重物使得弹簧伸长了 6 ft . 重物在介质中运动，介质所施加的阻力等于 / S 倍的瞬时速度. 
求振荡运动系统的/9值. 

13. 一个弹簧系数为 A = 2 的弹簧，悬挂在液体中，液体所施加的阻力等于 4 倍的瞬时速度.如果质点《 
悬挂在弹簧上，那么求自由运动是非振荡运动时的州值- 

14. 连接在弹簧上重物的垂直运动可以用初值问题 

丄41 + ^ + ^ = 0，工(0) = 4,^(0) = 2. 

4 d « 2 dt 

来描述.求最大垂直位移. 

15. 一个 41 b 的重物使得弹簧伸长了 18 in . 一个等于 /( f)=cosn + sinyr 的周期力从 < = 0时刻开始作用在 
系 统上. 不存在阻尼力，当 y 为多少时系统处于完全共振状态？ 

16. 求的一个特解，其中 A 是 -- 个常力 • 

17. 一个 41 b 的重物悬挂在弹性系数为3 lb / ft 的弹 簧上. 整个系统浸在一种液体中，这种液体施加的阻力 
数值上等于瞬时速度，从《 = 0时刻开始， 一 个等于 / U ) = e _ ‘的外力作用在系 统上. 若重物从平衡位 
置下方 2 ft 处由静止释放，求运动方程. 

18. ( a ) 两个弹簧串联在一起，如图 5. 4 2所示.如果每个弹簧的质量可以忽略，证明有效 

弹簧系数6为 l /々= l / t 十1/匕_ 

(b) 一个 W lb 的重物使得一个弹簧伸长了 l /2 ft ， 使另外一个弹簧伸长了 两个弹黉 

的连接如图所示’重物 W 连接在第二个弹 簧上. 假设运动是自由的，不存在阻尼 • 

如果重物从平衡位置下方 lft 处释放，具有向下 j ft / s 的初速度，求运动方程. 

( c ) 证明重物的最大速度为 f -/^ F+l . 

19 . 一 个串联电路的感应系数为 L = lh , 电容量 C =10— 4 f , 电动势 E ( t ) = 100 sin 50 fV _ 初始电荷 g 和电流 
t 都为零. 

( a ) 求任何时刻电荷量的方程 • 

( b ) 求任何时刻电流的方程. 

( c ) 求电容器 t 电量为零的时刻. , _ 

20. ( a ) 证明 LKC 串联电路中电流 iU ) 满足微分方程山 + 1/Cl + = £ ' (0 ， 其中表示 

E ( t ) 的导数. 
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( b ) 两个初始条件 i (0) 和 i '(0) 賦给 ( a ) 中的微分方程.如果 i (0) = i 。， qW = q 0 , 那么 i '(0) 是多少？ 

21. 考虑边界值问题 /+ A ; y =0, 3-(0)= y (2*), V (0)= y (2 w ). 证明除了 A =0 外，相应于每个特征值有 
两个独立的特征函数. 

22. —个珠子沿着长为 L 的无摩擦杆滑动.这个杆在垂直平面以常角 
速度绕着杆中部的固定点 P 旋转，但这个轴可以让珠子在整个 
杆的长度内 运动. 令 Kt ) 表示珠子相对于这个旋转坐标系统的位 
置，如图 5.43 所示.为了应用牛顿第二运动定律，作用在珠子 
上的净力应等于所有实际外力（在本例中，外力是重力）和惯性力 
(地球自转偏向力、横向力和离' I ：〔力）之和.数学有点复杂，所以 
我们只是给出关于 r 的微分方程 

J2 r 

m = maj 2 r — 7 ngsin ( a >^). 

(a) 解约束条件为 KO) = r 。， /(O) = %的微分方程 • 

( b ) 求使得珠子做简谐振动的初始条件 • 使得珠子做简谐振动的 图 5 - 43 

最小的 L 是多少？ 

( C ) 对于 （ b ) 以外的初始条件，这个珠子最终都会飞 出杆. 用 （ a ) 中的解解释之. 

^ ( d ) So »= lrad / s . 用绘图工具绘出初始条件为 K 0) = 0， 〆 （()）= ■%的解 rU ) 的图像，其中％分别为0, 
10, 15, 16, 16.1, 17. 

(e) 设杆的长度 L=40ft. 对 (d) 中的每一组初始条件，用求根程序求解珠子停留在杆上的总时间 • 



项目 模型： 塔科马海峡吊桥的坍塌 


1940年夏天，塔科马海峡吊桥正式完工.几乎就在同时， 
人们注意到有时候风力会引起路基大范围的垂直 振荡. 这座吊 
桥以振荡而闻名，人们纷纷前来观看它，有时还会在上面走— 
走.终于，在1940年11月7日的一场风暴中，桥振荡的幅度 
超过了以往所看到的 幅度. 不久之后，在向下看路面时，垂直 
振荡变成了 扭转. 整个跨度最终被强烈的振荡给震断了，吊桥 
坍塌了. 

新的模型近五十年来，关于这个桥坍塌的原因，一种被 
普遍接受的假设是由共振引 起的. 请见图 h 但是如从 5.1 节 
方程 (31) 中所看到的，共振是一种线性现象_此外，还有一个 



共振发生的条件，就是外力函数的频率与桥的固有频率恰好一 

致更深一步地说，整个系统必须是绝对无阻 尼的. 那么，丝毫不奇怪共 振不是桥坍塌 的罪魁 
祸首如果不是共振，那么是什么原因引起了桥的坍塌呢？在最近的研究中，数学家 Lazer 和 
McKenna 注意到了非线性效果才是引起吊桥大幅振动的主要原因，而不是线性共振. 9 尽管这 
个理论包括了偏微分方程，但是可以构造出一个可以推得出非线性常微分方程的简化模型•这 


㊀ A. C. Uzer and P. J. McKenna, Large amplitude periodic oscillations in suspension bridges ： Some 
connections witli nonlinear analysis, SIAM Review 32 (1990 年 12 月）： 537-578. 
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个模型和 Lazer 和 McKenna 的模型不完全相同，但是可以 
推出一个类似的微分方程.这个例子是全新的，它用另一 
种方法说明了振幅是可以增加的 • 

考虑吊桥的一根垂直缆绳.我们假设它如同一根弹簧， 

但是在张力和压缩力方面的特征不同.当缆绳伸长时，它 
如同一根虎克常数为6的弹簧，但是当它压缩时，虎克常数 
为 a . 我们也可以假设当它压缩时，缆绳对路面施加的力比 
它伸长时对路面施加的力小，因此有 0< a <6. 令连到缆绳 
上的路面垂直弯曲量是 J ：( f ) (正方向是垂直向下），这里 f 表 
示时间， z =0 表示平衡 位置. 当 a :>0 时路面在外力 （von 
Karman 漩涡）作用下开始振荡，缆绳具有向上的回复力， 

大小等于 6_ r ， 工<0时产生向下的回复力，大小等于 a 二在无阻尼的情况下，这个受迫运动 
(请见 5. 3节的 （1)) 的非线性模型为 

+ = g (0， （1) 

这里 PXz ) 是分段函数 

[bx * x^O 

FU) 

[ax y x <C 0 



是外力， m 是路面的质量.注意微分方程 （1) 在任何工不改变符号的区间上都是线性的 • 

MU (1) 的解 

现在，我们来看看这个问题的解是怎样的.设饥=1，6 = 4 , a = 1 ，^«) = sin 4«, 初始时 
刻路面在平衡位置处具有向下的速度《> 0 .这个初值问题为 


( 4 x 9 

+ p( x ) = s in4u(0) = 0,^(0) = a ， 其中 F(x) = ^ 工， 


x^O 

x <0 


(2) 


注意，外力函数 g 的频率大于缆绳张力和压缩力的固有频率，因此不会有共振现象发生 • 

请读者证明下面求解 (2) 在区间[0, 3 tt ] 上的每 一步. 

因为具有正的向下的初速度以及正向外力，我们先解工 >0时的（ 2 ). ^ + 4 x = sin 4 f , 
x (0)=0， x'CCOsa 的解是 

xit) = sin 2 t [|(a + |)-|cos2^]. 

注意在 (3) 中，令 x ( f ) 等于零的《的最小正值为 t =7 f / 2 . 在这个时刻， ^( V 2) = -( a +2/3)<0. 
也就是路面向上通过平衡 位置. 因此对 x <0 我们可以解新的初值问题 /+ i = sin 4 f ， 工(*/2)=0, 
^ ( lc /2) = -( a +2/3). 这个问题的解为 

xCO = cost [ 卜 + 香 ) _ 合 —]. ⑷ 

然后，由 （4) 知令 a :( f ) 等于零的下一个《值为 《 = 37 t /2. 在这个时刻， x , (3 jt /2)= a +^>0. 
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用这种方法，我们可以得出结论，路面在时间区间[0, 3; r /2] 上完成一个周期的振 动：路 
面从平衡位置开始具有正向初速度向下运动，然后回来具有负向速度通过平衡位置，然后再向 
下具有正向速度返回平衡位置.这种模式持续下去，每个周期具有 3 tt /2 个时间 单位. 我们把 
(2) 的解在两 个周期 上的情况归纳如下： 


sin 2 / 


第一周期 x(t) 


[ l ( a+ +) - 1。。叫， 
[( a + 吾)一舍 sinic ° s2i ]， 




TC 




3 tt 


^ ^ t ^ 2n 

2丌< r < 3兀 


( 6 ) 


卜 K - l ( a + g )-+ co 叫 ， 

第二周期 j ： U ) = \ 

卜 ir ostcos 2 d ， 

直观上可以看出，第二个周期开始时具有的速度为 a +2/15, 第三个周期开始时速度为 a +4/ 
15.事实上，每一个周期开始时的速度都比前一个周期开始时速度大2/ 15 ,因为在每一个周期 
中，解的振幅与每个周期开始的速度直接成正比， 所以振幅随着时间的增加而不断 增加. ■ 
必须牢记一点，这个模型是非常简化的一维模型，没有考虑真实吊桥的所有内在相互影 
响. 最近， McKenna 修改了这个模型，从一个不同的视角，即扭振的视角来考察塔科马海峡 
吊桥的问题 . e 

对外力条件下 桥的性态的研究还在 继续. 这些模型可能被不断地修改，一些新的观点也会 
从这些研究中得到提炼.然而，应该清楚的是引起塔科马海峡吊桥毁坏的巨大振动不是共振的 
结果. 

相关练习 一 一位私 

1. ( a ) 用 4.3 和 4 .4节的方法求得描述路面第一个振动周期的 （5) 式.[提 本： 用二角函数中的一倍角 

公式 .] 

( b ) 证明路面在第二个周期开始时的速度为《十 2/15. 

( c ) 用 （ b ) 中的信息求得描述路面第二个振动周期的解 （6) . 

( d ) 用绘图工具分别绘出0=1和时，的两个运动 周期. 一 

2 . 解下面的初值问题，并绘出解在区间 0 s ^<6 ti 上的图形.注意第一个问题中有共振 现象， 但是第二个 
问题中没有. 

( a ) x ， + x = cosi , ^(0)=0, x (0) = 0 

( b ) x ，， + x = cos 2«, x (0)=0, _ r ’（0) = 0 

3. ( a ) 求初值问题 

i bx , 0 

/'+?■(：!■) = sin 4 f , x (0) = 0,^(0) = 1，其中 F (. X ) = I < 0 

分别当 fc=1 ， a = 4 ; A=64 , a = 4； 6=36, a = 25 时的三种情况的解.注意第一种情况中 0< a <0< 
的假设不满足. 


O P. J. McKenna, Large torsional oscillations in suspension bridges revisited ： Fixing an old approximat.on, 
American Mathematical Monthly 106: (1999) : 1 — 18. 
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( b ) 绘出 （ a ) 中解的图形.每种情况下当 t 增加时， ：!：(《) 是怎样的？ 

( c ) 若初始速度为/(0)=«， a >0, 每种情况又是怎样的？读者能得出类似于前面讨论中关于解在长时 
间区间上性态的结论吗？ 

4. ( a ) 初值问题 

工"+ to ' 十 Fix ) = sin 4 r , j ：(0) = 0，: c '(0) = 1,其中 F ( x ) = ( 

< 0 

中的项 i 3 x '(/3>0) 表示 阻尼. 解三种情况; 3=0.01, /3=0. 1, p =0. 5下的初值问题. 

( b ) 绘出 （ a ) 中解的图形.每种情况下，随着 i 的增加 x ( t ) 是怎样的？ 





贝塞尔函数的 图像； 见图 6.3 和图 6.4 


第6章线性方程的级数解 

到目前为止我们已经初步掌握了求解二阶或髙阶常系数线性微分方程的方法.唯一的例外 
是柯西-欧拉方程.在实际应用中，变系数的线性方程至少和常系数线性方程一样重要.如第 
4. 7节中所提到的，即使是一个形如 /+ x ; y ==0 的简单变系数方程都没有初等形式的解.我们 
可以求出的两个线性无关的解，但正如我们将要在6_ 1节和 6. 3节中看到的那样， 
这个方程的解要用无穷级数来定义. 

6.1 平凡点的解 

我们在 4. 7节中提到，大多数变系数的线性高阶常微分方程不能利用初等函数求解.求解 
这类方程的方法是先假设一个无穷级数形式的解，然后做一个类似于待定系数法 (4 . 4 节）的求 
解 过程. 因为这些级数解常常是幂级数，所以我们先要列出一些关于幂级数的性质_如果读者 
想对这一理论做更深度的复习，可以参考微积分教材. 

6.1.1 幂级数回顾 

•定义 关于 x — a 的幂级数是一个形如 

c 0 + Ci (x — a) + c 2 (x — a) 2 + … =X) c”(x _ a)” 

n =0 

的无穷级数.这样的级数也被称为以 a 为中心的幂级数.例如幂级数(工+ 1)”以 
— 中心.在本节中我们主要讨论关于 x 的幂级数，即以《 = 0为中心的幂级数. 

例如，& 21”是一个关于: r 的幂级数. 

n=l 

•收敛 称一个幂级数 f ] 在 x 的某个取值处是收敛的，如果其部分和 

»=0 

收敛——即， limS N ( x ) = limf ] c „ Oc _ a )” 存在.如果极限在 i 处不存在， 

N-*oo N-*oo n3 . 0 

则称级数是发散的. 

•收敛区间 每个幂级数都有其收敛区间 • 收敛区间就是所有使级数收敛的实数工的集合. 
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•收敛半径每个幂级数都有其收敛半径見如果尺>0，则幂级数— a )" 在 
| _r — a | <R 时收敛而在 I x~a | >R 时 发散. 如果级数仅在其中心收敛，则 R = 0. 
如果级数在所有的 I 处收敛，则我们认为尺 = +°°.回顾 I 工一 a 丨 < R 等价于 a — R < 
x < a + R , 一个幂级数在区间端点 a — P 和 a + R 处可能收敛也可能不收敛 • 

•绝对收敛一个幂级数在其收敛区间内绝对收敛.换言之，如果 x 属于收敛区间且不是 


区间端点，则级数的绝对值^ I c „ (: T — W | 收敛. 

比率检验幂级数 c „( x - ar 的收敛性可以用比率检验来判断.假设对所有的”有 


且 


lim =1 x-a I lim = L. 

n—oo C n \0C — a ) ”一如 C n 


若 L <1 则级数绝对收敛，若 L >1 则级数发散，而若则检验没有明确结论•例 


如，对于幂级数2 


(x-3) n 


lim 


… 2 n n 
(x-3) 枓 1 

2 衧 1 (n+ 1) 


由比率检 验得: 


(x —3) n 
Tn 


=I a; — 3 I lim 


2 {n + \) 


=—I X —3 I 


当 i I 工一 3 I <1 或 I : c 一 3 I <2 或 l < x <5 时级数绝对 收敛. 最后这个区间是收敛的 
开区间 • 级数在|工一3|〉2时，即 : c 〉5 或 : c < l 时发散.在收敛开区间的左端点工二 
1处，由其他级数检验方法知常数级数 f ] ((一 是收 敛的. 而在右端点 i = 5 处， 

n = 1 


级数 i ] ( i /«) 是发散的调和级数.因此级数的收敛区间为 5) ，且收敛半径为只= 2 - 

n = 1 

用幂级数定义函数一个幂级数定义了一个函数/( I ) = c " (x 一 a)n ，其定义域即为 
级数的收敛 区间. 如果收敛半径只>0,则/在区间 U —尺， a +只） 上是连续可微的，且 
可积.此外， /，(: c 〉 和 J / U ) dx 可通过逐项微分或积分 求得. 级数在一个端点的收敛性 


可能会因微分而变得发散，或通过积分而变得收敛.如果^ = 2 c " x " 是关于 x 的幂级 

数，则其前两阶导数分别为: V '= ij 似 ㈠ 和/= D ， 2 . 注意到一阶导数的 

第一项和二阶导数的前两项为 0. 我们省略这些为0的项，得到 
y = V ] 和： y 〃 = 2 c " n 一 

7=\ n=Z 


(1) 
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这些结果很重要并且很快就会用到. 

•恒等性质 如果； — a )" =0， R >0 对任何收敛区间内的 o : 都成立，则对所有的 n 

n 二 0 

有 c \=0. 


在某点解析 函数/在某点《解析，如果其在一正的或无穷的收敛半径内可被表示为关 
于 _r — a 的幂级数.在微积分学中可以看到诸如 e ' cos x , sin x , ln (: r — 1) 的这些函数 
都可以被表示成泰勒级数.例如， 



对丨 x | <+»=均成立.这些以0为中心的泰勒级数被称为麦克劳林级数，可以看到 e ' 
sin jc , 和 cos o : 在 x =0处都是解 析的. 

幂级数的运算 幂级数可以通过加法、乘法及除法运算进行合并.这些运算与两个多项 
式的加法、乘法、除法类似，即把具有: c 相同次幂项的系数相加，利用分配律和合并同 
类项，以及长除法等运算进行 合并. 例如，利用 （2) 中的级数，我们有 



因为幂级数<^和 sin _r 都在 i x I < + o = 内收敛，所以乘积得到的级数也在这一范围内 
收敛.我们可以利用 CAS 解决幂级数的乘法或除法问题. 

•和式中标记的转换 在本节及本章后面的内容中，化简两个或更多由求和符号 （ si gma ) 
S 表示的幂级数是很重要的，也就是将多个由求和符号表达的式子合并成由一个求和符 
号表达的式子.如接下来的例子所展示的，将两个或更多和式合并成一个和式往往需要 
改变符号，即改变和式中的标记. 

_ 两个幂级数相加 

将 f n ( n — l ) c „ x - 2 + 2 写成一个幂级数 • 

解 为了将两个级数相加，我们需要两个从相同数字开始的求和标记且两个级数中 x 的幂 
次数须保持“同 步”； 比如说一个级数从工的一次幂开始，我们希望另一个级数也从相同的幂次 
开始. 注意到在给定的问题中，第一个级数始于 x 。而第二个级数始于工 1 .将第一个级数的第 
一 项提出和式，我们得到 

级数始于1 级数始于1 

W 〒3 n 〒0 

^ OO j 00 4 

— l)d E = 2 • lc 2 x 。 + 2 一 — Ik ， 2 + I ： c / 1 ， 

n =0 »=s n=0 一、 

我们看到等式右边的两个级数以工的相同次幂开始，即现在为了得到相同的和式标记， 
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我们对 _ r 的幂指数做一 改变； 在第一个级数中令& = „一2,同时在第二个级数中令々 = + 
等式右边变为 

相同 


+ D (々十 2 )U + l)cm 分十;2 以-乂 (3) 

走 =i 备 =i 

t _ _ _ t 

考虑到和式的标记是一个“虚” 变量； 如果读者谨记和式标记的实际值，那么 々== n — i 和左= 
n + l 就不会引起混乱，在两种情况下&都有相同的连续取值々 = 1，2, 3,…，对于 A = 1， 

n =2, 3, 4,…而对于々=«+1，》= 0，1，2,….现在我们把 （3) 中的级数逐项相加得： 

2 nin — l ) c n x ^ 2 + 2 c „ x" il = 2 c 2 + [(^ + 2) (々 + l ) c k+2 + c '—]/. (上) 

n =2 n = 0 _ 

如果读者对 (4) 式有怀疑，可以具体写出等式两边的项加以检验. 

6.1.2 幂级数解 

假设线性二阶微分方程 

a 2 ( x )^ + ai ( x ) y / + a 0 ( x)y = 0 (5) 

可以通过除以第一项的系数 a 2 (： c ) 变为标准型 

/ + P(x)/ +Q(x)y = 0. (6) 


我们有以下定义. 

waaMMtf 平凡点和奇点 

点 x = x 。 称为微分方程 （ 5) 的一个平凡点 (ordinary point) , 如果标准型 （ 6) 中的 P(x) 和 
Q(x) 在 _ 2 ： = ： 1 ：。 处都可以展开.一个点如果不是方程的平凡点，则称为奇点 （singular point). 

每一个 x 的有限值都是微分方程 /+(eOy + ( sin _ r )^; = 0的平凡点.特别地，工= 0是一 
个平凡点，因为正如我们已经在 （2) 中看到的， f 和 sin J ： 在这一点都是可展开的.定义 6.1 的 
第二句话说明，如果 （6) 中的 PU ) 和 QOc ) 至少有一个在工=工。处不可展开，则 t = A 为一个奇 
点.注意 x = 0 是微分方程 y '+( e ，）/ + ( lm) y = 0 的一个奇点，因为 QU )= lnx 在工=0处不 
连续，所以其无法表示成 x 的幂级数. 

多项式系数下面我们主要考虑当 （5) 有多项式系数时的 情况. 多项式在工取任意值时可 
以展开，且有理函数除了其分母取0时之外都可以 展开. 这样如果 a 2 U )、 和 flo ( i ) 是没 
有公因子的多项式，则有理函数和 < 3 (； 1 ：)=办（: 0 / 0 2 (尤）除了在 a 2 ( x ) =0 
时之外都是可展 开的. 所以若有则工 = 々是一个平凡点，而若有 〜（〜）= () 则 x = 
x 。 是一个 奇点. 例如，方程 （ x 2 — l)/+2x/+6;y = 0 唯一的奇点是/一 1 = 0的解 x =± l . 工 
的所有其他有限值 0 为平 凡点. 检验柯西-欧拉方程盯 2 / +虹/ +巧=0 ， i = 0 为其奇点•奇 
点不一定是 实数. 方程（；£ 2 +1)/ + ：(：：/— : y = 0 的奇点是 P + lsO 的解，即 J ：=± i . 工的其他 

o 我们在这里约定，平凡点和奇点都是有限点 • 实际上一个常微分方程可能会有取无限值的奇点 . 
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所有实值和复值都是平凡点. 

我们不加证明地给出下面这个判断方程是否存在幂级数解的定理. 

幂级数解的存在性 

如果 x = x 。是微分方程 （5) 的一个平凡点，那么我们总可以求出两个线性相关且以； c 。 为中 
心的幂级数解，即 y = |] — . 级数解至少在某区间 | x — 办丨 < 只上收敛. 这里 R 

是工。到与其最近的奇点的距离. 

形如： y = D C„ (: c — x 。）" 的解称 为关于平凡点 X 。 的解 （solution about the ordinary point 

Xo ). 定理 6.1 n 中的距离 i ? 是收敛半径的最小值.例如，复数 l ±2 i 是方程（: T 2 — 2 >r + 5 )/ + 
• r / 一 y = 0 的奇点，但因为1 = 0是方程的一个平凡点，根据定理 6.1 我们可以求出两个以0 

为中心的幂级 数解. 即解的形式为 J g ，进一步，不通过实际求解我们也可知毎一级 

数至少在上 收敛，这里是复平面内0到 l +2 i 或 l —2 i 的距离.然而微分方程 
有一个适用于 x 的更大范围的解；实际上这个解在（一⑻， +00) 上都成立，因为这两个解中有 
一个是多项式. 

注 在后面的例子和练习 6. 1 中， 为简单起见，我们只求关于平凡点 X = 0 的幂级数 
解.如果需要求一个常微分方程在平凡点 X 。參0上的幂级数解，我们可以对方程做 

简单的变量代换 t==x — I 。（这使 ：c = : r 。 变为«=0),求出新方程形如 y 的解， 

然后再用 < = x — 工。回代. 

求一个齐次线性二阶常微分方程的幂级数解的方法称为“待定级数系数法”，因为这一过程 

与 我们在 4. 4节中所做的非常类似.简言之，我们的思 想是： 将^= _ 代人微分方程， 

如我们在例1中所做的那样合并级数，然后列出方程右边所有的系数以确定但是因为方程 
右边等于0,最后一步根据前面提到的恒等性质， x 的所有系数都应等于 0. 这并不是 说所有 
系数等于0;这没有任何意义，毕竟定理 6.1 保证了我们可求得两 个解. 例2叙述了如何通过 

一 个假设3；= ；£； c „ o ；» =〜+ £ ：,：^ + 0/+-得到两组系数，这样我们就得到两个不同的幂级 

数; y 1( _ r ) 和它们都是关于平 凡点工 = 0的幂级数.微分方程的通 解为） + 
C 2 y 2 (- r ), 实际上， 可 以证明 = c D 及 C 2 =(：!， 

_幂级数解 
求解 / + X J = 0 . 

解 因为方程没有取有限值的奇点，所以定理 6. 1保证了两个以0为中心的幂级数解存 
在，且在 | :r I < + m 上收敛 • 将"和—阶导数/= (”一 (请参考 （1) 

n=0 »= 2 

式）代人微分方程得 
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y" + xy = c„n(n — l)x^ 2 + c„x v = 2 c„n(n - 1)?〜 2 十 c„jc n+l . (7) 

n-~2 w= 0 n ---■ 2 n=0 

在例 1 中我们已经通过转换和式标记对方程 （7) 右边的两个级数相加.由 （4) 给出的结果得 

y + xy ^ 2 c 2 + L(k + 1)( 々十2)〜 2 + c ^^ x k = 0. (8) 

k - 1 

此时我们使用恒等性质.因为 （8) 恒等于0,所以需要 x 的所有次幂的系数都等于0,即 2 c 2 =0 
(其为/的系数），及 

(々 + l)a + 2)w 2 + c t — 3 = 0，k = 1 ， 2,3,…. （ 9) 

现在很容易由 2c 2 = 0 得 c 2 = 0. 而 （ 9) 中的表达式称为 一个递归关系 (recurrence relation). 我 
们可以通过选择系数集合中一个合适的非零子集来确定因为对所有纟有 a + i ) a +2) 关 0, 我 
们可以在 （ 9) 中利用表示出^ +2： 


fk — 


“ +2 — (k + l)(k + 2) rfi 

在 （10) 中取6为连续的整数，则我们可以连续得到假设解中的 系数: 


( 10 ) 


k = 2,c 4 =— 


c 3 


3 • 4 


是 = 3 心=—点 = 0 ’ — cz 等于零 



k = 6,c 8 = 0, —g 等于零 

/ • o 



k = 


10 • 11 


—c 8 等于零 


等等，现将上面得到的系数代人前面的假设 

ro+CiX + C2 ： r2+C3X 3 +C4 ： c 4 +C5x5+C6X 6 +C7X 7 +C8X 8 +C9 ^ +Cio ^O +CnX n + ... 9 

我们得到 


y^co+qx + O— 2 .°'3 J 


3 - 4^ 


+ 0 + 


TT 5 Te- f 


； x 7 + 0 -； 


6*8.9 


9 • 10 


+ 0 + 
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在合并了含有 G 和 q 的项后，我们得到十 Cl h (* r )， 其中 


(: r ) = 1 


= i + S 「 


2 * 3 • 5 ♦ 6 
(—IV 


工 6 — 


2 • 3 —( 3k - 1)(3々） 


2 • 3 


4 • 6 


9 * 10 


: T 10 +■ 


= x+ y _ 严 1 

合 3 • 4 … (如⑶十 1 ) ' 

因为在递归关系中使用 （10) 时 c 。 和^一直未被确定，所以我们可以任意选择其值，正如我们在 
这个例子之前提到的一样，线性组 gy = C ^( X )+ Ciy2 (: T ) 实际上代表了微分方程的通解•根 
据定理6.1，我们可知每个级数解都在 I X | < + 00上收敛，这一事实也可以通过比率检验 
证明. ■ 

例 .2 中的微分方程称为气 体方程 （ Airy’s equation ) ,它被应用于光或声波在地球表面的衍 
射、空气动力学，以及一个细直柱状物体在其自重影响下的 弯曲. 其他形式的气体方程还有 
/ = 0和 / + a 2 Jcy = 0. 请参考练习 6.3 中习题36对后一个方程的应用 ■ 

_幂级数解 
求解 + l )/ + ay = 0. 

解 如我们在 6. 1. 2节中看到的，给定的微分方程有奇点 士；， 且方程有以0为中心， 
至少在 I x 丨<1上收敛的幂级数解，这里1是复平面内0到；或一〗的 距离. 假设 
和其前两阶导数（请参考 （1) 式）有 

oo oc ^ 

(x 2 +1)X1 nU-l)c„x^ +x^ 一 X) c„x" 

n-2 n=0 

oc oo oo 

n(n-l)c n x n + X) n(n-l)^x^ 2 + 2 I， — S c / 

±i. »-2 n=i ㈣ 


= 2c 2 -r° — Co: 0 十 6 c 3 j : + cix — ci x + X ) ”( n — 

n = 2 __^ 


+ Y] n(w - Dc ^ 2 + X] — X) c„x” 

, - ^~^ 

k^rt-2 * = ” k ^ n 

= 2 c 2 - Co + 6 c 3 x + f ] + (fc + 2 )u 十 l ) ctf2 + — C k ~] x k 

i = 2 

= 2 c 2 — c •。十 6 c 3 _ r + [(A + 1 )U — l)q + U + 2 )a + l ) w >* = 0. 

k=2 

由这个恒等式我们得0=0, 6 c 3 =0, 及 
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所以 


a + l)(^-l)c,+ (^ + 2)(^+1 )c^ 2 = 0. 


C 2 


l c 。’ 


cr 3 = 0 , 

Ch ~2 二 ，左 = 2,3,4，"' 

将是= 2, 3, 4,…代入最后一个公式得 

1 1 1 

=— ==_ F2 ! C ° ， 

2 

c 5 — — ~c 3 = 0, —c 3 等于零 

3 3 _ 1 • 3 

C6 = —T 4 = ^r^ = FiT c 。， 

C7 = — = 0 ， —c 5 等于零 

5 3 • 5 __ 1*3*5 

C8 =— T " 6 一 2 • 4. H C ° 2 MP Co 

C 9 =— J-C 7 ~= 0 , *-C 7 等于零 

——7 — 3 - 5 » 7 = 1 - 3-5 

Cl ° —— 研 8 — 2 • 4 • 6 • 8^10 Co — 2 5 5 ! 


等等.所以 

尸 Co + ClJC + c 2 o ： 2 +c 3 x 3 +c 4 o : 4 +d 5 +C 6 J ： 6 +c 7 x 7 +C 8 X 8 +c 9 : 9 +c 10 :r 10 + … 

= C 。[1 + 如 2 - + 尚? — 1 2 M ； 5 ^ 8 + 1 * 2 5 5 ! * ?xl ° -…] + 

=c 0 ：yi (J ) 十 Cjy 2 (j：). 

方程的解为多项式力和幂级数 


W = 1 + } 乂 + 2(-1)- ，丨 


l < 


ID 三项递归关系 

对于微分方程 

y — (1 + x)y = 0, 


如果求其幂级数解 J C „: c ” ，我们会得到 = 及三项递归关系 

«= 0 


C / H -2 


Xk + i)a + 2 ) jk = 


，2,3,…. 


这一公式说明系数 C3 , C4 , c 5 , …都可以用0,和 C 。表 示出. 继续下去，则计算变得有些麻烦. 
为简单起见，我们可以先令 C 。 关0， Cl =0； 这使得一个解的系数可以完全由 C 。 表示出： 
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J Cof 

Cl + Co 


£2_ t_£i 

3了4 


Co 


- Co ， 


2 * 3 6 

c o __ 丄 
2-3-4 — 24 Co ' 


_ (3 +■ (2 — C 0 f 1 I 1 1 — 1 

C5 = ^ T ^- = 4 T ^ L "6 + Tj = 30 Cc， 
等等.接下来，若选择 G =0, c ^ O , 用^表示的其他解的系 数为: 


c 2 = yc 0 = 0 , 

— C ! + C 0 — C ： 一 1 

c 3 — 2,3 - 2 T ~3 — "^ 1 ， 

c 2 + C x Ci 1 

ci = iTT = m c ” 

r _ c 3 + c 2 = Cl = 1 r 

5 — 4 . 5 4 * 5 * 6 120 1 f 

等等.最后，我们得到方程的通解其中 


%U) = l + T ^ 2 + T ^ + 24 ^+-x 5 + 


以及 


y^ x) = ^ + l x3 + 為工 4 + 士 /+ … • 

每个级数都在 x 的所有有限值处 收敛. ■ 

非多项式系数 下面一个例子给出了当方裎的系数不是多项式时，如何求出在平凡点办 =0 
处的幂级数解的方法.在这个例子中，我们将看到两个幂级数乘法的应用 • 

_非多项式系数的常微分方程 

求解:/ + icosx)y = 0 . 

解我们看到 x = 0 是方程的一个平凡点，因为我们已经知道 cosj : 在该点是可以展开的. 
利用 （2) 中给出的 coa 的麦克劳林级数，并根据 （1) 中通常用到的假设: v = * 可得 

/+ ( co & x >3 / = 2 +( l-|y + | y-|j + — 

= 2 c 2 + 6 c 3 x + 12 c 4 x 2 + 20 c 5 ^ 3 + … + … ) （c 。+ C ' x+C2：r2 + c # 3 +•••) 
= 2 c z +C 0 + (6c 3 +c 】） :c+ (12c 4 十 c 2 — yc 0 )x 2 + (20 c 5 +c 3 — ycOx 3 + … = o. 

由上式可得 

2c 2 + Co = 0,6c 3 + C ! = 0,12c 4 +c 2 一 jc。= 0,20c 5 +c 3 - yc, = 0, 
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等等.所以有 C 2 = -+ C 。， C 3 = — I - Cj , c 4 =^ c 0 , c 5 =^ c ” …通过合并同类项，我们得到通解 
y = c 0 yi ( x ) + ci y 2 ( x ), 其中 

yi (x)= 1-yJ^ +J2^ - ， 

災 (x)=x - 如 3 + 忐工 5 _…. 

因为这个微分方程没有有限奇点，所以两个级数都在 I I 丨<+°°上收敛. ■ 


解曲线我们可以通过几种方法获得幂级数解3>= $ 的近似图像.通常我们采用级数 

N 

的部分和进行绘图，换言之，就是绘出多项式 S N Oc ) = g c #" 的 图像. 当 N 值很大时， S N ( x ) 

给出了 : y ( x ) 在平凡点 x =0 附近的性质.我们也可以用^ 4. 9节中所做的那样获得近似的数值解 
曲线.例如，如果仔细观察例2中气体方程的级数解，读者会发现;和: ydx ) 依次是初值 
问题 

y +ocy = 0,^(0) = 1 ，： /(0) = 0 ， （ H) 

y^ + xy = 0, ： y(0) = 0 ，： y’(0) = 1 

的解.特殊的初值条件从戸《^(工)+❹(工)中“挑选，，出了解和於⑺’而解在形式上都 
应符合 我们的 基本讎^ = E S 满足: y ⑹ = tofn /(0)= 〜现在嫌值雜程序中利用方 
麵，将 y = “代人得/ = =-巧，这样-个等价于气体方程的由两个一阶方程 


组成的方程组为 


y = u ， 


( 12 ) 


(11) 中的初值条件对应到方程组( 12) 中可写成 〆 0) = 1 ，《(0)=0和 y (0)=0, “(0) = 1. m&.l 


Vn 



a) 以:)关于 JC 的图像 b) 


图 6.1 气体方程的解 
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注在后面的问题中，不要期望在任何情况下都可以用和式来表示方程的解.尽管我们 


可以通过利用递归关系或例4那样的乘法求得级数5 尽可能多的项，但推理 

出系数的通项往往是不可能的.我们可以如在例4和例5中那样，只写出级数的前 
几项. 


练习 6. 1 


6.1.1 幂级数回顾 

在习题1〜4中求出给定幂级数的收敛半径和收敛区间. 

2. f ] ^ y ^( x +7)» 

3. f ] 4. ^ Ax-lY 

在习题 5 和 6 中给定的函数在 i = 0 处是可以展开的.求出幂级数的前四项•可以利用前面学习的级数乘法徒 



手计算或利用 CAS 计算. 


5. sin x cos x 6. e J cos x 

在习题 7 和 8 中，给定的函数在 : c = 0 处是可以展开的•求出幂级数的前四项 •可以 利用前面学习的长除法徒手 
计算或利用 CAS 计算.给出收敛的开区间. 


在习题9和10中将给定的表达式改写成一个单独的幂级数_ 


9. ^ Znc ^ x ^' + 2 10. ^ n(n - l ) c „_ r " + 2 X n(n — + 3 rtc „ x n 

在 11 和 12 中^代人法直接证明给定的幂级数是微分方程的特解 • 

11 - 尸自 (- f ?， (工 + l)/ + y’ = 0 12. 3- = S ^=^yx 2 %o：/ + y+ xy = 0 


6.1.2 幂级数解法 

在习题 13 〜 24 中求出给定微分方程关于平凡点工=0的两个幂级数解， 


13./- xy =0 

15. y — 2 xy + y =0 
17. y \- x 2 y f - hxy =0 
19. ( x - l ) y -\- y =0 

21. y — ix -^\) y—y = 0 

23. ( z 2 +2)/ 十 3 x ：/ — ： y =0 


14. y fJ rx 2 y — 0 

is ./ —工 y+2y=o 

18./+2 ^y + 23； = 0 

20. (x^-2)y~\-xy—y^0 

22. (: r 2 十 1)/—6：y=0 
24. { x z — l ') y J rxy — y ^0 


在习题 25 〜 28 中利用幂级数方法求解给定的初值问题 • ， 

25 . ( _ I _ 1) /_ :c y + >-=0, ^(0) = -2, ^(0) = 6 26. (. x + l ) y ~ ( 2 - x ) y ' + y =0 , : y (0),= 2, >>’(0 V 

27./—2 iV 十 8 y =0, 3；(0) = 3, /(0)=0 28. Cr 2 + l )/ + 2_ r / = 0, y (0) = 0’ y (0) = l 

在习题 29 和 30 中使用例 5 中的求解过程求出给定微分方程在平凡点 r =0 处的两个幂级数解. 
29./+( sirrr )3- = 0 30 ./+ e :V — ： y =0 


讨论题 < 

31. 讨论贿仅賴 W 雜方法 求解獅 /l = 1 和尸 ^神 齐次方 S . 贴求解这两个 
方程叙述求解 思想. 
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32. i = 0 是微分方程 o:/+( S irrc)j= 0的平凡点还是奇点？利用适当的数学方法证明所得的结论. 

33. 在习题12中给出的特解在 x=0 处是可以展开的，尽管 i=0 是方程巧 " + ；y'+x;y = 0 的一个奇点.然而 
我们知道这个方程有另一个在该点不可展开的解.构造一个线性二阶微分方程，使^ = 0为其奇点，而 
方程的两个解 M (x) 和力（: r) 都可以 展开. 不要把问题考虑得太复杂. 

34. 我们在由图 6.1 给出的图像中忽略了这样一个问题.如果将气体方程写成，且当^>0 且； y>0 
或 x>0 且 r<0 时，我们对所得的解曲线可以做怎样的解释？ 

计算机实验作业 

35. (a) 求出方程/ + xy' + = 0的两个用和式符号表示的幂级数解；^(工)和力（工). 

(10利用0八3绘出） 1 (0')的部分和3„(3：)的图像.取 JV=2, 3 , 5, 6, 8, 10. 对; y z (^)的部分和 S„(x) 重 

复上述过程. 

(c) 利用数值求解程序求出解曲线并与 （b) 中得到的图像进行比较.取初值条件为 M (0)=1，力 '（0) = 0 
和 >»2(0)=0，^2^ (0) =: 1. 

(d) 重新考虑 (a〉 中的 yi U>, 用初等函数表示这一级数.然后利用 4 . 2节中的 （5) 求出方程的另一个解. 
证明第二个解与幂级数災 （3 相同. 

36. (a) 在例5中求出解: y, (x) 和力 （x) —个以上的非零项. 

(b) 求出初值问题 /+(cosx)：y= 0, y (0) = l,y(0) = 1 的级数解 j(x). 

(c) 利用 CAS 绘出 （b) 中解 yO) 的部分和 S N (:r) 的图像.取 JV= 2，3，4, 5，6， 7. 

(d) 利用数值求解程序求出 （b) 中初值问题的解曲线并与 (c) 中得到的图像进行比较. 


6.2 奇点的解 

微分方程 y ' +巧 = 0与^/+3- = 0的相似之处在于它们都是有变系数的简单线性二阶方程 • 
这是它们仅有的共同点.在前一节中我们看到，因为2=0是第一个方程的平凡点，所以肯定能 
求出以该平凡点为中心的两个线性无关的幂级 数解. 反之，因为^=0是第二个常微分方程的奇 
点，所以求出关于该奇点的两个无穷级数解会比较困难.请参考例 4 和例 5. 

规则奇点和不规则奇点线性微分方程 

a 2 (j:)^+ ai (a:)/ +^o ^oc)y = 0 ( 丄） 

的奇点1=0：。可以进一步被划分为规则的或不规则的.这一划分仍然依赖于标准型 

/ + PU)/ + Q(x)y = 0 (2) 

中的函数 P 和 Q. 

规则奇点和不规则奇点 

微分方程 (1) 的一个奇点称为规则奇点 (reedar singular point) ,如果函数 〆 :r) = (:c 一 為）!^)和 
g ( x ) = ) 2 Q ( x ) 在 : r = X 。处都可以展开•不是规则的奇点称为方程的不规则奇点 <irre ® ular 

singular point). 

定义 6. 2中的第二句指出，若函数—為） P&) 和 9 U) = (o:—々） 2 QU) 至少有一个 
在0： = ：£：。处不可展开，则之二：!：。就为不规则奇点. 

多项式系数 如 6.1 节，我们主要考虑线性方程 (1) 中的 系数〜 （3、为没有公 
因子的多项式的情况.我们已经看到如果七0：。）=0则 x = x 。 是 (1) 的一个奇点，因为标准型 (2) 
中的实函数 Cx )/ a 2 ⑴和 Q(x)=a 0 (jr)/a 2 Cr ) 至少有一个在该点不 收敛 . 但因为 “2 0 c ) 是 
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一个多项式而 x = o ：。 是其一个零点，则根据代数学中的因子定理，1一心是化（工)的一个因子.这 
意味着在^(：0/〜(: c ) 和 a <) U )/ a 2 ( x ) 化为最简形式后，仍然会保留 x —&这个因子，这一因子会 
以正整数次幂的形式出现在一个或两个分母中.现假设 x = x D 是 C 1) 的一个奇点，但两个由乘积定 
义的函数 /» U ) = ( x —:和 g ( x ) = U —: r a ) 2 (3 Cr ) 在: r =: c 。 处都可以展开.我们得到这样的结 
论，通过给 PCr ) 乘以: c — 办和给 Q ( cc ) 乘以 U — x 。） 2 使得（通过约分): c — x 。 不再出现在分母当中. 
现在我们可以通过检验分母而迅速判断 : c 是否为规 则的： 如果 ： r — &最多以一次幂出现在 
P ( x ) 的分母中且最多以二次幂出现在 QU ) 的分母中，则: c =: c 。 是一个规则奇点.此外，如果 x =: c 。 
是一个规则奇点并且在 (2) 式上乘以(: c — A ) 2 ，则原方程变为 

{x — X 0 ) z y r + (x — x o yp{x)y' + qix) y — 0 , ( 3 ) 

其中 p 和 g 在: c =: c 。 处可以展开 • 

_奇点的分类 
易知工= 2和 ；!：=— 2是 

( 工 2 - 4) V + 3U — 2)y + 5 尸 0 

的奇点.在方程两端除以 （/—4) 2 = ( x —2 ) 2 (;r + 2) 2 并将系数化简，可得 


P ( jc ) = 


_3 

(工一 2)U + 2) 2 


和 Q ⑴ 


_5_ 一 

U — 2) 2 (工 + 2) 2 ' 


现在我们在每个奇点处检验 P ( x ) 和 QCr ). 

为使 x = 2 为一个规则奇点，因子 x -1 最多可以以一次幂的形式出现在 P ( x ) 的分母中且 
最多可以以二次幂的形式出现在 QO ) 的分母中•对 P (^) 和 QU ) 的分母检验证明了这些条件 
都可满足，所以 >r = 2 是一个规则奇点.另外，我们也可以通过注意到有理函数 

p ( x ) = ( x -2) P ( x ) = (工 _^ 和 9(工)= (工一 2) 2 QU ) = (x l ~ 2 y 


在 _r = 2 处都可以展开从而得到相同的结论. 

因为: c 一（一 2)=: r +2 以二次幂的形式出现在 P ( x ) 的分母中，所以可以得出结论 ， z = 
一 2是方程的一个不规则奇点.我们也可以通过 

〆 工 ）= U + 2)P(x) = (：c _ 2) 3 (x + 2) 

在 x = — 2处不可以展开得到相同的结论. ■ 

在例1中，注意到因为工=2是一个规则奇点，则原方程可被写为 

在: c =2 处 在处 

| p ( T ) 可以展开 jg (: c ) 可以展开 

U -2) 2 / +(.-2) + uT 2 F y = 0 - 

在另一个例子中，通过检验方程 x i y '~2 xy ， ^y = 0的函数 P ( z ) = —2/ x 2 和 QU ) = 8 /f 的分 
母，我们可以看到 ： c = 0 是方程的不规则 奇点. 另一方面，工= 0是方程 一 = 0 的 
规则奇点，因为: r —0 和 U — 0) 2 并没有出现在函数 P(d = 一2和 Q (工 ） = 8 /i 的分母中•对于 
一个奇点^ = 1。来说， PU ) 和 QOc ) 的分母中分别包含任意 x — a 。 的小于一次的非负次幂（即 0 
次）和任意 x — _ r 。 的小于二次的非负次幂（即0次或1次），这意味着工=心是一个规则奇点.奇 
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点可以是一个 复数. 读者可以证明: c =3 i 和: r =_3 i 是 （ x 2 +9)/—3: r / + ( l — = 0的两 
个规则奇点. 

任意二阶柯西-欧拉方程 oz 2 / 十 & r / + c：y =0， a ，6, c 为实数，有规则奇点 _r = 0. 读者可以证明 
柯西-欧拉方程 o - 2 /-3^ ， + 4 > = 0 在区间(0, + c «) 上的两个解为％ = 2和 y 2 = x 2 In 1 如果我 

们想求关于规则奇点 : c = 0 的幂级数解（即 C „/)， 则应该只能求出多项式解 y = W . 我们无 

n = 0 

需为无法得到第二个解而感到奇怪，因为 In o :( 相应地: y 2 == Pin 在 j : = 0处不可展开，即: y 2 没 
有以 >r = 0为中心的泰勒展开式. 

弗罗贝尼乌斯方法 为求出微分方程 （1) 关于规则奇点的解，我们应用以下由（弗罗贝尼乌 
斯）给出的定理. 

faalfeWM 弗罗贝尼乌斯定理 

如果 i = . r 。 是微分方程 （1) 的规则奇点，则至少存在一个如下形式的解 

y = ( j : — x 0 ) r X / c„(x — Jo )" = X ) c„(:r — ， （4) 

n=0 n=0 

其中 / •是一个待定的常数 _ 这个级数至少在区间 0< x — 々<尺上收敛 ■ 

注意定理 6.2 中第一句的“至少，，这 个词. 与定理 6.1 相反，定理 6. 2并不能保证可以求出 
两个形如 （4) 的级数解.求关于规则奇点 x = : c 。 的级数解的弗罗 贝尼乌斯方法 （method of 

Frobenius ) 类似于前一节中的“待定级数系数法”，我们将 J U — 々产代入给定微分方 

程并利用递归关系确定未知系数 c „. 然而在确定系数之前，我们还有另外一个任务，就是必须 
先求出未知指标 r . 如果求得的 r 不是非负整数，则相应的解 f — 不是幂 

n=0 

级数. 

如我们在求关于平凡点的解的讨论中那样，为简单起见，我们总是假设 z ==0 是规则奇点 • 
HH 两个级数解 
因为1 = 0是微分方程 

^xy" + y’ — y = 0 ⑸ 

的一个规则奇点，我们试求其形如 3- = S 的解•现有 

n=0 

y = 免 (n + r )^^ 1 及 :V"= 公 （n + r)(” + r— l)c„_r —’ 

«=0 n =0 

所以 

3x/ + > / — 尸 („ + r )(„ + r—l)w 一十 (n + r) C „x" + -' - 2 

F0 "=° 

= 2 (n + r )(3 n + 3 r — 2') c n x Trlri ~ x — CnX ^ 

n=0 
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= / [K3r-2)c 0 x — 1 + f] (« + r)(3« + 3r-2)c„x- 1 - f] c „x"l 

, n=l „ = 0 J 

= x r [ r (3 r -2) Co x ~ 1 + [(k + r + l ) ( 3 k + Sr + l ) c M -c*]x*] = 0, 

这意味着 ° 

r (3 r —2) c 0 =0, 

(^ + r + 1) (3^ + 3 r + 1 ) 0^-1 — c k =- 0,々= 0,1，2,…. 

因为如果令6=0,我们将得不到有意义的结果，所以必须有 

rCSr~ 2) = 0 ， 

Cm = (/t + r+l)(3T+3r+l) ，ife = 。山 2 ,…. 

当把满足二次方程 （6) 的两个广值0=2/3和「 2 =0代入 （7) 之后，得到两个不同的递归关系 
_ 2 _ c k 

r, = T ,Cw = m + 5 Hk + D 


» k = 0，1，2，* 


( 6 ) 


由 （8) 得 

广 _ c 0 

( 

T 


— q — Co 
2 ° * ° 2! 5 • 8 


Cz : 


Cl 


11 • 3 3! 5 • 8 • 11 


14 • 4 4! 5 • 8 • 11 • 14 


n \ 5 • 8 • 11 … （3 n + 2 r 


由 （9) 得 

. — fo _ 


7 3! 


4 - 10 4! 1 • 4 • 7 • 10 


n \ 1 • 4 • 7—(3 n -2)* 


这里我们遇到了一个在求关于平凡点的解时没有发生过的情况；两组系数看似不同，但每 
组系数中都含有如果我们忽略这一点，则级数解为 


h ⑴=’ [1 + 自 n!5 . 8 • 11--(3«+"2)^ ] _ 

火 ⑴ =X °[ 1+ ti n\l • 4 • 7--On-2 ) X "]' 


( 10 ) 


( 11 ) 


由比率检验知 （10) 和 （11) 在 工 取有限值时，即 | I | < +⑺时都 收敛. 同时，由这两个解的形 
式可以看出没有哪个解是另一个解的常数倍，所以^ T ) 和於 （0：) 在整个轴上都是线性无关 
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的.由叠加原理知， y = C iyi ( a :) + C 2 y 2 (: c ) 是 （5) 的另一 个解. 在任一不包含原点的区间上， 
如(0, + oo ), 这个线性组合代表了微分方程的通解. ■ 

指标方程 方程 （6) 称为问题的指 标方程 （indicial equation ), 且 n =2/3和 r 2 =0称为奇点 

x = 0 的 指标根 （indicial root) 或招教 （ exponent). — 般地， 在将: y = 2 c « x ^ r 代人给定的微分 

方程并化简后，通过使 x 的最低次幂的总系数等于0可以得到关于 r 的二次指标方程.我们解 
出 r •的两个值并将其代入如 （7) 的递归关系中.定理 6. 2保证了至少能求得一个形如假设的级 
数解. 

在将 y =3 代人微分方程之前就获得指标方程也是可能的 • 如果工= 0是 CO 的规 

n = 0 

则奇点，则根据定义6.2,力 （ x )=: cP (: c ) 和 gU )=: c 2 Q ( x )， 其中 P 和 Q 由标准型 （2) 定义， 
它们都可以在1 = 0处 展开； 即有幂级数 

p { x ) = xP ( x ) = a 0 +< 2iX + a 2 x 2 + …和 ?(- r ) = x t Q { x ') = b 0 +6 iX + 6 2 j : 2 + … （12) 
在一个正的收敛半径内有 意义. 给 (2) 式两端乘以： c 2 , 我们得到形如（ 3 )式的形式 

x 2 / + x [ xP ( x)]y + [ x 2 Q ( x )]^ = 0. (13) 

将3；= ；£； c „： c & 和 （12) 中的两个级数代人（ I 3 )并进行级数乘法运算后，我们求出了一般形式 
的指标方程 

r ( r - l ) + a 0 r + 6 0 = 0, (14) 

其中和心可由 （12) 式 定义. 请参考练习 6.2 中的习题13和 14. 

MB 两个 级数解 

求解 2 xy ，， +( l + x ) y ， +y = 0. 

解 将 J W 代入得 

2 xy ff +( l + x ) y +>=2 l ] (n + rKn + r - Dc ^' + S (n + r ) c „^ 

n=0 n=0 

+ f] (n + r)^ + f] 

n =0 "=0 

= f] (w + r)(2« + 2r—l)w 一 1 + (n + r+l)c„^ 

=^[r(2r-Vc 0 x-^ + Y, (n + rX2n + 2r-Vc„x^ + in + r+Vc^] 


of [ r (2r- Dcj- 1 + [ 0 fe + r +1 ) ⑶ + 2r +1 )〜 + U + r +1 )。 ]?] ， 


这意味着 


r(2r — 1)=0 ， 

{k + r+l)i2k + 2r+l)c^i + {k + r+l)c k = 0, 


(15) 

(16) 
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k = 0, 1, 2,由 （15) 我们可得指标根为 n = l /2 和 r 2 =0. 
对于 r = l /2, 我们给 （16) 式两端同时除以 k + 3/2 得到 


2( 是 + 1) 


而对于 r 2 =0, (16) 式变为 


由 （17) 得 

—一 Co 

Cl = ^TTT 


(17) 


(18) 


2 2 • 2 ! 


. —— Co 

2 • 3 2 3 . 3! 


"2 • 4 2 4 • 4! 


c „ = - 


- l ) n c 0 


2" n ! 


由 （18) 得 

^子 


c 2 =. 


-Cl _ Co 


广- ~ C 2 - ~ C ° 

Cs 5rryTs 

^ = ZSi = _£°_ 


: - l )" c „ 


c " _ l • 3 • 5 - 7-(2«- l > ， 


这样对于指标根 n = l /2 可得解 

3； 1(T) =，[ 1+ 免 

L - 


(—1” 

2 n n \ 


— ... 外§错， 2 ， 

这里我们再次略去了 C 。. 级数在 ： r >() 处 收敛； 因为有工 1/2 ，所以级数不能定义在•^为负的区 
间上.对于 r 2 =0, 第二个解为 

(- 1 )" 


: y 2 (x) = 1 十 XI TT 


, I X I <+ 


_ 


3*5* 7 — (.2 n — 1) 

在区间（0， + o °) 上，通解为 

_只 有一个级数解的情况 

求解: c /' + J = 0. 、 

解 根据 • rPO ) =0， x 2 Q ( x )= j ：, 0和 _r 在 x =0 处的幂级数就是它们自己，所以我们有 
结论如=0且~=0.由 （14) 得到指标方程为 Kr—1) = 0. 读者可以证明由 n=l 和/* 2 =0对应 
的两个递归关系得到的是两组完全相同的系数.也就是说，在这种情况下用弗罗贝尼乌斯方法 
只得到唯一的级数解 


〆 、 (― D" _«+1 — ~ 丄丄 t 2 I 丄 T 3 -I T 4 +…， ■ 

: V !⑴= L n !( n + T ) T X — 2 $ + 12 X 十 144I 十 

三 种情形 为讨论方便，-我们再次假设1=0是 (1) 的规则奇点且奇点的指标根 n 和 n 为实 

数， ri 表示较大的那个根.在应用弗罗贝尼乌斯方法时，我们常常根据指标根^和^的性质区 
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分为三种情形. 

情形 I 如果 n 与『 2 不同但其差值不是一个整数，则方程 （1) 存在两个形如 3- = S c „ x ^ 

n — 0 

的线性无关的解％ (工)和: y 2 (： r ). 例2和例3都属于这种情况. 

在下一种情况中，我们看到当指标根 n —「 2 的差为一正整数时，第二个解将包含一个 
对数. 

情形 II 如果这里 JV 为一正整数，则方程 （1) 存在两个形如 

: yi (工）=^) 士 1 ， c 。 # 0， （19) 

n ~0 

) 2 (x) = qy,(x)lnx+f>„x 叫， 6 。參 0 (20) 

n =0 

的线性无关的解.其中 C 是一个可为0的常数 • 

当 n — r 2 为正整数时，我们不一定能求出两个形如 c „： c 士的 解. 这一点我们无法预 
先知道，但可以在求出指标根并仔细分析定义系数^的递归关系后得出 结论. 有些时候我们可 

oo 00 

以得到两个仅与 J 的幂次有关的解，即 :VI = ^] （（19) 式）和力 = I b n x ^ ( C =0 时 

n =0 n =0 

的 （20) 式）. 请参考练习 6. 2的习题 31. 另一方面，在例4中我们有0—0 = 1，为一整数，利 
用弗罗贝尼乌斯方法就无法得到第二个级 数解. 在这种情况下，方程（20)， C ^ O , 给出了第 
二个解的 形式. 求出含有对数项的第二个解的方法是利用 

一一碟 & ⑽ 

也是 / + P (: c ) 3 /十 QUb = 0的一个解这一事实•其中力 U ) 是已知解（请参考第 4 .2节中的 
(5)). 我们将在例 5 中说明如何使用这一公式 • 

最后一种情况，当指标根相等时，第二个解总是包含一个对数 • 这种情况与柯西-欧拉方 
程的辅助方程具有相同根的情况类似- 

情形 in 如果0=/* 2 ,则方程 （1) 总存在两个形如 

= fcj 叫， C 。 乒0， （22) 

«-0 

) 2 (x) = y\ (x)lnx + ^ b n 工一 2 (23 〉 

n — 1 

的线性无关 的解. （23) 中的解火（1)也可以利用 （21) 求得 • 
ma 利用 CAS 回顾例 4 
求方程: r / + J = 0的通解 • 

解 由例4中给出的已知解 

我们可以利用公式 （21) 构造第二个解: V 2( i ). 那些有足够时间、精力和耐心的人可以通过长除 
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法以及积分等方法手工求解.但在 CAS 的帮助下这一工作会变得相对容易些.我们给出结果: 


(-r) = 3 1 !( 工） 


[力⑴] 2 


= 0 )J 


Ax = yj (x) 


dx 


dx 


卜中 + 士 3 + 士 4 卜] 


平方后 

长除后 

积分后 


或 

在区间（0, 
注 （ 


= yi(a:) I [^ + ^ + h + r2 x+ "'] dx 

y ： ( 工 )=% ( 工 ) Inx + % U) [—士 + J2^ + H - ] • 

■f°°) 上，通解为 (_r)+C 2 ：y2(x). 

) 线性二阶微分方程的不同形式（（1)、 （2) 及 （3)) 被用来进行各种理论上的讨 


论.但在实际应用中，如果真的要利用弗罗贝尼乌斯方法求解微分方程，我们建议利 
用 （1) 所给的微分方程形式. 

(ii ) 当指标根的差 n — r 2 为正整数时 （ n 〉 r 2 )， 有时可以先用较小的指标根6在 
递归关系中进行叠代.请参考练习 6.2 中的习题31和 32. 

(iii ) 因为 r 是二次方程的根，有可能为复数，但是我们不考虑这种情况. 

( jV ) 如果 x = 0 是不规则奇点，我们可能无法求出任何形如 _y = 的解 • 


练习 6.2 

在习题 i 〜 W 中确定给定微分方程的竒点.对每个奇点是否规则进行分类. 

1. x 3 y + ix z y ' + 3 y = 0 2. xix+iY y ~ y=Q 

3. (x 2 - 9)V+ ( 工 + 3) ； y’ + 2;y=0 4. + ^~[)T> , = 0 

5. ( j 3 + 4j)/ — 2x31' + 6y = 0 6. x 2 Cx—5) 2 / + 4j：y + (x 2 - 25)y = 0 

7. ( x z + x -6)/+( x +3)/+( a —2)3>=0 8. x(x z + iy y "-Vy = 0 

9. x 3 ( jc 2 -25)( x —2) 2 / + 3 x(x —2)/+ 7( x +5) y =0 10. U 3 —2 x 2 +3： c ) 2 / + i ( x —3 )V —U + l )： y =0 

在习题 1] 和 12 中将给定的微分方程在每个规则奇点处写成 （3) 的形式.定义函数和9(工). 

11‘ U z — l )/ + 5 (x + l)y + U 2 — x)：y = 0 12. x/+(i + 3)/ + 7 j ： 2 y =0 

在习题 13 和 14 中 ， x = 0 是给定微分方程的规则奇点.利用 （14) 中给出的指标方程的一般形式求出奇点 
的指 标根. 在不求解方程的情况下，讨论用弗罗贝尼乌斯方法可以得到级数解的个数 • 


13. x 2 /+ (y^+x 2 V- +5=0 


14. x/+y + 10y=0 


在习题15〜24中，： r = 0 是给定微分方程的规则 奇点. 证明奇点的指标根的差值不是整数.利用弗罗贝尼 
乌斯方法求出方程关于工= 0的两个线性无关的级 数解. 给出方程在区间（0, +0°) 上的 通解. 


15. 2 xy " — y -\~ 2 y ~0 
17. 4 jt ： v " 十 jy+：v==0 


16. 2 xy -f 53；^ + xy — 0 

18. 2: 2 / —xy + U 2 + l)：y=0 
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19. " ixy v ~\r {Z — x ) y~y = 0 
21 . 2 xy ~ (3 + 2o ：) 3 ) / + 3) ： =C 
23. 9 x 2 y ^- 9 x 2 y fJ r 2 y -0 


20 ,. 


-(工 - 吾)尸〔 


22. x 2 / + xy +( x 2 - i -)^ = 
24. 2 x z y "-\~ 3 jcy ' + (2_ c — 1)3> = 


JCl 在习题 25 〜 30 中， ： r =0 是给定微分方程的规则奇点.证明奇点的指标根的差值为 整数. 利用弗罗贝尼乌斯 
方法至少求出一个关于 x =0 的级 数解. 利用 CAS 和 （21) 求出第二个解.给出方程在区间（0， + oo ) 上的通解. 

25_ x/+2y-^=0 26. ?/+:/+(? — + ) 尸 0 


27. xy "- xy ' + y = 0 2 8. / + ^ ， -2 3 - = 0 

29. x/+(l — x )/ —y = 0 30. x /4 -y +y = 0 

在习题 31 和 32 中，： r =0 是给定微分方程的规则奇点.证明奇点的指标根的差值为整数.对较大的根 n 
应用由弗罗贝尼乌斯方法找到的递归关系.可以求出几个解？然后对较小的根 n 应用递归关系.这次可以求 
出几个解？ 

31. x /+( x -6> y -3 j / = 0 32. xCi - l )/+3/-2>>=0 

33. ( a ) x =0 是微分方程 ： c 4 /+ Aj =0 的不规则奇点.证明通过代换 t = 1/^:可得到微分方程 

發十+1十_ 0 ’ 


其中《 = 0是规则奇点 • 

( b ) 利用这一节中的方法求出 （ a ) 中第二个方程关于奇点 （ = 0的两个级数解 • 

( c ) 用初等函数表示出原方程的每个级数解. 

34. 在 5. 2节的例3中，我们看到当一个恒定垂直压力，或载荷 P 施加于细长匀质柱体的横截面时，偏斜 
量 〆 : c ) 满足边界值问题 

0 + p-y = 0,>i(0) = 0,yCL) = 0. (24) 

只有当压力达到临界载荷 P - 时，柱体才会发生弯曲或偏移_ 一 

( a ) 现假设长度为 L 且其横截面为圆的柱体，但其为图 6 . 2( a ) 所示的锥形.如果柱体，即一个被截短 
的 圆锥， 有一条如图 6. 2( b ) 给出的剖面图所示的母线5 = ^，横截面关于垂直于 zy 平面的轴的转 
动惯量为1 = ’这里 r = y 且 : y = «• 这样我们有 Hx ) = I 。（: c /6) 4 ， 其中 I 。= 1(6) = 

± n { cbr . 将 KW 代人微分方程（2 4 )，我们看到在这种情况下偏移可由边界值问题 
4 

^ ^ + A 3> = O . yCa ) = 0, y ( b ) = 0, 

描述，这里 AsPfcVEIo . 利用习题 33 的结果求出该锥形柱体的临界载荷利用适当的恒等式 
将弯曲方式 ； y „ U ) 表成一个单个函数的形式. 

^ ( b ) 当6=11且 a = l 时利用绘图工具绘出相应于欧拉载荷匕的弯曲方式 

讨论題 

35. 讨论如何定义线性三阶微分方程 ， 

a 3 ix)y K + a 2 ix)y + (>)>/+ (x)y = 0. 


的规则奇点. 

36. 微分方程 jr 3 /+：>; = 0 和 ； c z /+( 3 x — l)y + ：y = 0 都有不规则奇点 i =0 - 讨论用弗罗贝尼乌斯方法能 
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否得到每个微分方程关于1=0的一个级数解.讨论并解释所得的结论. 



a) b) 

图 6.2 


37. 我们巳经看到 ； r=0 是柯西-欧拉方程 ax 2 ; y 〃 + & r ; y ’ + x;y = 0 的规则奇点. 柯西- 欧拉方程的指标方程 
(14) 与其辅助方程有关系吗？请讨论之. 

6.3 两个特殊的方程 

下面两个微分方程 

x 2 y ，， + xy ， + U 2 -^)y = 0 (1) 

和 

{1 —x 2 )y f — 2xy r + nin-^-l')y = 0 ( 2 ) 

经常出现在应用数学、物理及工程方面的前沿研究中.它们分别被称 为贝塞尔方程 （Bessel ’ s 
equation ) 和勒让 德方程 (Legendre’s equation). 在求解⑴时我们假设命 0, 而在⑵中我们只 
考虑《为非负整数的情况.因为要求每个方程关于工 = 0的级数解，所以我们观察到原点是贝 
塞尔方程的规则奇点，而是勒让德方程的不规则奇点 • 

贝塞尔方程的解 因为工= 0是贝塞尔方程的规则奇点，所以可知它至少存在一个形如 

的解.将上式代入 (1) 得 

""i/ + xy + (x 2 -^)y ' 的 : ^ 

= 2 c„(» + D(n + r- l)x^ + + 2 § C ’ 

=«: 。（ 〆 一 r+r-V)x r +x r _ c B [(n + r)(n + r-l) + (n + r) -y3j ： "+x r g c^ 2 
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= c 0 (r 2 -v 2 )x r +x r ^ c„[(n + r ) 2 - t ; 2 >"+ x r f ] c / 2 . (3) 

由 （3) 我们可得指标方程为 r 2 —1/=0, 所以指标根为和 r 2 = — t ；. 当 r ,== r 时， （3) 变为 

x v ^ c„n (n + 2v)3z n + x v ^ 

n =1 n =0 

= x y [(l + 2 。)。工十 ^ c n n (” + 2,v)x n + ^ 2 ] 


= ^[(l + 2i) Cl z+ [(々 + 2)( 是十 2+2Wr M + q] ： z^ 2 ] = ()• 

* = 0 

然后我们得 （l + 2^) Cl =0， 以及 

a + 2)ik + 2 + 2v-)c w +c k = 0 
或 

一 (k + 2Uk + 2 + 2V)^ k = O ， 1 ， 2 , …- ⑷ 

在 (4) 中如果选择 q =0，则 c 3 = c 5 = c 7 〜•• = ()，所以我们再令 h + 2 = 2 n ， n = l ， 2，3，…后， 


对于 & = 0 ， 2 ， 4, 


因此 


有 


2 2 n(n + v)' 


(5) 


(l + v) 


2 2 • 2 • (2 ^ x 0 = 2 4 • 1 • 2 a + v )(2 + v ) 
c 4 


2 2 - 3(3 + v) — 2 6 • 1 • 3(1 + v)(2 + v)(3 + v) 

C-irco 


. ,2 ， 3，…‘ 


( 6 ) 


C2n = 2〜！（1 + w)(2 + w) …（” + 幻 ) 

而标准的方法是选择 c 。 为一个特殊值，即 

= 1 

Co — 2 T (1 + v ) ’ 

其中厂 (1+ t 0 为伽马 函数. 请参考附录 A . 因为这个函数有很好的性质 r ( i + a )= a r ( a )， 我们 

可以将 （6) 式分母中的乘积化简成一项.例如， 

jxi + w + i ) = (1 + v)r( 1 + w ) 

r(1 + v + 2) = (2 + i ；) r (2 + u ) = (2 + ^)( H -^) r(i + - y ). 

这样我们可以将 （6) 写成 

一 （一 1)" (一 1)" 

Cz " = 2^ n ! (1 + t；)(2 + t;)- (n + v)m + v) 2 2 〜厂 (1 + ” + «) ， 
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w=0, 1, 2, •••• 

第一类贝塞尔函数利用刚才得到的系数 = （1) 的级数解为： y= 这 

«-0 

个解常用人 (：c) 来 表示： 


^)=g n - TT ^^(fr ( 7 

如果 W>0， 则级数至少在区间[0， +00) 上收敛.另外，对于第二个指标/" 2 = _1；，类似地有 


JSx ) = 




(-1)" /XV 
n !T(1 — v + n ) \ 2 ) 


( 8 ) 


函数 九 (x ) 和分别称为关于 w 和 一W 的第一类贝塞尔函数 （Bessel function of the first 
kind). (8) 式依赖于 t； 的值，它可能包含 x 的负数次幂且在 (0， +°°)上收敛 . e 

现在我们必须提出在写 （1) 的通解时要注意一些问题.当《=0时，很明显 （7) 和 （8) 是相同 
的. 如果 w >0 且 n—r 2 = t；—(_v) = 2t; 不是正整数，则根据 6. 2节中的情形I，有人 （x) 和 
J-„(x) 是⑴在 (0, +oo ) 上线性无关解，且这个区间上的通解为九另 
外我们由 6. 2节的情形 II 可知，如果 = 是正整数， （1) 的第二个级数解可能存在•我 
们把第二种情况再分成两种可能.当 n=m = 正整数时，由 （8) 定义的与„(工)不是线 
性无关解.可以证明 J-„ 是的常数倍（请参考贝塞尔函数的性质 （ 丨 ））. 此外，当”是某奇 
正整数的一■半时， r i _为正 整数. 可以证明在后一■种情况下•7»(*1)和>/-11(' ：1 ')是线性无关 


的.也就是说， （1) 在(0, +°o) 上的通解为 

) = cjja：)+c 2 J-„(x)，T； 关整数. （9) 

：>^乃（工)和7=乃（工）的图像在图 6.3 中给出. 

_ 通解： w 不是整数的情况 

通过确定V = ^■及我们可由 （9) 式得到方程 
+ w — 在 （0 ， +oo) 上的通解为; y = 

ci Ji/ 2 (x)+c 2 J-i/2(^)- ■ 

第二类贝塞尔函数如果整数，则由线性组合 



图 6.3 第一类贝塞尔函数 
(u = 0 ， 1 ， 2 ， 3 ， 4 〉 


Y V U) 


cosvnJ v (< x ) — J - P ( x ) 


( 10 ) 


定义的函数和函数九(工)为 （D 的线性无关解.所以 （1) 的通解的另一种形式为 y = c ih (x ) + 
C2 y c(x ) , 这里 整数. 随着# m，m 为一整数， （10) 为不定型 0/0. 由洛必达法则可以证 

明 1^Y„U) 存在.进一步，函数 

Y m (x) = limY w (a:) 

和 /„0 c) 是 x 2 /+： C y + (x 2 — m z )> l =0 的线性无 解.所以对于”的任何值， （1) 在(0, +°°) 
上的通解都可以写成 


© 当我们用 Izl 代替工时，由 （ 7) 和 （ 8) 给出的级数在 0< 丨 il <+~上 收敛. 
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y — ciJ + c 2 Y„(x). (11) 

Y„(x) 称 为关于 i 的 第二类贝塞尔函数 （Bessel function of 
the second kind). 囪 6. 4 给出了 和 YJo:) 的图像. 

WBk 通解： 《 为整数 

通过确定 V =9及 t =3, 我们可由 （11) 式得到方程 
: + 在(0，+ ⑺)上的通解为 y = cj 3 (： c ) 

十 C 2 Y 3 (：!：). ■ 

有时候我们可以通过变量代换将一个给定的微分方程 
转换成方程 （1). 然后利用贝塞尔函数表示出原方程的通 



图 6.4 第二类贝塞尔函数 
( n =0， 1，2，3， 4) 


解.例3说明了如何使用这一技巧. 


MB 回顾硬化弹簧 

回顾 5. 1节，我们看到一个物体在硬化弹簧上做自由无阻尼运动的数学模型可由 mx + 
ke- l x=0, a>0 给出.现在我们要求这个方程的 通解. 通过变量代换 s = |75" e " a，/2 将硬化 


弹簧的微分方程转化为 


s2 ^ + S f + 5 ^ = ° - 

后面这个方程可以看作是^=0时的 G ) 式，且其中的■^和 5 分别代替了: V 和1新方程的通解 
为： nAW + QLG ). 如果我们回代 h 则可得 mV + k — 〜= 0的通解为 

(H ,/2 卜 Y 。 (H ,/2 ). 

请参考练习 6. 3 中的习题 25 和 35. ■ 

在 5.1 节里讨论的另一个模型中，弹簧特性随时间变化的方程为： mx+ktx = 0 . 在方程 
两边同时除以讲，我们看到该方程是一个气体方程， / + « 2 xy = 0. 请参考第 6. 1节中的例 2. 
气体方程的通解也可由贝塞尔函数 表示. 请参考练习 6 . 3中的习题2 6 、2?和 36 . 

参数贝塞尔方程用 Ax 替换 （1) 中的并利用链式法则，我们得到贝塞尔方程的另一种形 
式， 即参数贝塞尔方程 （ parametric Bessel equation ) : 

x 2 y" + xy' + (A 2 ^ 2 — v 2 )y = 0. (12) 

(12) 的通解为 

y = Cl J „(^ c ) + c 2 Y .( Ax ). (13) 

性质下面我们列出 m(m = 0， 1，2，…）阶贝塞尔函数一些有用的性质： 

i )J — „(: c ) = ( —1) K :) 

ii ) J m (- x ) = (- l ) m ； m ( j ：) 


(0, m>0 

iii) J m (o) = l A 

\ l ， rn = 0 

iv) lim y m (j：) = — 
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注意性质 （ ii ) 指出，如果 m 为偶数则 J m (; r ) 为偶函数，如果 m 为奇数则为奇函数. 

图 6.4 中和 Kx ) 的图像描述了性质 （ iV ): 在原点是无界的.这一性质在 （10) 中 

并不明显.不过可以通过 （10) 或 6. 2节中的 

y ° (j：)= i j ° u ) [ r + in fhii ? 十 i + …十 i)(t r 

在 2>0 时的情况进行证明， 7 = 0 . 577 215 66…是欧拉常数 （ Euler’s constant ). 由于对数项的 
存在， YJx ) 在: c = 0 处不连续. 

数值 在部分 I 处的 LU )、 LCr )、 Y a (: c ) 及 KOc ) 的一些函数值在表 6.1 中给出. Jo ( x ), 
JjCx ), 及 KU ) 的前 5 个非负零点在表 6.2 中给出. 

表 6.1 J «、 J ,、 1及1 的数值 

X 

Jo < x ) 


L (工） 

Y 0 ( x ) 

Yi ( x ) 

0 

1.000 0 


0. 000 0 

— 

一 

1 

0. 765 2 


0. 440 1 

0. 088 3 

一 0. 781 2 

2 

0. 223 9 


0. 576 7 

0. 510 4 

— 0. 107 0 

3 

— 0. 260 1 


0. 339 1 

0.376 9 

0. 324 7 

4 

-0. 397 1 


-0. 066 0 

-0. 016 9 

0. 397 9 

5 

— 0. 177 6 


— 0. 327 6 

一 0. 308 5 

0. 147 9 

6 

0. 150 6 


-0. 276 7 

一 0. 288 2 

-0. 175 0 

7 

0. 300 1 


— 0. 004 7 

-0. 025 9 

-0. 302 7 

8 

0. 171 7 


0, 234 6 

0. 223 5 

-0. 158 1 

9 

— 0. 090 3 


0. 245 3 

0. 249 9 

0. 104 3 

10 

-0. 245 9 


0. 043 5 

0. 055 7 

0. 249 0 

11 

-0. 171 2 


一 0. 176 8 

-0. 168 8 

0. 163 7 

12 

0. 047 7 


-0. 223 4 

— 0. 225 2 

— 0.057 1 

13 

0. 206 9 


-0. 070 3 

-0 ‘ 078 2 

-0. 210 1 

14 

0. 171 1 


0. 133 4 

0. 127 2 

— 0. 166 6 

15 

— 0. 014 2 


0. 205 1 

0. 205 5 

0. 021 1 



表 6. 2 

J „, J ,. 7»及1的零点 


Jo ( x ) 


J .( x ) 

Vo (^) 


y ,(. r ) 

2. 404 8 


0. 000 0 

0.893 6 


2. 197 1 

5. 520 1 


3. 831 7 

3. 957 7 


5.429 7 

8. 653 7 


7. 015 6 

7. 086 1 


8. 59 fi 0 

11. 791 5 

10. 173 5 

10. 222 


11. 749 2 

14. 930 9 

13. 323 7 

13. 361 1 


14. 897 4 


微分递归关系不同阶的贝塞尔函数的递归公式在理论和实践中都是重 要的. 在下一个例 
子中我们将推导 微分递归关系 (differential recurrence relation ). 
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_利用级数定义推导 

推导公式 xj ^(. x ) = vj v ijr )~ j : J „ + , ( x ). 
解 根据 （7) 我们有 


A ⑴ (音) 


= ▽ (-D" (x\ Mv (― ir« / x \ 2 ^ 

~ v ^i «!r(i + t< + «)l 2 ) 十 ^ «!r(i + ^ + n)l 2 ) 

00 ( _ -1 n n f t \ ^ n ~^" v _1 

= " J - U) + X § ( n ~ i )! r(i + , + »)( T ) 

k=^n-\ 

■A f — i y / X \ 2t+H_l 

= vJ.U )-xg kin ( 2 + v + ^(j) = uMH U). 

例 4 中的结果可写成另一种 形式. 用 x 去除 x / Ux )— t ; 人(:^ = 一^人 4 ,(^)两端，得 


■ 


J’ v (x) — —/„(x) =— J^l (x). 

X 

这个表达式可以看成是关于九( I )的线性一阶微分方程.在方程两边同乘积分因子工1得 

^[ x^J =— tr+ i ( x ). (14) 

类似地，可以证明 

请参考练习 6. 3 中的习题 19. ( U ) 和 （15) 中的微分递归关系对于第二类贝塞尔函数也是 
适 用的. 观察到当 w =0 时由 （14) 可得 

7；( x ) =— L ( x ) 和 AU ) =- Y ,(^). (16) 

这些结果的应用在练习 6. 3中的习题35给出. 

球面贝塞尔函数 当 ”是某 奇数的一半时，即，±1/2，±3/2，±5/2 ，…， 第一类贝塞 
尔函数可由初等函数 sin : r、cos o : 及 x 的幂来表厅 C . 这类贝塞尔函数称为球面贝塞尔函数 


(Spherical Bessel function ). 


EB 3 w =1/2时的球面贝塞尔函数 

求 JAU ) 的另一种表达式 • 

解 当 t ，=1/2 时，我们由 （7) 得 


Ji ./ 2 ( x ) 




(一 ir 


° n ! r(i + y + «) 


(f ) 2 


现由前面提到的性质 r ( i +«)= a r ( a ) 和 ru /2)= V ^， 可得 

« = o : r(i + |)=| r (|)=|^ 

_ 1：r(l + |).| r ( |).^. p ^ 
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w = 3：r ( 1 + l) = y r (y)=W v， " = 2 ^ 


2 3 . 
7 - 6 


Vk = 


. v ^"， 


\fn : 


2^31 


• n / tt . 


•般地， 


r ( ] 


所以 


i 1 / 2 (-r) = 


(—ir 


(晉 厂= 


0 (2 n + l )! v ^ 

n - 2 2 卄 1 »!~ 

因为最后这个级数是 sin ： r 的麦克劳林级数，所以有 

J 1 / 2 (x) = A J^sma:. 


2_ V ( ~ ir 

ix (2« + i)r _ 


求解勒让德方程 因为 : T = 0 是方程的平凡点，我们将幂级数代人，转换和 

0 

式标记并合并级数后得 

(1 — x 2 ) y " — 2 xy ' + n ( n + l)y = [ n(w + l ) c 0 + 2 c 2 ] + [(n — 1)(« + 2) c ! + 6 c 3 ] o : 


这意味着 


或 


4- D \_ij + 2)0' + l ) c J+2 + (« — y)(K + i + Dcy ]^ 7 == 0, 


n(n + l ) c 0 + 2 c 2 = 0 
( n - l)(n + 2 ) Cl +6 c 3 = 0 
()+ 2) (j— + 1) c j+ z + (« — ;)(w + ;'+ Dfj = 0 


«(n + l ) 

^ 2] ~ C 。 
(«- l )(« + 2) 
- 1! - ( 


Cj+2 =一 


( n-?)(«+j + l ) 
Ci + 2 )(i + l ) 


c, ，j = 2,3,4, …. 


如果我们分别令 J = 2，3, 4 ，…， 则由递归关系 （17) 得 

in — 2) (n + 3) (n—2)n(n+l)(n + 3) 

^ - 473 ~~ C2 = - 51 C ° 


(17) 


(n — 3 )(n + 4) (n — 3 )(w — 1)(" +2)0 + 4)， 

- sT 4 C3 = 5! 61 

(n — 4)(n + 5) (« — 4) (n — 2)n(n + D (n + 3) (n + 5) 

c ' 6= - 6^5~~ C4= — 6! ° 

( n -5 )(w + 6)^ 

7 . C C 5 


C 7 =— 
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__ (n — 5)(n — 3)(n—l)(n + 2)(n + 4)(n + 6) 
等等.这样我们至少在 I I <1上得到两个线性无关的幂级 数解： 


3 ^i ( I ) = c 0 1 — 


n(w + l) 


(n — 2)w(n + l)(« + 3) 4 
4! 工 


(n-4)(n-2)n(n+ D(yz + 3)(n + 5) 


x 6 +. 


(18) 


^ (:) _ c r _ (n — l)(n + 2)^ 3 _j_ {n — 3) (n — l)(n + 2)(n + 4)^ 5 
[_ 3! 5! 

( n -5)( n -3)( n - l)(/z + 2 )(n + 4)( n +6) 7 , 1 

- 7] - " 十…」 • 

注意如果《为偶数，则第一个级数有限，而; y 2 (^)为无穷级数.例如，如果 n = 4, 则 

yi (x) = coj^l — ^T-i 2 + 2 * 4 4 *, 5 * 7 工 4 ] = c 。 [ 丄 - 10 工 2 + y-^ 4 ]- 

类似地，当 n 为奇数时，级数 M ( x ) 终止于 X ";即当 《为非负整数时，我们得到勒让德方程的 
一个71次多项式解. 

因为常数乘以勒让德方程的解仍是方程的解，所以我们仍要根据”是奇或偶的正整数选择 
c 。或 Cl 的具 体值. 对于 n = 0 我们选择 g = 1， 对于《 = 2, 4, 6,…，.有 


=(- 1 )" 


1 • 3… （n — 1) 


而对于 ”=1 我们选择 q =1 ，对于 w = 3 ， 5 ， 7 ， •• •，有 


(— 1 )( 


3… n 


4… 1). 


例如，当 n = 4 时我们有 

y.U) = c-l) 4/2 ^-|[l- 10 x 2 +fx 4 ]= ^-(35^-30^+3). 

勒让徳多项式 以上”次多项式解称为勒让德多项式 （Legendre polynomial ) ,且用 P „ U ) 来 
表示. 由和的级数和前面对^。与^的选择，我们可求出前几个勒让德多项式为 
P 0 U) = 1 PAx) = x 

P 2 (x) = y(3x 2 -1) P 3 (x) = yC5x 3 - 3x) (19) 

P 4 (x) = +(35x 4 — 30x 2 + 3) P 5 (x) = y(63x 5 — 70x 3 + 15x). 

记住， PoU ), Pi ( x ), P 2 ( x ), Pi(x ), …依次是微分方程 
n= 0 ： (1 — x z ) y — 2 ： o / = 0 

n= 1 : (1 — x 2 )y f — 2xy r -\-2y = 0 ( 2 。) 

n = 2:(1 — x l 、y — 2xy' + 6^ = 0 
n — 3:(1 — x 2 )y f — 2xy f + \2y = 0 
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的特解. 

(19) 中的六个勒让德多项式在区间一 1<： c <1 上的图像由图 6. 5给出. 

性质 读者可以用 （19) 中的勒让德多项式证明以下 
性质. 

(i )P„(-x) = (― l) n P„U) 

(n ) P „( i ) = l ( iii ) P „(- i ) = (- D " 

( iV ) P „(0) - 0 ，rz 是奇数 （ V ) P '„(0) = 0 ，n 是偶数 
性质 （ I ) 指出，的奇偶性取决于 《 是奇数还是偶数， 

如图 6. 5所示. 

递归关系 在一些实际应用中，微分方程不同次数的勒 
让德多项式的递归关系是重要的.我们不加证明地给出三项 
递归关系 

(/fe + DiV〆 ！） 一 (2 /fe + l)o:P*(j：) +^ P t - i ( x ) = 0, (21) 

其适用于々 = 1，2，3,…的 情况. 在 （19) 中我们列出了前六个勒让德多 项式. 如果我们想求 
出巧（工），那么可以利用々= 5时的 （21) 式 求之. 这个关系可以用已知的和巧（工）表示 
出 P s ( x ). 请参考练习 6.3 中的习题 30. 

另一个公式虽然不是递归关系，但可以通过微分生成勒让德多 项式. 这些多项式的 罗得里 
格斯公式 （ Rodrigues’ formula) 为 

P " U) = 2^1^' 

请参考练习 6. 3中的习题 40. 

练习 6.3 

在习题1〜8中求出给定微分方程在 （ 0 ， +°°)上的 通解 . 



-(X 2 — l)”，w = 0,1,2,- 


( 22 ) 


1. x z /+ x /+( x 2 -- i -)^ = 0 
3. 4x 2 / + 4xy + (4x 2 -25)y = 0 
5. xy ， J ry ，J rxy = 0 


7. x 2 /+x/ + (9x 2 -4)y=0 

9. 利用变量变换: y = 1/2 vU ) 求微分方程 

x z y + 2xy ^ ^ X z jc z y — 0 , 

的通解. 

10. 证明: y = x n J „ Cz ) 是微分方程 

xy'-h (1 — 2n)y ^xy = 0 

的一个特解. 

11. 证明：是微分方程 


2 . W+u' + Cx 2 — 1 ) 尸 0 

4. 16x 2 /+16xy + (16x 2 -l)^ = 
6 . 

8. : r 2 / + :c：/+(36:c 2 —+ )：y =。 
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的一个特解. 

12. 证明 y = v^J,( ； U:), ； l>0 是微分方程 

工 V + ( A 2 X 2 — V + 士 ):V = 0, X > 0. 


的一个特解. 

在习题13〜18中利用习题10、11和12的结果求出给定微分方程在（0， + oo ) 上的一个特解. 

13. y-Vy = ^ 14. xy — y 

15. xy-\-3y^xy^0 16. 4工 2 /+ (16? + l )： y = 0 

17. 文 2 /+(工 2 —2)广0 18. x /— 5/ + 巧 = 0 

19. U ) 利用例 4 的推导过程，证明： r /' v U ) = — zJ w U )+： r 九— iU ). [提 示： 利用 2 n + tv =2( n + t ;> — 队 ] 
( fc > 利用 U ) 中的结论推导 （15). 

20. 利用习题 19( a ) 中得到的公式推导递归关系 ZvJ v U > > = xJ v ^{x) J tx] v - x U'). 

在习题21和22中利用 （14) 或 （15) 推出给定的 结果. 

21. J rj 0 (r) dr = xj i ( x ) 

22. Jo (j ：) = J -i (j ：) = — J i ix) 

23. 利用例 5 的推导过程，用 cos 和 j ; 的幕表示出 J - i / 2 ( x ). 

24. ( a ) 利用习题23、习题 20 中的递归关系，及例5中的结果，用 sin x、cos •和: r 的幂表示出 /vz (工）、 

/-3/2(工>和 /5/2<1). 

( b ) 利用绘图工具绘出 J 1/2 (: r )、 J - 1/2 ( x ), J 3 / 2 ( x ), /- 3/2 (: r ) 和 J 5 / 2 ( x ) 的图像. 

25. 利用变量代换 S = 将硬化弹簧的微分方程 mx 〃+ k 〜 ■ ri ， a >0, 变为 

/ 尝十4 + 。‘ 

26. 当 w 为贝塞尔方程 f 2 «/ + I «/ + ( t 2 — I / 9 )功=0, £>0的解时，证明； y = x 1/ z i «( i ~ M ： 3/2 ) 是气体微分方 

程 /+« z : r ： y =0, 1 > 0 的解. f 提示： 在进行微分、代换和化简后， 4 t = f < W 3/2 .] 

27. 利用习题26的结果，用贝塞尔函数表示出气体方程在^>0时的 通解. 

28. 可以证明通过变量代换，微分方程 x /+ A 3« = 0 在区间（0， + oo ) 上的通解为 

~ cj ^/xj 1 ( 2 -JAx ) + c 2 -v^Vi C 2 Xx ). 

在 A 二 1 的情况下，通过直接代人证明 = V ^ iC 2 v ^) 是方程的-个特解- 

29. ( a ) 利用勒让德方程的显式解 : Vi ( x ) 与; y 2 U ) 以及对 c •。和<^的适当选择求出勒让德多项式 PJW 和 PAx). 
( b ) 写出以 P 6 ( i ) 和 P 7 (: r ) 为特解的微分方程 • 

30. 利用递归关系 （21) 及巧（：!：）= 1和 A (: r ) = x 生成后面的六个勒让德多项式. 

31. 证明微分方程 

sin 0 十 cos 0 ^ + n(n + l )( sin 5)>> = 0 

可以通过代换转换为勒让德方程. 

讨论题 

32. 在该题中我们忽略图 6. 3 给出的 图像. 利用代换 ; y =»/&说明贝塞尔方程 （ D 有另一种形式 
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S 十卜 卜。. 

这与习题12中的微分方程的形式 一致. 对于确定的 T ； 值，讨论如何通过这个方程辨别 (1) 的解在•^十 oo 
时的性质. 

33. 讨论如何利用 — ^ (: c ) (习题 22) 和微积分学中的罗尔定理说明 AU ) 和 LU ) 的零点是交替 
出现的，即在九（ I )任两个连续的零点之间存在的一个 零点. 请参考图 6. 3和表 6.2. 

34. 当 t ;= n , n 为非负整数时，第一类贝塞尔函数人 （ x ) 可由定 积分人 U ) = + J "。 cos ( jrsim — n () dr 表示. 
当”为 非负整数时，如何从这个积分得出对所有的工有 I 九（ I )丨<1?请讨论之- 

计算机实验作业 

35. ( a ) 利用例3中给出的通解求解初值问题 

A^+^^'x = 0, x (0) = WCO ) =- y . 

并利用 Jo ， (- r ) = - Ji ( x)fP y 0 ， (a-) = - y ,( x ), 根据表 6.1 或 CAS 确定其系数- 
( b ) 利用 CAS 在区间 0< t <200 上绘出 （ a ) 中得到的解的图像. 

36. ( a ) 利用习题27中得到的通解求解初值问题 

4x , + £r = 0 ，工 (0. 1) = l ， i’(0. 1)=— 

利用 CAS 确定其系数. 

( b ) 利用 CAS 在区间0</<200上绘出 （ a ) 中得到的解的图像. 

37. 一 根匀质细柱，垂直于地面并有一端嵌人地面.如果其长度远远超过一确定的临界值’那么它将在自 
重的影响下发生偏移或弯曲.证明在点 P ( x ) 处相对于垂直方向的偏移角 I ?(: r ) 是边界值问题 

耵 +也 <L 一 0，_ = 0,^(L) = 0, 

的解，其中 E 是杨氏模量，/是横截面的转动惯量， S 是线密度常数’工 
是柱体上的点距地面的距离，如图 6 _ 6 .只有在边界值问题有非平凡解时 
柱体才会弯曲. 

( a ) 首先进行变量代换一&并叙述得到的边界值 问题， 然后利用习 
题27的结果，用贝塞尔函数表示出微分方程的通解- 

( b ) 如果一根实心铁棒半径 0- 05in , Sg = 0 . 28 Alb / in , E = 2. 6 X 10 7 

lb / in 2 , A = xr 2 , 且利用 CAS 求出临界长度 L . 

38. 在 5. 2 节的例 3 中我们看到，当一个垂直的常压力或载荷 P 施加于一匀 
质细柱的横截面时，偏移量： V ( W 满足边界值问题 

EI~^ + Py = 0,>-(0) = 0,3-CL) = 0. 

( a ) 如果弯曲的倔强因子与 I 成正比，那么这里6为正比例常数.如果 EI ( L)=*L = 
M 是倔强因子的最大值，那么 * = 且 f ： n ： r 〉= Mr / L . 利用习题 2 8中的信息求出 
Mj- + = 0,^(0) = 0,y(L) = 0 

的解. 假设已知 V ^) 在 i = 0 时不为 0. 
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( b ) 利用表 6. 2求出柱体的欧拉载荷 

( c ) 利用 CAS 绘出相应于欧拉载荷^的第一弯曲方式 y , Or ) 的图像.为简单起见假设 Cl =1且 1 = 1. 

39. 利用表 6.2 或 CAS 求出九（工)两个连续零点之间的差值.对 Kx ) 做同样的工作.利用表格或 CAS , 

对 A 重复同样的过程.试用公式阐述所得推断.讨论这个数据和习题32有何联系. 

40. 在本题中我们忽略了 （19) 式给出的勒让德多项式列表及图 6. 5给出的图像. 

U ) 利用罗得里格斯公式 （22) 生成勒让德多项式 PJx ), P 2 ( x ), P 7 U). 利用 CAS 进行微分和 

化简. 

( b ) 利用 CAS 绘出 PJ ：!：), P 2 U ) ，…， P 7 ( a :) 在区间[一 1， 1] 上的图像. 

( c ) 利用 CAS 中的求根过程找出 RU ), P 2 ( x ), P 7 U ) 的 零点. 如果勒让德多项式是 CAS 中的 

内置函数，那么求出更高次勒让德多项式的 零点. 推测如何求得任意勒让德多项式 P / d 的零点， 
并检验这个推测是否正确. 

第6章复习题 


1. 假设已知幂级数 g c*(x-4)* 在工=—2处收敛，在 i=13 处发散.讨论级数在 x=-7, 0, 7，10， 

11处是否 收敛. 可能的答案有收敛、不收敛和不一定. 

2. 利用 sin 和 cos z 的麦克劳林级数以及长除法求出函数 /(z) = sin 工 / COSJ: 的幂级数展开式的前三个非 
零项. 

在习题3和4中不解方程，给出以0为中心的幂级数解收敛半径尺的最小值 • 

3. (工 2 — 2x 10)y v 十 ;y = 0 

4. (1 — sinx);y〃 + xy = 0 

在习题 5 和 6 中构造具有给定性质的线性二阶微分方程 • 

5. ^=1 为规则奇点且 i=0 为不规则奇点. 

6. x=l 和 x--3 为规则奇点. 

在习题 7-12 中利用适当的关于 x=0 的无穷级数方法求出给定微分方程的两个解- 

7. 2xy+y+y = 0 8 - / — 巧 ’一: y = 0 

9. U-l)/+3y = 0 10. / —x 2 / + 工 : y=0 

11. xy '-{ x + 2 ) y + 2 y =0 12. (cosx)/ + j» = 0 

在习题 13 和 14 中求解给定的初值问题. 

13. y + xy ' + 2 y ^ Q . y(0) = 3, : /(0) = — 2 14. (x+2)/ + 3;y= 0，： y(0) = 0， ；/⑻=1 

在习题15和16中检验1 = 0是给定微分方程的平凡点、奇点，还是不规则奇点.[提 示： 回顾 cos 1和 e 1 
的麦克劳林级数 .] ^ 

15. x/+(l-cosx>y + x 2 ^=0 16_ (# —1 — 工)/+工3> = 0 

17. 注意到 _r = 0 是微分方程 /+x 2 y + 2:c：y=5 —2 j :+10P 的平凡点_利用假设 >■ = 求出由三个 

以工= 0 为中心的幂级数组成的通解; y=;y r +：yv. _ 

18. 一 阶微分方程办 /dz==_r 2 +/ 不能利用初等函数求解.不过其解可由贝塞尔函数表示. 

(a) 证明通过代换 y= -七 g 可以将方程变为 u"+x 2 “ = 0. 

(^当加是贝塞尔方程 •r 2 uT + :ra； + U 2 _l/16) W =0 的解时，证明 «=^ I/2 ^(-y 工 2 )是 u+^u = 0 
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的解. 

(C) 利用 S. 3节中的 （14) 和 （15) 的如下形式 

⑴和 3\(工、=— ^■八⑴ + ⑴ 

证明 d：y/d:r=:r 2 +V 的单参数解族为 

•73/4 (+工 2 )- 3 / 4 (+工 2 ) 

Cjl/i (|工 2 )+ J-L/4 (+工 2 ) 

19. 我们知道当时，％⑴是勒让德微分方程 （1— 〆）/-2以+ 23/=0的解 • 证明在区间 一 1< 
-r<l 上的另一个线性无关解为 

20. (a) 利用二项式级数证明 

(l-2x … 2 )- 1/2 = YiP n {x)t\ 

«=o 

(b) 利用 U) 中结果证明 P„(l) = l 和 P„ ( — 1) = (—1)". 




方形 函数； 见图 7. 36 


第7章拉普拉斯变换 

在物理系统的线性数学模型中，例如弹簧/质量系统和串联电路，微分方程 

w 祭” 莹+如 =/ ⑴或 L ^ +i ^ + # = £：(0 

的右边（也就是输入函数)是一种施迫函数，表示外力 /(«) 或外部电压 £ («).在 5.1 节中，我 
们考虑了 /和 E 是连续函数的情形.但是，离散的施迫函数也是很常 见的. 例如，对电路作 
用的外部电压可以是分段连续的，也可以是周期 性的. 在这种情况下若用第 4 章介绍的方法解 
电路的微分方程是非常困难的.本章介绍的拉普拉斯变换是简化求解这类方程的有力工具，正 
如 7. 4 节所介 绍的. 


7.1 拉普拉斯变换的定义 

在初等积分中，读者已经知道了微分和积分是一种变换，即这些运算把一个函数变为^外 
一个 函数. 例如，对于函数/(/> = ¥，用微分和积分运算依次将其变为线性函数和一族三次 
方的多项式 函数： 及此外，这两种变换都有线 性性质 （linearity 

property ) ,即函数线性组合的变换是变换的线性组合.对常数《和/?，有 
^[«/(x) +/^U)] = af'x) + 虏 ’( 工） 


及 r 

J [ a / U ) +^( ar)]cLc = aj fU'>dx + p \ gU)dx ⑴ 

成立，假设导数和积分都存在.在本节中，我们将学习一种特殊的积分变换，称 为拉普拉斯变 
^(Laplace Worm ). 除了线性性质外，拉普拉斯变换还有很多有意思的性质，这些性质使 


得它量雜 ，縣戌于- 个錄贿 ■分朝 外-个变量的 
函数•例如，把 J 看成是常数，则有^ 2町 2 dr = 3/. 类似地，我们定义形如 | u K ( s ， f ) 辦出的积分为 


把变量 i 的函数/变换为变量$的函数 F . 这里我们专门讨论积 分变换 （intend transform )， 
它的定义区间为无界区间 [0, +«>)• 若 /(*) 在时有定义，则无限积分 J 7° KG ，0/ U)df 
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可以定义为一个 极限： 

f +M Kds,t)f(,t)dt = limf 

J 0 6~*+c>oJ o 

如果极限存在，就说这个积分是收 敛的； 如果极限不存在，那么积分是发散的.通常，上述极 
限只对变量 s 的某个值存在.当 KG ， 0 =，〃时给出了一个非常重要的积分变换. 

拉普拉斯变换 

令/是一个定义在上的函数，则积分 

^ {/(«)} = e- s, f(t)dt ( 2 ) 

称为/的拉普拉斯变换 （Laplace transform ) ，这里假设相分是收敛的 • 

当积分 （2) 收敛时，这个积分是 s 的函数 • 在通常的讨论中，我们用小写字母表示要变换 
的函数，用相应的大写字母表示拉普拉斯变换，例如 

^{/(0} = F ( s ), 沈 U ( t )} = G ( s )， 5£{ y ( t )} = Y ( s ). 

_ 定理 7.1 的应用 

求窆 {1}. 

解由 （2) 知， 

2{1}= P e - s , ( l ) d ?= lim f e^ s, dt 
Jo 6-*+ 00J 0 



设 s 〉0. 也就是当 s >0 时，指数一是负的，并且当+ 时， e -0. 当 s <0 时积分是 
发散的. * 

用极限符号表示显得有些繁琐，因此我们用^表示上 t () |。. 例如’ 

r+co — e —叫 +°° 1 

ie{l} = J e- s, (l)di = ——I = y ^ > 0. 

在极限的上界处，我们知道当且^ > o 时，有 0. 

[ iH 定义 7.1 的应用 

求汉 {t}. 

解由定义 7. 1可得= J " +0 ° e -. 再由分部积分法，并由，“ =0 ’ s>0 和例 
1的结果我们可得 

抑 } = +117 e " s，di = i ^ <1} = ■ 

_定义 7.1 的运用 

解由定义7.1，可得 
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_ (j+3)f 

•s + 3 o 


+ 3 


>— 3, 


这个结果可由当 5 +3>0或 5 > — 3时， lime - =0得到. 

MB 定义 7.1 的运用 

求汉 { sin 2/}. 

解由定义 7. 1以及分部积分法可得 

^{ sin 2«} =厂~ e i S in 2 此= Hn 2 t |+°° + ! e — !( 聊施 

Jo s I 0 5 J 0 

= -^-J e~ st cos 2 ^di , s 0 


lime - s / cos 2 f = 0 ， s >0 sin 2 i 的拉普拉斯变换 

^ 丨 i 

=A 「 =^^r-Ar e i S i n 2 rd,i 

S L s I o 5 J o 」 

= -|" — \ ^{ sin 2^}. 

5 2 s 2 

此处，等式两边都有汉 { sin 2 d . 可以解这个等式，得到 

泛 { sin 2 t } = 2 2 ； > 5 > 0. 

r + 4 

汉是一个线性变换对函数的线性组合，我们有 


J * 厂 e~^[ a f(t) +J^(t)]dt = o [厂 + e^g(t)dL 


对^ > C 这两个积分均收敛.因此，有 

XiafU ) + 虏⑴ } = a ^{ f ( t )}+^{ giO ) - aFCs ) +^ GCs ). 

因为有 （3) 的性质，所以父被称为是线性变换 （linear transform ). 例如，由例1、例2，有 

+ = ^£{1)+5 X{t} = ^ + 


(3) 


再由例 3 、例 4 ,有 

4 20 

迖 {4e— 3, — 10sin2f} = 4 ££{e— 3, } — 10 2{sin2f} = — 

我们用下一个定理来把前述例子的结论一般化.从此处开始，我们不对 5 加任何限制；只 
要 i . 能够充分保证拉普拉斯变换的积分是收敛的就可以- 

b^iMl —些基本函数的变换 

(a) ^{l}=y 

(b) 迂 U”}=^r ， 《 =1 ， 2 ， 3 ， … （ C)5f {e 01 } 
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( d ) ^£{ sinkt } —( e ) { coskt } = 

( f ) { sinh ^ t } —^ r ~^ ( g ) { cosh ^ f } = ^ 2 

汉 UU )} 存在的充分条件 定义拉普拉斯变换的积分不一定收敛.例如，龙 {1 A } 和 ££{ 〆 } 
都不存在.存在的充分条件是/在[0, +^)上分段连续 并且在 r > 丁时是指数 阶的. 
函数 /在 [0, + oo ) 上是分段连续的 （piecewise continuous ) ， 若在任何区间 上的 G ， 
k = l , 2, •••, n ( t 卜 '< t k ) ， 使得/有有限个不连续点，但在上是连 续的. 请参考 
图 7. 1. 指数阶 （exponential order ) 的概念如下. 
feiaMH 指数阶 

函数/称为是 c 阶指数的 （ exponential order c ) ,若存在常数 c ， M > 0, T > 0,使得 
I fit ) I <Me “对于所有的 t>T 均成立. 

如果/是增函数，那么条件 I fit ) | < Me f, , r > T 表示/在（丁， +〜） 上的图形上升速度 
不会超过指数函数 Me ' 其中(■为正常数.请参考图 7.2. 函数 /( f )= i ，/(«) = e 〜，/«) = 
2 cosZ 的指数阶均为 c = l ， t >0 , 因为分别有 

| | ^ e ' , | e _, | ^ e 1 , | 2 cosi | < 2 e ! . 



形如 /(;) = 〆 的函数不是指数阶的，因为如图 7. 4所示，它的图形增长比 e 的任何正数 
幂函数都快， t > c > 0 . 

t 的正整数幂函数总是指数阶的，因为 c >0 时，对于《>7'有 
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/( … 

r 


1 


c f 


I r I ^ Me " 或 t>T 

等价于〃有限， n = l, 2, 3,这个结果可以用《次洛必达 
法则得到. \ 

存在性的充分条件 

若 /(<) 在区间[0， +00) 上是分段连续的，并且在《>了时是 C 阶 
指数的，则艺{/⑴}对所有的5>(:均 存在. m 74 

证 = J q T e- !, /(f)di + e- st f(t)dt = I, +h. 

积分 h 是存在的，因为它可以写成在多个区间上的积分的和，在这些区间上 e ^/ U ) 是连续 
的.对^ > c ，有 

1 1 2 丨 < 丨 | dt < e^e c! dt 

r+oo -(j-c)f I +oc -(s-c)T 

=M =- M - - = M - - . 

Jt 5 — c 丨丁 s —c 

因为 | + C ° Me -(^ ck 是收敛的，所以通过广义积分的比较检验法可知积分 £ | e - st /(0 lek 也是 
收 敛的. 这说明当 s > c 时， I z 是存 在的. h 和1 2 的存在性说明当■时父丨/(〖）} = 
f e -"/ ⑴ 山是存在的. B 

_ 分段函数的变换 
求泛{/(0}，其中 / U ) 


[0,0 < f < 3 
U ，，>3 • 

解 这个分段连续函数如图 7. 5. 因为/是分两段定义的. 
所以汉 {/(«)} 表示为两个积分 的和： 

cg {/(i) } = e-' l f(0dt = £ e- SI (0)di f £°° e SI (2)di 


图 7.5 


2 e — 3s 


> 0. 


注 在本章中，我们的讨论主要是围绕着分段连续函数和指数阶函数进行的.但是 ，巧 
们要注意这些条件是拉普拉斯变换存在的充分条件而不是必要条件•函数 /(t) = rl/Z 
不是区间[0，十 oo ) 上分段连续函数，但是其拉普拉斯变换也存在.请参考练习 7.1 
的习题 40. 

练习 7.1 

在习题1〜18中，利用定义 7.1 求 





-36 中，利用定理 7.1 求汉 


it -10 

： 2 +6 r -3 
: t+1) 3 



和38中，用合适的三角函数恒等式求泛 
sin 2« cos 2 i 

节中，我们在贝塞尔方程的解中使用了 


;hr 
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(b) 证明汉 {r 丨一 r( ^+ 1) , a >-l. 

40. 用 r ( + ) = 士及习题39求解下列 变换： 

(a)/(0 = r I/2 (b)/(0=? 1/z (c)/(0 = i 3/2 . 

讨论题 

41 . 尽管定理 7. 1( b ) 的证明需要数学推导，但是这个结果可以简单得证.证明汉当 

令 n 取连续值1，2，3，…时看看会有什么情况发生. 

42. 构造一个指数阶函'数 F “） ，但 /(«) = F '( t ) 不是指数阶的.构造一个非指数阶函数/使其拉普拉斯变 
换存在. 

43. 假设汉(/ 〆 《)}=巧 （ 5) ， S >c, ^{/ Z (0} = F Z ( S ), 5>c 2 . 什么时 候有艺 {/ 1 G ) + / 2 (0}= F , G ) + 
F z (s) 成立？ 

44. 图 7.4 表明函数 /( t ) = e * 2 不是指数阶的，但没有严格证明.若有 《 2 > lnM + “， M >0, z 充分大，如 
何证明对任何 c 都有 〆 > Me r, ?讨论之 - 

45. 利用定理了^的^)证明其中《和6是实数， i 2 = ~ l - 讨论如何使用欧 
拉公式推导结果 

Xie-cosbt}= (s _ S ~/ +b l 和泛 W 仙以 } = (5 _^ + ^ 

46. 在什么条件下，线性函数 /( i )=_ + 6 ， 是线性变换？ 

7.2 逆变换与导数变换 

在本节中我们将说明如何使用拉普拉斯变换解微分方程.开始我们需要介绍一些导数 
Ay / At , dy / df …的拉普拉斯变换及其逆变换的概念.我们先讲拉普拉斯变换 F ( S ) 的逆变换. 
这个思 想是： 若 F ( s ) = ( — 2 s + 6)/(/+4) 是拉普拉斯变换，求一个函数 / G )， 使得艺 （/“）} = 

F (5). 请参考例 2. _ 

逆变换 若 F ( j ；) 表示函数 /(«) 的拉普拉斯变换，即泛 {/(£)} = F (5 )， 我们就说/(0是 

F(s) 的逆拉普拉斯变换 （inverse Laplace transform), 记/⑴=汉― 1 例如’ 7.1 节中的例 

1、 例2和例3的逆变换分别为 

1 考' 出“=汉- 1 (外 e - 3< 考 1 ( tTs )' 

类似于定理7.1，一些常用函数的逆变换如下所示. 

一些逆变换 

( a ) l =£ e - 1 ( y ) 

( c ) e -=^-(^} 

( e ) cos ^« = ^- 1 ( 2 f ,2 ) 
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(f)sinh^i =^ _1 I ^2 | (g)cosh^f —|^ 2 _ 是 2 J 

求逆变换时，有时会发现 s 的函数并不和表中的拉普拉斯变换 FG ) 的形式完全一致.这种 
情况可能需要令5的函数乘上或除以一个适当的常数. 

m 应用定理 7. 3 

求 ( a)rj 外 Cb ) { tT ?}- 

解 （ a ) 为了和定理 7. 3中的 （ b ) 的形式保持一致，由观察知 /2 + 1==5,即 n = 4， 则 乘以并 
同时除以 4!， 可得： 




( b ) 为了和定理 7.3 中的 （ d ) 的形式保持一致，由观察知 P =7, 因此我们乘以并 
同时除以 VT 可得： 

1 {TTyh ^^ 1 { 7 + 7 }^ ■ 

IT 1 是线性变换 逆拉普拉斯变换也是线性变换，也就是对于常数《、 P ，有 

迖 - 1 {aF(s)+^G(.s}}= aiE^ { F (.0} + /3^- MG ( s )}, (1) 

其中 F 和 G 是某个函数/和 g 的变换.和 7. 1节中的 （2) 式一样， （1) 式可以推广到任意有限 
个拉普拉斯变换的线性组合. 

_逐项分解与线性性质 

-2 s +61 


求2 


+ 4 


解 我们先把这个 s 的函数写成两个分式和的表达形式，再由 （1) 式可得 

逐项分解丨 线性性及固定的常数4 


H 帯卜心 






( 2 ) 


= 一 2cos2f + 3sin2r — 在定理 7. 3 的 （e) 和 （d) 中，令々= 2 


部分分式 部分分式在求拉普拉斯逆变换中起着重要的作用.如 2 _ 2节中所述，在计算机 
系统上用简单的命令可以快速实现有理分式的分解.一些 CAS(computer algebra systems ) 有 
专门处理拉普拉斯变换及其逆变换的软件包.但是当不能使用这些软件的时候，我们就要学习 
一 些基本的代数变换，用来处理拉普拉斯变换 F ( S ) 的分母含有不同线性因子、重复线性因子 
以及没有实数因子的多项式的情形.尽管我们在本章会逐步展开对这些问题的讨论，但是读者 
最好还是先参考一下微积分中的有关内容，以便对这部分内容有一个完整的了解. 

下一个例子说明了在 F ( s ) 的分母含有不同线性因子时，如何进行部分分式分解 • 

_部分 分式： 不同的线性因子 


求！ 


+ 65 + 9 


l)(.s-2)(s + 4) 
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解这里存在唯一的实常数 A 、 B 、 C ， 使得 


5 2 +6.5 + 9 


(5- 1)(5- 2)(5+ 4) ^ - 1 5 - 2 S +4 

= A (5-2)(5 + 4) 1)(^ + 4) + C (. s - l )( s -2) 

— (. s -1) C . s -2)(5 + 4) • 

因为等式两边的分母是相同的，所以其分子也必须 相同： 

5 2 +6^ + 9 = A(s — 2)0 + 4) +B(s— l)(s + 4) +C(s— 1)(5 — 2). 


(3) 


比较等式两边 s 相同次幂的系数，可由 （3) 式得到含有三个方程的方程组，三个未知数为 A 、 
B . C . 但是，这里有一个简单的方法可以求出这些未 知数. 若令（ 3 )中的 s=l ， s = 2, 5= -4, 
则分别可得 ： e 

16 = i 4(— 1) (5) , 25 = B ( l ) (6) , 1 = C (— 5)(—6), 

所以有 A = — 16/5， B =25/6, C = l /30. 因此部分分式分解为 


s 2 十 6 s 十 9 


( i - l )( s -2)(5 + 4) 


16/5 25/6 1/30 

7^1 5^2 5 + 4 ' 


(4) 


因此，由汉- 1 的线性性及定理 7.3 的 （ c ) 可得 


汉一 1 


s 2 +6 s + 9 


(s-1)(5-2)(s + 4) 




变换导数正如本章引言部分所指出的，我们的目标是用拉普拉斯变换解微分方程.为此， 
我们需要先计算如 dy / dt } 和艺 { d 2 ; yM 2 }. 例如，若当时， /是连 续的，则由分部积分得 
cg{/(0}= j + ~ e- s, f\t)dt = e^7(^) | o +-J o e- u f(t)dt 

= -/ C 0)+ s ^{/( i )} 


iE {/ U )}= sFCs ) -/(0) 
这里假设当 + °° 时有 e 0 . 类似地，由 （ 6 ) 可得， 

汉 {/' ⑴卜 J 厂 e - V'Odi = e -*7’ ⑴丨。+ 

= -/(0)+5i£{/(f)} 

=s[sF(s) — /(o)] — /’ （ O) 


(6) 


;厂 e ^ l f '( t)dt 

— 由 （6) 式得 
X {fiO } = s 2 F ( s ) — 5/(0) — /’（ O ). 


或 

用此方法町以得到 

^.{f ， it)}= 5 3 F(s) — s 2 f {0) — s/’(0) — /’(o). ⑻ 

由 （6)、（7)、（8) 可得函数/的导数的拉普拉斯变换的递归性质.下一个定理给出了 ■/的”阶 
导数的拉普拉斯 变换. 这里略去证明. 


0 1, 2, — 4都是使得分母（厂 l ) G _2) U +4) 为零的数. 
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咏* 期 导数变换 

若/，/，…，广― u 在[0， + oo ) 上是连续的，且具有指数阶，同时若/°° ( O 在[0, 
+ CXT) 上是分段连续的，则 


^{/ (n, (0}= 5"F( 5 ) -5^/(0) -^ 2 /(0)- /(d)(0 )， 

其中 F(s) = se{f(t)}. 

解线性常微分方程由定理 7.4 所给的一般结果可知， ie { d 、/ dr } 和 y ( s ) = ^{ y ( o } 以 
及在« = 0处的 n-l 阶导数有关.这个性质使得我们可以用拉普拉斯变换来解常系数线性 
微分方程的初值问题.考虑这样一个微分方程，它是: y ， /，/，…，的线性 组合： 
a - ^ H - ^ a 0 y = git ), 


)(0) = y 0 fy'CO) = y } ，…， y—CO) = 3^ ， 

其中 a ,，i = 0, 1, 及>， y ， J 2 , …， 3 V ^ 均是 常数. 由于线性性，这个线性组合的 

拉普拉斯变换是拉普拉斯变换的线性 组合： 

a „ ^ {^" |+ a ^' 比… + a 。 ^ 迖 •!《■“）}. (9) 

根据定理 7. 4, （9) 可以写成 

a„[s"Y(5) -^3>(0)- y^ n (0)] (10) 

+a^ 1 [ i -^ 1 Y(s) —广 2 3；(0)- y-2>( 0 )]H - \-a 0 Y(.s) = G(s ) ， 

其中汉 {3 k «)}= yg )， £{ g ( t ))= G ( s ). 换言之，常系数线性微分方程的拉普拉斯变换是 y(o 
的代数 方程. 如果解一般变换后的 Y ( s ) 方程（10)，则可得 PG ) Y ( s )= QG )+ G ( s )， 并记 


Y (5) = 


Q ⑴ | G ⑴ 
PCs ) PCs ) 


(ID 


其中 P (5) = a „5"+ a n — is "- 1 "!" … + a 。， Q ( s ) 是 s 的多项式，它的次数小于或等于”一1，是由系 
数 a ,， z .= l , …， n 和初始条件: y 。 ，％，…，： V „— i 的积组成的， G ( s ) 是 g “）的拉普拉斯变 
换. e 我们把 （11) 写成两个分式之和，然后可以进一步把这两个分式分解 ■ 最后，可得原初值 
问题的解 y ( t ) = ie-'{Y(s)} , 其中逆变换是逐项进行的 • 

这个过程如下所示. 



应用拉普拉斯变换 ie 


初值问题的解 _ko h_ 应用逆拉普拉斯变换迖」 



下个例子说明了如何用上述方法来解微分方程，同时也给出了当 y ( s ) 的分母含有无实根 
二次多项式时部分分式分解的 情形. 


0多项式 P(s) 和 4. 3节中 （12) 的 n 次辅助方程相同. 
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Mi 部分 分式： 无实根的二次多项式 

用拉普拉斯变换解初值问题 

孕 + 3) = 13sin2f,y(0) = 6. 
at 

解首先对微分方程逐项进行 变换： 

aj^)+3 ig{y}= 13 ^{sin2t}. . (12) 

由 （ 6) 可得汉 {cb ； /(k}=sY(s)- ： v(0)=sY(s)-6 ， 由定理 7. 1 的 （ d) 可得 {sin2f} = 2/(/+4 ) ， 
因此 （ 12 ) 为 

sY ( 5 ) — 6 + 3Y(s) = - 或 G + 3)YG) = 6+ 2 ^_f 

s 2 + 4 r + 4 


解后一•个 Y ( s ) 的方程，可得 


Yds ) 


26 


6? + 50 


因为二次多项式 


7 T 1 G 十3)(/+4) — (s + 3)(/+4) ‘ 

:+4没有实数因子，部分分式的分子是 5 的线性多 项式： 
6 s 2 + 50 


(13) 


( 5 + 3)( s 2 + 4) 


A , Bs + C 
s + 3 + 5 Z +4 * 


对等式右边进行通分，然后令等式两边的分子相等，可得 6 s 2 + 5 0 = A (/+ 4 ) + (&+ C ) G + 3 )_ 
令 5 =—3,则 A = 8. 由于分母没有实根，所以？和 s 的系数 相等： 6 = A + B , 0 = 3 B + C . 由 
前面得到的 A 的值可得 B = — 2, 则从第二个方程中可以得到 C =6_ 因此 


Y ( s ) = 


6 s 2 + 50 __ 8 丨 —25 + 6 

( s +3)( s z +4) = 7+3卞 / +4"' 


到这一步还没有结束，后一项的有理分式还可以继续分解成两项之和.这一步如同例2中的逐 
项 分解. 由例2中的 （2) 知， 

沁 ) = 8 M 击卜 2 泛 _1 1 点卜 3 叫 • 

由定理 7.3 的 （c)、（d)、（e) 可得初值问题的解是 y(«) = 8e— 3t — 2cos2f + 3sin2t. ■ 


_ 解二阶初值问題 

解 /-3/ + 2^ = e -4 ' ,3-(0) = 1,/(0) = 5 . 

解如在例4中我们对微分方程进行变换一样，利用 （6) 和 （7) 可以把它写成每一项的变换 
之和，再利用初值条件和定理 7.3 的 （ c )， 解 YG ) 的 方程： 

^(& h 3 ie f ^} +2 ^ { ^ }= ^ <e " 4,} 

5 2 Y(5) -sy(0) -y(0)-3[5Y(5) - >(0)] + 2y(5)= 


( s 2 - 3 s + 2) Y ( s ) = 5 + 2 + s 上; 


Yds )= 


s ~t~ 2 I __1 - 

s 2 — 3 s + 2 丁 (5 2 -3s + 2)(5 + 4) 


/ + 6 s + 9 

(s 一 1)(5 — 2)(5 + 4) 


(14) 
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Y ( i ) 的部分分式的分解在例 3 中已经详细讲解过了.由 （4) 和 （5) 的结论，可以得到初值问题的 
解为： 


yU) = {Y(s^} =— ye 1 + ye 21 + 点 e-' 


例 4 和例 5 说明了用拉普拉斯变换解线性初值问题的基本步骤，但是这些例子也从另一个 
侧面说明了这个方法并不比 2. 3节和 4. 3-4.6 节中的方法好.不要仅从这两个例子中得出任 
何负面的结论.这个方法虽然用了许多代数方法，但是我们没有用到常数变易法或待定系数 
法.此外，因为这个方法直接把初值条件代人求解，所以不需要专门把初值条件代入微分方程 
的通解 = + … + cj „+3 V 中去求特解的常数 • 

拉普拉斯变换有许多运算性质.接下来的一节将证明其中的几个性质，看看它们是如何解 
更复杂的问题的. 

我们用一些与常用 s 函数类型相关的定理来总结本节内容.下一个定理说明并不是任意一 
个 s 函数都是指数阶分段连续函数的拉普拉斯变换. 

当 S — + ~时， F ( s ) 的性质 

如果/在 [0, 十⑴）上是分段连续的，且当《>了时是指数阶的，则有迖 {/(«)} =0 


成立. 

证因为 / U ) 是0<〖<了上的分段连续函数，所以在这个区间上有界，即 I fit ) | < 
Ml = M ie °‘. 同时也满足 I /⑴丨<]^ 2 #，対所有 成立. 若 M 表示 { M " M 2 } 中的最大 
值，（:表示 {0, y } 上的最大值，则 

r +^ 「+% e —(5 - 叫十 oo m 

I 泛 e -“ |/⑴ |ck<Mj 。 e_ s! . e“ck =— 

对所有成立.当 + ⑺时，有 I 划 /(<)} I ^0, 因此汉{/⑴}— 0. ■ 

作为定理 7. 5的一个结论，我们可以说 ^",(5) = 1 和 F 2 ( s )= V ( s + l ) 这样的 s 函数不是指 
数阶分段连续函数的拉普拉斯变换，因为当 + °°时， (s)t^0, F 2 (5)/*0. 但是不能由此 
得出和 F 2 G ) 不是拉普拉斯变换的结论.还有一些其他类型的函数也是这种情况‘ 

注（丨 ） 函数 FO ) 的逆拉普拉斯变换可能不是唯一的，也就是说有可能存在 
^{/!(0} = ^{/ 2 (0},但是_/\尹/ 2 .这点不是我们要关注的 重点. 若力和力是!^，+°°) 
上的连续分段函数，并且是指数阶的，那么/!和/ 2 — 定 相等. 请参考练习 7. 2的习题 
41. 但是，.若 / i 和/2是[0，+°°)上的连续函数，并且有纪 {/i U )} = 您 { / 2 (^) } 成立’ 


则在这个区间上尸二乃. 

( ii ) 在做部分分式分解的时候需要注意这条注解.这是求部分分式系数的另一种 
方法， 适 用于汉 {/( f )} = FG ) 是 s 的有理分式的 情形. F 的分母是不同的线性因子的 
乘积. 我们重新来看一下例 3. 假设给下列分式分解的两端分别乘以— 1)’ 

5 2 + 65 + 9_ = _A_+ B +-^, (15) 

(s —DCs — 2 )(s + 4) s — 1 5 — 2 s + 4 


化简后则有 s = l . 


因为等式右边的 B 和 C 等于零，可以得到 


/ +65 + 9 
( s -2 )(s + 4) !=1 


= A 或 A =— 
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写成另外一种形式为 

_ + A S + 9_ I = _ 16 = . 

1(5-1)|(5-2 )(s + 4) |_, -_T — 八， 

其中方框框起来的部分，或者说被覆盖的部分在给两边分别乘上 G —1) 时可以约去. 
为了求 B 和 C 的值，我们可以依次用5 — 2， s +4 覆盖求出 （15) 式左边 的值： 

/ + 65 + 9 _ I 2 5 5 2 + 6. s + 9 | 1 

(5-1) |(s - 司 (s + 4) 匕 ,= j = 召和（ 5 — l)(s — 2) |(5+ 4 )丨 | 一 = 30 = C- 

(15) 式可以由 （4) 得出.这种求系数的特殊方法被称作覆盖法 C cover-up 
method ). 

( ⑴ ） 这条注解里继续介绍动态系统的术语.因为 （9) 和 （10) 的性质，所以拉普拉 
斯变换对线性动态系统也适用. （11) 中的多项式十《„— 1 十…+如是 
(10) 中 YG ) 的总系数，用幂 〆 ， k = 0, 1, •••, «代替微分方程中的 db / dt *， 简化微 
分方程的左边.通常把 P ( s ) 的倒数，也就是 WO ) = l / PG ) 称为系统的转移函数 
(transfer function ) ,把方程 （11) 写成 

y ( 5 ) = W (5) Q ( s ) + W (5) G ( 5 ). (16) 

用这种方法，我们可以对响应函数进行分解，这个响应函数受初始条件输入函数 
(也就是 W ( s ) Q ( s )) 的影响.请见 （13) 和 （14). 因此，系统的响应 3>( z ) 是两个响应的 
叠加： ， 

y ( t ) =比-' { W ( s ) Q (5> }+ i £- 1 { W (. s ) Gis )} = (0 + 3<s it ). 

如果输入 g ( z )=0, 则该问题的解是>(«)=龙— 1 { WG ) Q ( s )}. 这个解被称为系统的 
零输入响应 （ zero-input response ) ，另外，函数 ； yi ( f ) = 泛― 1 { W ( s ) G ( s )} 是对应于输 
入发(/)的输出.若系统的初始状态是零状态（所有的初始条件为零），则 Q ( s ) = 0， 因 
此初始问题的唯一解为％ U ). 后一个解被称为系统的零状态响应 （ zero-state 
response ). : y D ⑴和）！⑴都是 特解： > ⑴是初值问题的一个解，这个初值问题由相 
关的齐次方程构成，而： yAO 是零初始条件、非齐次方程的初值问题的解.在例5中， 
由 （14) 可知，转移函数是 WG ) = 1 八 3 s +2)， 零输入响应为 

> ⑴= 汉 — 1 (o-ik, 2 -!)! =_3e，+ 4e2<, 

零状态响应为 

= a-ix,-2T(5+4) )' = ^l e，+ l e2，+ ro e " c - 

请读者证明》。（《)和; y ! ( t ) 的和是例 5 中的解; y ( f ) ，约束为 - y 。 （0) = 1，： y 。' （0) = 5，同 
时 ^(0)=0, 3-/(0)=0. 

练习 7.2 

在习题1〜30中，利用定理 7. 3求所给的逆变换. 
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3. S £~ ] 

5-汉 _] 




' Cs±ir 




7 * 父 

1 1 , 1 \ 

T~T + 7^2l 

8. j 

T+f-rb) 

9. 5E 1 { 

-J-] 

45+1/ 

10. 

{5^2) 

11. 迖 - 1 

{Trig) 

12. 汉 — 

(ms) 

13. 

(iAl) 

14. 汉 - 1 


15. 汉 - 1 

鬧 

16. 艺 - 1 

瑞 

17. 汉 — 1 


18. X- 1 

(S) 

19. 汉 - 1 

f s } 

20. 汉 - 1 

(1 \ 

\ s 2 + 25-3 / 

\j 2 +5-20J 

21. SE- 1 

{ 0.95 \ 

22. 汉 - 1 

I 5-3 1 

1 (5 — O. 1) (5 + O. 2) / 

\ (5 — VJ) (5+VJ) J 

23 . 汉 一 1 

/ 5 \ 

24. 汉 - 1 

f s z + l 

Us-2)(i-3)(s-6) 1 

l5( 5 -l)( 5 +l)(s-2) 

25. 汉 - 1 


26. 

{(i+2)(s 2 +4) } 

27. 

f 25—4 1 

28. X~ : 

，(1 \ 

\(^+5)(/+1) i 

U-W 

29. 汉 - 1 

f 1 1 

30. 出 - 

, 1 6s + 3 1 

1 (5 2 +l)(5 2 +4) / 

\s 4 -h5s 2 +4j 


在习题31〜40中，利用拉普拉斯变换求解所给的初值问题. 


孕 —y=l ， ^(0)=0 

at 


32. 2 孕 + ;y=0 ， >-(0) = -3 
at 


+6夕二 e 4e ， _y(0) = 2 

; y 〃 + 5 y + 4 ：y = 0， ： y (0) = l ，： y '(0) = 0 
3 /〃 十 _>j=V^sinV^， 3 ^( 0 ) = 10 , y( 0 ) =0 
2，+ 3/ —3：/ —2;y=e- ，， ） (0)=0, y'(0) = 0, /(0) 

y M， + 2 y ， - y ， ~2 y = sm 3 t , >-(0)=0, V (0) = 0, /(0) = 


34* / — y=2cos5t, y(0) = 0 

36. y 7 —4^ = 6e 3r —3e^ r » y(0) ― 1, y(0) = —1 

38. y+9y = e , y(0)=0, y(0)=0 


讨论题 

41. 构造两个函数 / 和使它们有相同的拉普拉斯 变换. 不要把问题考虑得过于复杂 • 

42. 练习 7.1 中习题45结果的逆变换是 

艺- 小二 七 卜 、論和 Uw 卜〜血 

用拉普拉斯变换和这些逆变换求解 y + y = e - 3 l cos 2 f , >-(0) = 0. 

43. 回顾本节内容中的注 （ iii ). 求习题36中初值问題的零输人和零状态 响应. 
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7.3 平移定理 


若每次都用定义 7. 1来求解函数 / U ) 的拉普拉斯变换是很麻烦的.例如，用分部积分法计 
算汉 { e ? 2 sin 3 r } 是非常繁琐的.在本节和下一节中我们将介绍几个帮助我们节省计算量的定理，这 
些定理使我们可以不用拉普拉斯变换的定义就能得到更多的变换形式(请见附录 C 中的表格). 

7.3.1 沿 s 轴的平移 


若已知汉 U 3 } 和汉 { cos 4 r }， 则计算形如汉 { e 4 3 } 和汉 { eT 2 ' cos 4 i } 的变换是相当容 易的. 总的 
来说，如果知道函数/的拉普拉斯变换艺 {/(«)}= F ( S )， 那么只要借助于平移或移动定理就可 
以计算出/的指数倍函数（即迖 {/'/(«)}) 的拉普拉斯变换，即从 FG ) 变换到 F(s — a ). 这个 
结果称为第一平移定理 （first translation theorem ) 或第一移动定理 （first shifting theorem ). 

faaiyaHW 第一平移定理 

如果迂 {/(«)}= F ( 5 ), a 是任意给定的实数，那么 

£{ e 1, l f ( t )}= F ( s - a ). 

证这个定理的证明是直接的，由定义 7.1 知 


i£{e a, f(t) } = e^^e^fiOdt = e -<—><y(£)dt = F(s — a). ■ 

如果 s 是一个实变量，那么— a ) 的图像可由 F ( s ) 的图像沿 s 轴平移 I « I 个单位得到. 
若^>0, FG ) 向右平移 a 个单位，但若 a <0, F ( s ) 则向左平移 | a I 个单位.请参考图 7.10. 


这里强调一下，有时用符号 

迖 {#/(«)}= 汉 {/( f )} |,一《 

表示是很有用的，这里 s — a 表示在 / G ) 的拉普拉斯变换 
_ F ( s ) 中 ， s —律都用 s — a 代换. 

_使用第一平移定理 

计算 （ a ) 汉 { e 5 9}，（ b ) ^{ e - 2, cos 4 f }. 

解由定理 7. 1和定理 7. 6可以得到下列结果. 

(a)igW} = 父 “ 3 }| 一 =^| 一 = ^7^7 • 



(b) if {^ 2, cos4t}^ 汉 {cos4<} 


s I = s + 2 _ 

s 2 + 16 I i - s+2 (5 + 2) 2 +16 


■ 


定理 7.6 的逆形式为了计算 F ( s — a ) 的逆，我们必须先找出 FO )， 用 FG ) 的逆拉 
普拉斯变换求出/(*)，然后用指数函数#乘以/(〖）•这个过程可以用下面符号化的方式 


表示： 


沈 — 1 {F(5-a)}= if- 1 {F(s) |^_}= 


( 1 ) 


其中 = 一 

下一个例子的第一部分说明了在 YG ) 的分母含 有多重线性因 子的情况下如何进行部分分 

式分解. 
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计算 （ a ) 迖- 


部分分式：多重线性因子 

2 s + 5 




> 一 3) 2 

解 U ) 多重线性因子形如 (s — a )% 其中 a 是一个实数，《是一个大于等于2的正 整数. 回顾 
前面章节所讲到的，如果 (5 — a )” 在有理分式的分母上，那么部分分式就可以分解成含有《个常数分 
子的分式，它们对应的分母分别为5 — a ， (5- a ) 2 , ( 5 - a )". 当 a =3, 寸，可以写为 

2 s + 5 A , B 


( s -3) 2 5-3 ( s -3) 2 ' 

通分右边的两个分式，可以得到分子 h + 5 = A ( s —3) + B ， 由这个等式可得 A = 2 , 


11. 因此， 


2 ^ + 5 
U — 3) 2 


11 


s -3 ( i ~3) 2 


( 2 ) 


- (3) 

I/O — 3) 2 是 FW = 1 A 2 向右平移3个单位得到的.因此， ^^{ l / s 2 }= t , 再由 （1) 得到 

叫?7^7卜叫 H」 =e '. 

最后， （3) 式可以写为 

叫点£菩卜 2 e 3t + lle 3, r . ⑷ 

( b ) 观察二次多项式 /+4 s + 6, 它没有零根，也没有实线性因子.在这种情况下我们进行 
完全平方 配方： 


s /2 + 5/3 


s /2 + 5/3 


(5) 


/ +45+6 ( s +2) 2 +2- 

我们的目标是把等式右边的表达式写成拉氏变换的形式 F ( s ) ， 并用 s +2 来代换其中的^我 
们所要做的工作与例1中的 （ b ) 有点 类似. （ 5 )的分母已经是我们所需要的形式了，即/+2中 

的 s 已经用 s +2 代换 掉了. 然而，我们还必须对分子进行 配方： i s+ y = y (i+2) + i _ 


因为迖- 1 是线性的，所以可以逐项进行变换.由定理 7.3 中的 （ e ) 和 （ d ) 以及（1)，可得 


2 -(5 + 2)+- 


s /2 + 5/3 ^ ^ — 1 » ' - _ u 二_ . 

(7+2 F +2 = ( s + 2) 2 + 2—— Y (5 + 2) 2 + 2^ 3 (^+2) 2 +2 

s + 2 1 . 2 〜 ， （ 1 \ 

+ 2 j 


汉 ― ' 1 = 1 1 {(7T2)^T2) + f ^'\(5 + 2)= 


- i - e^ 2( cos 十夸 e 〜如 


( 6 ) 


(7) 
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1 H 初值问题 

解 / — 63 / 十= t 2 e 3t ,y(0) = 2,y(0) = 17 . 

解在对微分方程进行变换之前，注意它的右边与例 1( a ) 中的函数类似.利用线性性和 
定理 7. 6 以及初值 条件， 我们可以把方程加以简化，然后解 = 

迖 {/} 一 6岔 （ y }+9 2{ y }= 艺 { i 2 e 3< } 

WYG)— 吵 （ 0 ) — 3 /( 0 ) — 6 [sY( 5 ) — ： y(0)] + 9Y(s): " 


3) 3 

(/ -6 i + 9) Y ( s )= 2 j +5 + 


(5-3) 2 Y ( s )= 2 s 十 5 + 


(5-3) 3 


(s — 3) 3 


Y ( s ) = 

右边第一项在例 2 的 （ a ) 中已经分解成了形如 （2) 的部分分式 •• 


25 + 5 , 2 

(s — 3) 2 卞 （ s — 3) 5 . 


y (5> 


.+ 


5-3 (S — 3 ) z (S — 3) 5 ’ 


= 2 ^(^}+ 11 ^- 




由定理 7. 6的逆形式 （1) 可知， （8) 中的最后两项是 




- = te 31 和迂 - 


= ? 4 e \ 


因此将 (8) 写为: y(r) 


_初值问题 

解）〃 + + 6) = 1 + e _ I ，）（0) = 0 ， y ’（0) = 0 • 


(8) 


^ y ( i ) -53-(0) - y (0) +4[^ Y (5> -3-(0)] +6 Y ( s )= + + 


25 + 


(/ +4 5 + 6) Y ( s )= ’ 


y ( 5 ) = 


2s + 


sis + 1) ( s 2 + 4 s + 6) 

因为分母中的二次项没有分解成实线性因子，所以 yg ) 的部分分式分解可以写为： 
w 、 1/6 , 1/3 .、-/2十5/3 

进一步，在逆变换的准备工作中我们已经把最后一项变为 形如例 2 中 （ b ) 所需的形式了 • 因此， 
根据 （6) 和 （7) 的结果，我们可以得到解 


y ⑴ =l^ 1 (T)+l^ I (7TlhY^ 1 {uTWTz)- ^ 


\ 42 

I (S + 2) 2 +2 
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| + + e - ! - -^-e 21 cos \[2,t - sin ^f^t. 


7.3.2 沿 f 轴的平移 

单位阶梯函数 在工程中，有一种函数起到“关”和“开”的作用.例如，作用于力学系统的 
外力或电路的外加电压在一段时间后会消失.为了方便起见，对这种特殊的函数进行如下定 
义，函数等于 0( 起到“关”的作用）直到时刻 i = a ， 该时刻以后函数等于 1( 起到“开”的作用）. 
这种函数称为单位阶梯函数 （unit step function ) 或海维赛德函数 （Heaviside function ). 

feaKWM 单位阶梯函数 

单位阶梯函数 （unit step function ) % (< — a ) 定义为 



注意，我们只在 t 轴上的非负部分定义％(« — a )， 因为我们只在这个区间上研究拉普拉斯 
变换.在更广的意义上有， 时％ (<_ a ) = 0. — a ) 的图像见图 7. 11. 

当用— a ) 乘以一个定义在上的函数/时，这个单位阶梯函数对应于函数图像上 
“关，，的那一部分.例如，考虑函数 / G )==2 f — 3 .对应于/图像“关”的那一部分，区间为0< 
t <\, 我们可以构造乘积(2卜3)%(«—1).请见图 7. 12. —般地，/⑴％“一 a ) 的图像在0< 
t < a 上为0是“关”的部分，而在上是“开”的部分， 



单位阶梯函数也可以用更简洁的形式来定义分段函数.例如 ， 若考虑区间0<«< 2 ， 
r <3, 以及吡 （《 — 2)和％0— 3) 对应的值，很明显，如图 7. 13 所示的分段函数等价于 


/⑴= 2 — 3 % —2) + %(t — 3). 


fit ) = 


g ⑴， 

力⑴， 


此外，一般形如 
0<£<a 
a 


的分段函数都等价于 

/⑴= gCi ) — g ⑴ — a) + hit) ^Uoit — a). 


m 
2 - 

(9) _ 

1 -, 


-1 - 

(10) 

' ;; ■ ■ 1 
I _ I 


类似地，形如 


图 7. 13 
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ro , 0 < i<a 

fit ) = \ g (0 » a < r < 6 (11) 

io, t^b 

的函数可以写为 

/ ⑴ =g(£)[ G tfc(i-a)-%(r-«]. (12) 

醒 分段函数 

用单位阶梯函数表示 no = P 0t, 0 5 ，绘出它的图像 • 

lo ， t ^ 5 

解 如图 7. 14所示/的图像.令 （9) 和 （10) 中的 a = 5, g ( t ) = 20 t , h { t )= 0 , 可得 / Q ) = 

20 t ~ 20 t U ( t - 5 ). ■ 

考虑在《彡0上定义的一般函数3^ = /(0.分段函数 

(0, 0 < « < a …、 

fit —a) — a) ( 13 ) 

[fit — a) , t^a 

在接下来的讨论中十分重要 • 如图 7. 15所示，函数 : y = /(r — a )%“一 a ) 在 a >0 上的图像和 
3； = / U - a ) 在上的图像是一样的（它是整个 ）= /(«) 的图像沿《轴向右移动《个单位得到 
的），但是在0<£<«上恒等于0_ 



正 如我们在定理 7. 6 中所看到的， /(«) 指数倍的变换可由 F ( s ) 沿 5 轴平移 得到. 作为下个 
定理的结果，我们可知无论何时 F ( s ) 乘以指数函数 ei ， a >0, 乘积 e -“_ F ( s ) 的逆变换是函数 
/以图 7. 15( b ) 所示的方式沿〖轴平移得 到的. 下面直接用拉氏变换来说明这个结果，它被称 
为 第二平移定理 （second translation theorem ) 或 第二移动定理 （second shifting theorem ). 

第二平移定理 

若 F ( s ) = ^{/( t )}, a >0, 则有 

X{fU-a) %(«-a)}= e^Fis). 

证由积分的区间可加性 ， r ~ e- S1 /U — a ) — a ) dt 可以写成两个 积分： 

Jo 

汉 {/(« — a ) 吡“1)}= e — ! 7( ti ) U ( t - a ) 办 + £ e ~ sl fU - a ) dt 

对于等于枣 对于等于 1 
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= j e^ st f it — a)di. 

若在最后一个积分中令 — 如=山，则 


5£ {/(<-a) ^(t-a)}= e~ s ^f(v)dv = e^/C^dt; = i£{/(«)}. ■ 

我们通常希望求出单位阶梯函数的拉普拉斯变换.这可以从定义 7. 1或定理 7. 7中得到. 
如果在定理 7. 7中/⑴=1,那么 / U — a ) = l , F (5) = i £{ l }= l /5, 则有 




(14) 


例如，利用（14)，图 7. 13所示函数的拉普拉斯变换为 

^ {/(f) }== 2 ££{!}- 3 ^{%(<- 2) }+££{%(<- 3)} 


定理 7.7 的逆形式 如果/(0 =汉- 1 { F ( s )} ，那么当 fl >0 时定理 7. 7的逆变换为 

X - 1 { e - < u F ( s )}= /( f - a ) G lfc (<- a ). (15) 

_使用公式 （ is ) 

解 （ a ) 令 a = 2， 则 F ( s ) = V(s —4) ，汉- 1 { F (.0 } = e 4 ‘ ，由 （15) 式可得 
泛 -i j ^ e - 2 i J = e 4<1 - 2) U ( t -2). 

( b ) 令 a = : r /2, 则 F ( s ) = W +9)， 1 { F ( s ) } = cos 3 t , 由 （15) 式可得 

泛 — 1 { ， - r^ e " M/Z }= cos3 (^f ) % (^1 )' 

用余弦函数的加法公式可以简化 上式. 证明简化后的结果为 一 sin 3« %(« — tt /2). ■ 

定理 7. 7 的另一种形式 我们经常遇到这样的问题，求函数与单位阶梯函数— a) 乘 
积的拉普拉斯变换，其中函数 g 没有写成定理 7.7 中 /G — a ) 的形式.为了求的 
拉普拉斯变换，需要通过代数运算把 〆 《) 变换成 / (f — a) 的形式•例如，若要利用定理 7 . 7 求 
f %“一 2) 的拉普拉斯变换，需要把 gG )=« 2 变换为/(【一 2 )的形式.请读者写出详细过程并 
证明 f = ( f —2) 2 +4( r — 2)+4. 因此 

eg ( t 2 — 2)} = {(r — 2) 2 — 2) + 4 (r — 2) — 2) + 4 — 2)}, 

等式右边的每一项都可以用定理 7. 7 来计算.但是因为这些运算是非常繁琐的，所以我们/给出 
定理 7. 7的另一种形式来简化 计算. 利用定义 7 . 1和从（《—心的定义以及代换 “ = « — «可得 

{g ⑴ ua-a)}=f^ n ⑴ cU = e-^g(u + a)du. 


也就是 


迂 {g(0%(« — a)}= e— m X {gU + a)}. 

_ 第二平移定理——另一形式 

计算汉 {cosf 一 7t) }. 


(16) 
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解令 g (0 = COSf ， fl = 3t, 则根据余弦函数的加法公式得 g(t + 7t) = COS(t + 7T) = — cosJ. 
再由（16)，得 

{cost - k) } =- e^ s iE{cost }=-■ 
s 十丄 

_ 初值问题 

, … (0, 0 < z < 7 t 

解 y +y = /( t )， 3>(0) = 5,其中 /( t ) = 。 \ . 

(3cos^, t ^ 7： 

解函数/可写为 /(0 = 3 cosi 吡“一 Tt )， 再由线性性和例7的结果以及一般的部分分式可得 

}+^{>-} = 3迖 { C osi %(«— 兀）}， 

sYds ) - y (0) + Y ( s ) =-3 -' 

(s + 1)Y(5)= 5 - - y ^ re -^ , 

夕+ 1 

加 = + 士—'令—吋 (17) 

然后如例6的计算过程所示，令 （15) 式中的 a = 7 t ， 括号中项的逆变换为 

S£-' | = e 一 ( 卜 " ） — Tt) ， i £ - 1 | -； i _ e -sin(i — tt) ^(t - tt), 

I -|-q—j-e _M J = cos (f - 丌 ) - jt). 

因此 （17) 的逆变换为 

y (t)= 5 e _( 4 - 吾 e -%(« — tt )— 吾 sin“ 一 tt ) %“一 兀) 一 音 cos (£_ n ) — 


= 5.(^ + 吾 [ e - + sint + cost^^UoCt — it) —三角函数恒等式 


f 5e - ■， 0 < £ < TT 

| 5 e^ + 音 e- ( 卜 + -|sin< + -|cost ， f > k • 


(18) 


用绘图工具可以绘出如图 7. 16 所示的 （18) 的 图像. ■ 

横梁问题在 5. 2节中，长为 L 的匀质横梁，每单位长度负重 wU )， 它的静态弯曲形态 


/• T ) 可以用线性四阶微分方程 

EI g = wCx) ， 09) 

来描述，其中 E 是杨氏模量，/是横梁横截面的惯 性矩. 当 wU ) 是分段函数时，拉普拉斯变 
换在解 (19) 式时非常有用•然而，为了能够使用拉普拉斯变换，我们必须按照惯例假设^(•^和 
W ( x ) 均定义在(0， + oo ) 上而不是(0, L ) 上.注意，下一个例子是边界值问题而不是初值问题 • 


til 边界值问题 

长为 L 的横梁，两端嵌人在支撑物里，如图 7.17 所示.当负荷为如下所定义的函数时， 


求横梁的弯曲形态 7( 工). 
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解因为横梁的两端嵌人在支撑物里，所以边界条件为〆0)=0, /(0)=0, ^(D=0, 
y ( L )^0. 根据 （10) 式，我们可以用单位阶梯函数表示 wU): 

zv ( x ) = U)。(1 - J-X )- w。(1 - - j-x ) % ( x - j) 

=^[♦1+ 卜-舍卜卜 -舍) ]■ 

对 （19) 式做关于 _r 的变换，得 


EI ( s 4 Y { s ) - s 3 y (0) —sV(0) — s/(0) — /"(0)) = ^\^11 


5 2 ' / 


⑽- < ⑼—，⑻ + 

若令 q = /(0),c 2 = y m (0), 则有 

^- C Y + Y + Wz[ I f-7 + 7^ 2 \ 

因此， 

★)=1^ 设 H 叫 ㈤ 

+ M ，- 1 ⑼-一，卜.普—叫] 


6 ? + ^ r [. 4 -叫工 


-y) a -舍) ]• 


把条件 y(u=0, y(L) = 0 代人以上结果中，可得一个关于^和。的方 程组: 


Y +C2 ： l" + i§if =0 
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$之，求出 q = l^f 


r , L 2 , 85 to 0 L 3 
CiL + Cz T + %OET 

Z 4^. 因此弯曲量为 


y ( x )= 


23xv q U 


3 w 0 L 
80 EI a 


1920EI 

练习 7.3 

7.3.1 沿 5 轴的平移 

在习题 1 〜 20 中，求给出的 F ( s ) 或/⑴. 
1. ^{/ e 101 } 

3 . 泛 U 3 e_ z, } 

5 . ^ {«(e'+e 2 ') 2 } 

7 . X {e'sin 3 t} 

9 . S { (l-e ( + 3 e _4i )cos 50 


xvp f 5 L 
60 E 7 lL "2" ： 


卜一 y ) 5 u { x ~ y )} 


2. ^ E { te~ 6t > 

4 . ^£{t 10 e 7t } 

6. ^{ e 2 l (/- l ) 2 } 

8 . ^ {e- 2 r cos 4 t} 

10 . igje 31 ( 9 - 4 f + 10 siny ) } 


11 . 


17 . if — 


(s-h2) 3 


Is 2 - 6 s^hl 0 ) 


i + s } 


12, SE~ l I 

14 . I 

16 . I 


(厂 l ) 4 


3 + 25+5 / 
25+5 i 

7+67+34 


19 - 


18 . X' 


20 . ^ 




在习题 21—30 中利用拉普拉斯变换解所给的初值问题- 


22. _y’ 一 _y = l + /e r ，： y(0) 二 0 
24. y'-Ay^-Ay^t 3 e 2t , y(0) 二 0 ， y'(0) = 
26- y f -4y r ~{-4y= : t 2 , ^(0) = 1, /(0) = 0 
28. 2/ + 20：/ 十 51) = 0 ， ^<0) = 2, yW' 
30. y'—2y /J t5y=l-ht, yC0) = 0, y(0)- 


21.：/ + 4 ： y=e — ： y(0) 二 2 
23./ + 2y + y = 0, >-(0)-1, /(0) = 1 

25. y f — ^y = 3 )( 0 ) = 0 , jy^CO) = 1 

27./—6：/ + 13 尸 0, : y( 0 )= 0 ， ： y’( 0 ) = —3 

29. y r ~y ^^cost-, 3 »( 0 ) = 0 , ； y'( 0)=0 

在习题 31 和 32 中，使用拉普拉斯变换和例 9 中的方法解所给的边界值问题. 

31. y+2y +y^0, /(0) = 2, >>(1)=2 32. /+ 8 /+ 20^ = 0, y(0) = 0, y(.n)=0 

33 . —个 41b 的重物使弹簧伸长了 2 ft. 这个重物从平衡位置上方 18in 处由静止释放，这个运动发生在介 
质中，该介质所施加的阻力等于 7 / 8 倍瞬时速度_用拉普拉斯变换写出运动的方程 • 

34. 回顾在 LJ?C 串联电路中，电容器上瞬时电荷 9(:) 的微分方程可由 

EU). (20) 






C q 


描述.请参考5_ 1 节. 当 L=lh, R = 20 n , C = 0. 005f, EO) = 150V, t > 0 , q( 0 ) = 0’ i (0) = 0 时， 
利用拉普拉斯变换求 9“). 电流是多少？ 、 

35.考虑一个恒定电压的电池，它给电容器充电，如图 7 .1 8 所示.用 L 去除方程 （20) 的两端，定义 

2a = R/L, = 用拉普拉斯变换证明约束条件为</( 0 ) = 0 ， K0)=0 的方程 f+ZAg' + o/gsEo/L 






图 7.22 


图 7. 23 
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m 

> 54 - m 



KA ' 

1 



a b { 

a b 


图 7. 24 

图 7. 25 


在习题55〜62中，用单位阶梯函数表示出每个函数 • 求所给函数的拉普拉斯变换, 



(2, 

0«3 

(1， 

0<f<4 

55,/W = 

(-2, 


56./(r 卜如， 

4<f<5 


(0, 

oKt<l 

il， 

n f 0 ， 

0C^<3tt/2 

57. /(£); 

U 


58. 

\ sir^ ， 

^3tc/2 



0<t<2 

户 … fsinf, 

0<«<2tt 

59./U) = 

L 

t>2 

60 - /U)= (o, 

t^2rz 

61. 

m 

i - 

1 - 1 

62. /(r) 

3- 

2 - 

1- 

1 

i i 

i - \ i 

i i i 

-r—! ! 

till 
■ »_ _ 1 - » 



a b f 

矩形脉冲 

图 7.26 


12 3 4 

阶梯函数 

图 7. 27 


在习题63〜70中， 
63. y + ： y =/ ⑴， 


用拉普拉斯变换解所给的初值问题 • 


: y(0)=0， 其中 /(0-= 


0 Kt<l 


64. y + ： y =/( t )， ： y (0)=0, 其中/⑴二^ 1 ^， 

65. ：/ + 2厂/⑴，： y (0)=0， 其中 /( f )=「。’ 

66. / + 4y=/(f)* >-(0) = 0, y(0) = — l， 其中 


0«1 

0<，<1 

^1 


0<i<l 

^1 


67. ：y" 十 4：y=sinf ，： y(0) = l，y (0) = 0 

68. /—5 y + 6： y =^ U _ l )， ： y (0) 二0, /(0) = 1 

「0， 0<r<n 

69t y^4 y == f (<t ) i 3；(0) = 0, : y’（0) = 1， 其中/(名）=^1， n <, t < 2 n 

[0， 

70. /+4/ 十 3：y=l —呶 （ f —2) —4) + 呶 O —6)， ： y (0)=0， ： /(0) = 0 
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ft 71 .设一个 321b 的重物使弹簧伸长了 2ft. 如果重物从平衡位置处由静止释放，外加压力 /U) = 20i 在 
0<«<5 时作用在系统上，然后移掉，求运动: Kt) 的方程（请参考例 5). 忽略任何阻力.用绘图工具 
绘出 ：<：(£) 在区间[0, 10] 上的图像. 

72. 若外加压力 / U ) = sin £ 在 0< i <27 u 之间作用在系统上，然后移掉，求解习题 71. 

在习题 73 和 74 中，利用拉普拉斯变换求解 RC 串联电路上电容的电荷 gU), 受给定条件的约柬 • 

73. 9 (0)=0, R = 2. 5ft, 74. g(0) = q„ , = 

C=0. 08f, £( t ) 如图 7. 28 所给. C=0. If , £(0如图7.29所给. 


E ( t ) 

1 E ( t ) 

j \ 

5 - 

t - 

| 30- 

7 \ 

—1— 


3 f 

1.5 


图 7. 28 

图 7. 29 

( a ) 用拉普拉斯变换求解单回路 U ? 串联电路中的电流，；（0> = 0, 1 

)= lh ， R - 


£ ： (t) 如图 7. 30 


所给. 

□ ▲ (b) 用计算机绘图程序绘出在区间上的图形.用图像估计 i ™* 和“，即电流的最大和最 

小值. 

76. ( a > 用拉普拉斯变换求解只 C 串联电路中电容器上的电荷9“），< 7 ( 0 ) = 0, R = 50 n , C =0.0 l £, E ( i ) 如 
图 7. 31所给 • 


E0) 



E(t) 

Eq *■ r 

I I 

I _ I 

— 1 3 


图 7. 30 


图 7_ 31 


^ (b)aE„ = 100V . 耐算齡醒序绘 tiu(f) 在区 ’ 上酬像 . 顧像估计“’純荷的 
最大值 . 

77. - 个悬臂梁左端嵌人在支撑物内，右端自由运动 . 用拉普拉斯魏求解弯曲量#，其上所受的载荷为 

0 < x < L/2 
L /2 < x < L . 

78. 求解习题？ 7, 横梁上的载荷如下所给： 

(0, 0 < x< L/3 

•wix) = J ujo > L/ 3 < x < 2L/3 
[o, 2L/3<x<L. 


W 0 ， 
0, 
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79. 求解悬臂梁的弯曲量; yU ), 左端嵌人在支撑物内，右端自由运动，载荷如例 9 所给 • 

80. —个梁的左端嵌人在支撑物内，右端简单支撑.求解弯曲量 〆X )，载荷如习题77所给. 

讨论题 

81. 讨论如何改写下列每个函数，使得定理 7. 7可以直接用于求出所给的拉普拉斯变换.用本节的（ I 6 )式 
检验所得的答案. 

( a ) ^{(2 t + l )%( i - l )} ( b )£ g { e - <ll(.t-S)) 

( c ) 汉 {cost — Jt )} ( d ) ig {(2 2 -3/)%<«-2)} 

82. ( a ) 设用符号 h 代替 a 后，定理 7. 6 仍然适用，其中6是实数， i 2 = —1. 证明用父 U #} 可以推导出 

^{tcoskt} = 和 

( b ) 利用拉普拉斯变换求解初值问题 x " + a /:r = C os (0 t ， x (0)=0, x (0) = 0. 


7.4 加法运算的性质 


本节中我们介绍一些便于运算的拉氏变换加法运算性质.我们将求一些特殊函数的拉普拉 
斯变换，这些函数是某个函数与《的正整数次幂的乘积，或者是与某个积分的乘积’或者是与 

周期函数的乘积.在本节中，我们还将利用拉普拉斯变换求解一些新类型的方程- Volterm 

积分方程、积分微分方程，以及施迫函数是周期分段函数的常微分方程. 

用 Z " 乘以函数函数/(0与 i 乘积的拉普拉斯变换可以通过微分 / G ) 的拉普拉斯变换得 
到.若 FG ) = ^{/ U )}， 并假设微分和积分的次序是可以交换的，那么 

A F ( 5 ) = e - “/⑴& = f f ( O^dt =-£ e 、/( t ) d «=—££ U /(0} ; 

也就是， 

可以用上一个结果求出 《 2 /( t ) 的拉氏 变换： 


由前面两种情况可以归纳出汉的一般结果 • 

变换的导数 

如果 FG ) = ^{/(0}， n = l , 2, 3, •••, 那么有 

ig {«"/(0}= (—1)" £^ F ( s ). 

_使用定理 7. 8 

计算叉 Usin 是 r}. 

解 令 /( f )= sinh ， FCs )= k /( s 2 + k 2 ), n = l , 由定理 7. 8 得 

f ] d / k \ 2 ks _ 

^{t s inkt}^- Js ^{s- m kt}=- Is [ ； r T¥ )= 

若要计算和汉 U 3 sint }， 我们依次需要做如下事情，先对例1中关于 s 的导数 
取负号，然后 再对汉 { fsink } 关于 5 的导数取负号. 

注求函数 re a , 的交换，我们既可以用定理 7.6 也可以用定理 7.8. 例如， 
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定理 7. 6:汉 Ue 3; }= XUh-d = 


s 2 I j-^3 (s — 3) 2 


m 初值问题 

解 ： r 〃 + 16 _r = cos 4«, x (0) = 0,^'(0) = 1 . 

解这个初值问题描述了弹簧上的质点在受迫、无阻尼的情况下做简谐运动的模型.质点 
初始时刻从平衡位置以向下 lft / s 的速度开始运动 • 

对微分方程进行变换，可得 

(5 2 + i 6) X ( 5 ) = i + s t ^ 或 xg ) = T ^ + cTTIej 1 - 
现在，正如我们在例1中所看到的 


(1) 中的々 = 4,再由定理 7.3 的 （ d )， 可得 


:⑴=+ 龙 - 1 (/TTeKi ((/ + 16) 2 


卷积若函数/和 g 在[0，+^)上是分段连续的，那么一种用 /* g 表示的特殊乘积定 
义为积分 ； 

f * g = \ fir ) g(t — r ) dr > ⑵ 

Jo 

它称为/和 g 的卷积 （ convolution ). 卷积 /* g 是《的函数.例如， 

e 1 * sim = (^ e r sin(r — r)dr = — sint — cosf + e *). (3) 


请读者证明 

j* /(r)g(，- r)dr = J。/(« - r)g(r)dr; 

即这表示两个函数的卷积是可交换的.请参考练习 7 . 4的习题 

函数乘积的积分不一定是积分的 乘积. 然而，特殊积分（ 2 )的拉普拉斯变换是，和&的拉 
普拉斯变换的 乘积. 这意味着可以不通过计算（ 3 )中的积分就可以求得两个函数卷积的拉普拉 
斯变换.这个结果就是卷 积定理 （convolution theorem). 

EMm 卷积定理 

如果 / ⑴和貧⑴是 [0, +00) 上的分段连续函数，且是指数阶的，那么 
x{f*g} = } = F(s)G(s). 

证令 

F(s) = ^ {/(«)}= f e^/(r)dr, 

Jo 

G(s) = ^{^( 0 } = £ eK 沪 d(3. 
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因此，我们有 


F ( s ) G ( s )= (£°° e -* r /( r ) dr )(|^° e ^ g ^ dp ) 

= JT ° J 7° e ^^/ C ^ gC^drdjS 

=/( r ) drj ^ e -^ g ( p ) d ^. 

保持 z ■固定不变， 4 - t = z + P，dt = 邱 ， 因此 

F ( s ) G ( s ) = J 厂 /( r ) dr 厂 e ~ a ' g(t - r ) dt . 

在斤平面上，我们在图 7.32 中的阴影部分上进行积分.因为/ 

和 g 是[0, + oo ) 上的分段连续指数阶函数，所以积分次序可以 
交换： 

F ( s ) G ( s )= J e -1 *dfJ f (. r ) g(.t — r)dr 

=J e - ** |J /(r)g(i — r)dr|df = ^ {/* g}. ■ 

MB 卷积变换 

计算泛 I j e r sin(f — r ) dr | . 

解 令 /( t ) = e ‘， g U ) = sim ， 由卷积定理可知 / 和 g 卷积的拉普拉斯变换就是它们拉普 
拉斯变换的 乘积： 

^{£ ersin( ， -r)dr}=2{e<}.ig{ S inf )= ^ ( s - DCs 2 + 1)* ■ 

定理 7. 9 的逆形式 卷积定理有时在求两个拉氏变换乘积的逆变换时是非常有用的.由定 
理7 q 百 T 得 

{ F ( s ) GO )}= f * g . ⑷ 

在附录 C 的拉普拉斯变换表中，许多结果都可以用（ 4 )式推导出来.例如，在下个例子中我们 



可以得到表中的第 25 项： 

2 k 3 

X {sinfe — ktcoskt }= (p + 是 2)T . 


(5) 


_ 作为卷积的逆变换 

计算 ^'{(TTWI - 

解令 

F(s) = G(s) = 


因此 

由 （4) 式可得 


胗 1 ((7 W 7} = f £ — “-施 


( 6 ) 
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回顾三角函数公式 

cos(A + B) = cosAcosB — sinAsinBf 
cos(A — B) = cosAcosB 4 - sinAsinB . 

用第 2 个等式减去第 1 个等式，可得 

sinAsinB = ~^[cos(A — B) — cos(A + B )]. 

若令 A 二 k T ，B = kU — r) ， 计算 （ 6) 中的 积分： 

- 叫 “ 2+ 、 2)2 }= 士 J : [cosK2r-0-cosfo]d r 

= 2F[^ sinK2r_<) ~ rC0s ^l 

_ sin 扣一 ktcoskt 
~ ^2k 3 ' 

给等式两边乘以找 3 ，即可得 （5) 的逆形式. ■ 

积分变换 当 g ^) = l ， 汉 U ( i )}= GG ) = lA 时，卷积定理就给出了 /积分的拉普拉斯 

变换 

O ) +竽. ⑺ 

(7) 的逆形式为 

/(r)dr = (^~}> ⑻ 

当 s n 是分母的一个因子，且 /( t )== ie - 1 { f ( s )} 比较容易积分时，它可以用来代替部分 分式. 
例如，我们知道当 /( f ) = siru 时， F (5) = l /(5 2 + l ), 再根据 （8) 式，可得 


迖-] 


sinrdr = 1 — cost , 

0 

X~ l 

[ 1 1- f 

.t • 

(1 — cost) dr ^ t~ smt, 

0 

U 2 (5 2 +l)| j 

X- 1 

L 3 (s 2 + 1)1 j 

V 1 

(r— sinr)dr = ~^t z — 1 + cost 

o 乙 


等等 • 

沃尔泰拉积分方程卷积定理和 （7) 中的结果有助于解一些其他类型的方程，在这些方程 
里未知函数在积分号下. 下 一个例子我们从沃尔泰拉积 分方程 中解出 f ⑴， 

fit ) = g (0 + | f ( r ) h(t — r ) dr . (9) 

函数 gO ) 和 AG ) 是已知的.注意 （9) 中的积分有形如 （2) 的卷积，只是用符号&代 替了尽 • 

tana 积分方程 

从 /⑴= 3 t 2 - - /( r ) e ^ d r 中解出/⑴. 

解 由积分学可知 — = e ， _ r 使得 = e ‘. 对每一项进行拉普拉斯变换，特别地，由 

定理 7. 9知，积分变换为 卜打 s ) 与汉 { e '}= l /( s _ l ) 的 乘积： 
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FG) = 3 十 itl- 

从此方程中解出 FG ), 并进行部分分式分解，求得 
f (5> = 


F (5) 


7TT' 


再由逆变换得 


/ U )= 3艾 - 1 (7 卜父 — 1 {^}+ 泛― 1 { y }- 2 ^- 1 )； 


= 3 t ! - t 3 + l -2 e - 1 . ■ 

串联电路 在一个单回路或串联电路中，基尔霍夫第二定律说明电感线圈、电阻和电容上 
的电压降之和等于电路的外加电压 £(0. 现在分别知道电感、电阻和电容的电压降为 

L 羞，兄⑴，及 i ( r ) dr , 

其中 *_(«) 为电流， L 、 i ?、 C 均是 常数. 电路中的电流如图 7.33 所 
示，由如下 积分微分方程 （integrodiHerential equation ) 确定 'll -1 (- 

+ + f ( r)dr = £(«). (10) C 

_ 积分微分方程 



图 7. 33 

求单回路 U ? C 电路中的电流 iO) ， L = 0. lh , R = 20, C =0. If , i (0)=0， 外加电压为 


ECO = 120t-l20t<HCt-\). 

解利用题中的数据，方程 （10) 可以写成 

0. 1 + 2 i + loj ' i ( r)dr = 120(-120 i % (r - 1). 

根据 (7) 式得龙 i ( r ) dij = J ( 5 )/ s ，其中 I ( s ) = i £{ KO }. 因此积分微分方程的拉普拉斯变 
换为 

0. 1sJ( 5)+2J(5) + 10^ = 120[+_+e- s —+e_ s ]. 一由 7.3 节 (16) 式可得 

给方程两边乘以 10 s ， 利用 s 2 +20 s + 100=( s +10) 2 ， 解出1 X 0，得到 


I ( s ) 


= 1200 [7(s + 10) 2 一 s ( s +10 y e ! — Cs +10) 2 


由部分分式可得 


I ( s ) 


： 1200 [ 1 ^ 


1/100 

x+io' 


e ~ ! 


1/100 _ 
5+10 ' 

1/10 

(5 十 10) 2< 


1/10 — 1/100 
; + 10) 2 s 


a 


10 ) 2 ® 


根据第二平移定理的逆形式和 7. 3节的 （15) 式，最后可得 

i ( t ) = 12 [ 1 -% G — 1 )]—12[ e — 仙 一 e — 1 。 (广 d 吡 
一 120« e - 101 - 1080(«- l ) e — 10 (卜 ” 
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用分段函数的形式可以把前述解写为 


fl2 - ^e- 10 ' - 120^ 101 , 0</< 1 

/( f ) = s 

[-12 e — 仙 + 12 e— 1<K, — n — 120 fe 101 - 1080( f - l ) e — ⑽卜 1 )， t ^ l 

根据解的上述形式，利用 CAS 软件可以分別在两个区间上绘出 2 '( d 的图像，并将两个图像合 
在一个图形上.注意在图 7. 34中，尽管输人 EU ) 是不连续的，但是输出或响应是连续 
函数. ■ 

周期函数的变换若周期函数/的周期为了， T >0, 则有 /(:+ T )=/(?〉. 周期函数的拉 
普拉斯变换可以通过对其在一个周期上进行积分得到. 

周期函数的变换 

若/(«)是[0， +«=) 上的分段连续函数，且是指数阶的，周期为 T ， 则 

汉 {/(0}= r ^ =7f £ e j/wd i . 


证把/的拉普拉斯变换写成两个 积分： 

泛{/⑴ }= J : e - S, /(，) dt + J 7° e- !t fCt)dt. 

令 t = M + T , 最后一个积分变为 

厂 e - V ⑴士 = |厂 e - 紐) / U + T ) d “ = e - e^fiu)du = e* sT 泛{/(0}. 


因此 2 {/(«)}= J" fl T e — 5, /⑴ d « + e— sT }. 


从这个方程中解出汉 {/(〖）}， 定理即可得证. 

_周期函数的变换 

求图 7. 35所示周期函数的拉普拉斯变换 • 



解 


函数£⑴称为方波，周期为丁 =2. 在区间 0< i <2 上， E ⑴定义为 


五 ⑴= IS 


0 <«< 1 
1 < «< 2 


这个区间之外的部分由 /G + 2)=/( t ) 定义. 由定理 7. 10, 
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{ EO )} = I^lo el ⑴出= 油 + 


Odi 


- e— 2 * = ( 1 + e—* > ( 1 - e— s ) 


5 (l + e - s )' 

_ 周期 性的外加电压 

单回路 Li ? 串联电路中的电流 i ( i ) 可以用如下微分方程描述 

d £ 

求电流 z ' U ), K 0) = 0, EU ) 为图 7. 35所示的方波函数. 

解由上个例子中的（11)，微分方程的拉普拉斯变换为 


( 11 ) 


( 12 ) 


Lsl ( s ) + J ? J ( S ) = 


3 或 Ks ) = 


1 /L 


s(l + e - ! )— - 5(5 + J ?/ L ) 1 + e - s . 

为了求最后一个函数的逆拉普拉斯变换，我们首先使用几何 级数. 令工=^， s > o , 几何级数 


.e— 3s + 


= L/R 


' s(s + R / L ) 


l= 去 ( l _ 
= 去(1- 


我们可以把 （13) 式改写为 


■，+ R/L 

t~ s , e^ 2s 


j ( l - e ^ 十 e— 2s — e — 3 ' 十…） 


e — 21 


e— 3s 


： + R / L ^ 


+ R/L s + R/L 


对级数的每一项都应用第二平移定理的形式，我们可得 




= ^(1 — %(卜 


1) +<?<(<- 2) - %(«- 3) + -) 


< UU - 1) + e - RU - 2UL <%(? — 2) - e - R<, - 3>/, - ^UCt - 3) + •••) 


或等价于 

at ) = 4(1— e 一雌 ） +4公 ir (I - e - R(t ^ )/L ) ^ U(t - n ). 

为了对这个解加以解释，我们设只=1， L = l , 0<(<4. 在这种情况下， 

i { t ) = 1 — e — 1 — （1 — 疒 1 ) — 1) + (1 — e — 心 2) )%( r -2)-( l - e — ⑹） ） ％“ 一 3) ; 

换言之， 

0<«< 1 
1 < 2 

e - ㈣ ， 2 < i < 3 

-( 卜 2) + e - (卜 3) ， 3 < / < 4 
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A) 在区间 0<t<4 上的图像如图 7. 36所示，可以用 CAS 绘出. 


练习 7.4 

在习题1〜10中，求解 F ( s ). 
1. ^{ tcos2t } 

3* { t z sinhi} 

5. ^{te 2( sin6i} 

7. 汉 {1 * r 3 } 

9. r * e^ost) 

在习题 11 〜 18 中 


2. 泛 Usinh3t} 

4. SE it 2 cost} 

6. 迖 Ue 一 &cos30 
8. 5 £{ t 2 * re 1 } 

10. S £{ e zc ^ sint ] 

不用积分，计算给出的拉普拉斯变换. 



图 7. 36 


n. ie{£e-dr} 

12， S {£cos r dr} 

13. if || e _r cosrdr| 

14. if | J rsinrdr | 

15 , ^{{>e-dr} 

16. |J sinrcos(z — r)dr 

17. if 卜 j* sinrdr } 

18. {f£re' T dr} 


19. 用 （8) 式计算所给的逆变换. 

(a)i£ "(7G=I)) <b) ^" { 5 2 (,-i)l ( ⑽ - ’Ui)} 

20. 附录 C 中的表不包括下面的项 


^ ( a ) 用 （4) 和 （5) 中的结果计算这个逆变换.用 CAS 计算卷积积分， 

( b ) 重新计算 U ) 中的答案.可以用不同的方法得到这个结果吗？ 
在习题21 〜 26中，利用定理 7. 10求给定周期函数的拉普拉斯变换. 


21 . m 

i - 

22. 

- 1 I - 1 「 /⑴ 

j j j 丨一 1 

-1 1-1 I - " 

III ) 

III ) - 

-i - 

23. /(/)- 

a - 

a \ 2a \ 3 a j ^ a \ t 

[…」 i 

曲折函数 

图 7.37 

24. f ( t ) 

V\/\ A/y - 

a 2a 3a 4a 

正方形波动 

图 7. 38 

ZNZN / 


b lb 3b 4b 

12 3 4 


锯齿函数 

三角形波动 


图 7. 39 

图 7. 40 
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26. 


m 


： r\ 


k 2k 3n 4 k 
siru 的半波动流 
图 7. 42 


在下面的习题中如有必要可以使用附录 C 中的拉普拉斯变换表. 

在习题27〜32中，用拉普拉斯变换求解给定的初值问题. 

27. y-\~y = tsmt , y (0) = 0 

28. = y (0) = 0 

29. y -\-9 y = cos 3 t , : y (0) = 2， ： y '(0) = 5 

30. /- hy - sin ^ y (0) = l ， 3 /( 0 ) = —1 

( cos 4 c , 

31. / 十 16 ：y = / ⑴，3>(0)=0，/(0)-1,其中 / U )= 、 

10, t^n 

fl, 0<t<n/2 

32. /+： y =/(0, : y (0) = l ， y (0) = 0, 其中、 

I sini , t ^ n /2 

fl ^33. 用拉普拉斯变换和习题 20 的结果求解初值问题 / + ： y = siiU + i S ir ^， y (0) = 0, /(0) = 0. 用绘图工具 
绘出解的图像. 

Ji .34. 用绘图工具绘出所给解的图像- 

( a ) 习题31在区间 0< f <2 K 上的 y (0. 

( b ) 习题32在区间0<?<知上的 yit ), 

在习题35〜44中，用拉普拉斯变换求解所给的积分方程或积分微分方程_ 

35. fit)dr = t 

36. fit ) = Zt — 4^ s \ nrf{t — r)dr 

37. fit ) = te c + r)dr 

38. fit ) + 2 jV ( r ) cos(f — r)dr =4 e -‘ + sin ， 

39. / ⑴ +| Q /( r)dr = 1 

40. fit ) = cos ，+ j o e- r /U — r)dr 

41. f (0 = l + f -| J:(r 叫 ) 3 /( r)dr 

42. = J \ e r - e - r )/(^- r)dr 

43 . 3 / (，） 二 1 — smt — J* )(r)dr ， ： y( 0 ) = 0 

44 . 孕十 6 v ⑴ +9 f \ y ( r)dr = 1» y (0) = 0 

at J 0 
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fii 在习题45和46中，解方程 （10), 初始条件为 K 0)=0, L 、 J ?、 C 、 如下所给.用绘图工具绘出解在 
区间上的图像. 

45. L = 0. lh , R = ZC 1 , C =0. 05 f , E ( f ) = 100[% ( f -1) - % (/-2)] 

46. L =0. 005 h , R = in , C =0. 02 f , E (0 = 100[«—( f —1)<% Cf —1)] 

1 在习题 47 和 48 中，解方程 （12)， 初始条件为40) = 0, E ( t ) 如下 所给. 用绘图工具绘出解在区间0<«< 

4上的图像， L = l , R = l . 

47. EG ) 是习题21中的曲折函数，振幅为1， a = l . 

48. E ( r ) 是习题23中的锯齿函数，振幅为1， 6 = 1. 

在习题49和50中，解受迫有阻尼的弹簧/质量系统模型 

m^-+^ + kx = /(«, x(0) = 0, x(0) 

其中施迫函数/是给 定的. 用绘图工具绘出 xU ) 在指定区间上的图像. 

49. m = l /2, /3=1, k = 5 , /是习题21中的曲折函数，振幅为10, a=i 

50. m = l , /3=2, k = l , /是习题22中的正方形波动，振幅为5, a = n 

讨论题 

51. 讨论如何利用定理 7 . 8求解 

52. 解释 ： f * %(£- a ) = y («-<2) 2 %(«-«)■ 

53. 在 （6) 式中，我们看到的结果龙{£/&)扣}= F ( s )/ s ，其中 FG ) = i £{/ U )}， 这可由 gU ) = l 时的 
卷积 得到. 用本章的定义和定理，用两种或两种以上的方法求出同样的结果. 

54•讨论如何证明•并给出证明过程 • 

55. 拉普拉斯变换不适合解变系数的微分方程；但是，它可以在有些特殊情况下使用. 

( a ) 拉盖尔微分方程 a〃+(i — oy+"^=o 有多项式解，》是非负整数.这些解自然称为拉盖尔多项 
式， 用汉表示. 用本节的定理求解《 = 0, 1，2, 3, 4时的迖已知 〆 0) = 1. 
( 1 ) )证明汉|^$^6- , 1=70),其中 Y ( s ) = ig {; y} ，： y = L »( i ) 是 （ a ) 中微分方程的多项式解 •可得 

L „(0 = ^ 盖 re - = 0，1，2,…. 

由这个关系式可以得到拉盖尔多项式 ， 类似于得到勒让德多项式的罗得里格斯 公式. 请见 6 . 3 节 
(22) 式. 

计 算机实 验作业 , 

56. 在本题的 （ a ) 中，我们使用 Mathematica 命令行来求解微分方程的拉普拉斯变换，并通过求逆变换得 
• 到初值问题的解.在 Mathematica 中，函数 y («) 的拉普拉斯变换可以用 LaphceTtansfonnEyCt ], t ， 幻得 

到.在这个语句里，我们用符号 Y 代换 LaplaceTransform[y[t] ， t ， s ]. (如果没有 Mathematica , 就 
用 CAS 句法中相应的语句代替 • ） 

U ) 考虑初值问题 

/ + 6 y 十 9 ：y = rsiru ， 〆 。） = 2,/ (0) 二 一1. 

加载拉普拉斯变換软件包，按照下面的命令行依次执行 • 拷贝输出或打印出结果. 

diffequat=y"[t] +6, [t] + 9y[t] = = tSin[t] 

transformdeq =LapiaceTransforin[diffeqiiat ， t ， s]J . {>[0]—>2, 


= 0. 

t ， 

，0<之<4丌. 
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y'[0] — 〉一 l，LaplaceTransform [y[t], t, s] — 〉 Y} 
soln=Solve[transformdeq, Y] // Flatten 
Y = Y/. soln 

InverseLaplaceTransform[Y ， s ， t] 

(b) 修改 (a) 中的程序，求解 

: y’ + 3 ： y’ 一 4：y = 0,y(0) = 0,^(0) = 0,^(0) = 1. 

( c ) LC 串联电路中电容器的电荷 9(0 由如下模型给出 

g + g= l — 4嗞 U — tc)+6 嘞 U —3it)，g(0) = 0，g'(0) = 0. 

修改 (a) 中的程序求解 VO. (在 Mathematica 中，单位阶梯函数嗞 “ 一 a) 写为 UnitStep[t — a].) 绘 
出解的图像. 

7.5 狄拉克 S 函数 

力学系统经常会受到短周期的强外力作用（电路也会受到这类电动势的作 用）. 例如，振动 
的机翼会受到闪电的电击，弹簧上的质点也可能受到球形锤子的 
猛烈击打，一些球(棒球、高尔夫球、网球）当受到某种球棒(棒球 
棒、高尔夫球棒、网球拍）的猛烈撞击时会被击飞.请参考 
图 7. 43. 我们从考虑一种函数开始我们本节的讨论，而该函数可 
以作为这种外力的数学模型 • 


单位冲量 

分段函数 




[°， 

0 ^.t <i t 0 — a 


SAt - 

~ to) = \h 

t 0 — a ^ t<C t Q -]-a 

(1) 


U 

t 0 + a 




的图像如图 7. 44( a ) 所示，其中 a >0, to >0. 对于很小的一个 a 图 “网球拍受到一个作 
值，么 （ f — to ) 是一个很大的常函数，它的周期很短，大约是土，起 用在球上的短周期 强外力 
到“开 ，，的 作用. 当 a —0 时， f 。） 的形态如图 7. 44 ( b ) 所不.函 

数表 ( f 一心）称为单 位冲量 (unit impulse ), 因为它有一个积分性质 J "/ SAt-Odt = 

狄拉克6函数在实践中，用另外一种单位冲量更方便， 

义为极限 


-个近 似于也 “一«。）的“函数”定 


8 “ 一 t 0 ) = \ iTnS a (,t — t 0 ). 


(2) 


这个表达式不是一个函数，它有两个性质 

f+oo, t = to 

⑴价 - f 。叫 0， …。， 

单位冲量汉 f — f 。） 称为狄拉克 S 函数. 

假设⑽ ( D 卜贝 U 可以得到狄拉克占函数的拉普拉斯变换. 


| + 8(.t — t 0 )dt = 1. 
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l /2 oi 


h~ a h 十 a 

a ) 6 a ( t ~ t G ) 的图像 


b 沁 一0 时 ^ 的形态 


图 7.44 

teaHjMII 狄拉克5函数 

对于《。>0，有 

X { dCt - t 0 )}= e ' 

证 首先，由 7. 3节的 （11) 和（12)，我们可以用单位阶梯函数表示 — 


d a it — t 0 ) 


Ta 


— (^o — a )) — °U it — ( t 0 + a ))]. 


再由线性及 7. 3 节的 （14)， 这个等式的拉普拉斯变换为 

1 rf> - '°0 _a) e -Kr 0 +a) 


X {8 a (t — t 0 )} = 


~十幻- 1 

厂」: 




2 a L s s 」 V 

因为当 a -0 时 （4) 有待定形式0/0,所以可以应用洛必达法 则得： 

义如 一 \ 


(3) 


(4) 


当 h = 0 时，可以从 （3) 式得到 

^£{ d ( t )}= 1. 


limf - 
a -»0 V 


2 sa 


这个结果强调 50) 不是我们前面所考虑的一般类型的函数，因为由定理 7. 4 可知，当^时， 


有！{/⑴}— 0. 

咖㈣两个初值问题 

解 _ y 〃 + jy = 45 (Z — 27 T ) ,约朿分别为： 

( a ) ^(0) = l ， y ’(0) = 0 ( b ) : y (0) = 0，）'(0) = 0 

这两个初值问题可以作为描述弹簧上质点在无阻尼介质中运动的数学模型.在《 = &时 
刻，质点受到猛烈的 撞击. 在 （ a ) 中，质点在平衡位置下方1单位距离处由静止 释放. 在 （ b ) 
中，质点在平衡位置处于静止状态. 

解 （ a ) 从 C 3) 式可知微分方程的拉普拉斯变换是 

s 2 Y(5)-5 + Y(5) = 4e- 2 « 或丫 (5) = i -iqry+ i 4 1 p3- 
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利用第二平移定理的逆形式，可以求得 

y(t) — cos^ + 4sin(i— 2k) — 2tt). 

因为 S inU —27 r ) = siru ， 所以前述解可以写为 


义⑴ 


(5) 


| cosr ， 0 < r 〈 2丌 

[cost + 4 sim , 2n 

在图 7.45 中，我们可由 （5) 的图像看出质点在做简谐振动，直到在 f =27 t 时刻受到撞击运动状 


态改变.单位冲量对它的影响是使振幅增大到了 #， t>2n. 
( b ) 在这种情况下，方程的变换可以简化为 

lp~ 2nS 

^)=7 + 1 ' 


y ( t ) =4 sin(;f — 2丌)％ (，一 2丌） 

=| 0 ，. (6) 
1 4sim , i^2tz 

如图 7.46 所示 （6) 的图像，正如我们从初始条件中所期望的那样，质点直到 Z = 27 t 时受到 


撞击后才开始运动. 



图 7. 45 



图 7. 46 ■ 


注 （ 丨）若是通常意义下的函数，则有本节前面所述的性质 （ 丨），也就意味 
着|" +0 °犯一 t 0 )cU = 0而不是| 十 8( t ~ t 0 )dt = 1 . 因为狄拉克5函数不同于一般普 

通的函数，所以尽管它能产生正确的结果，但是刚开始的时候却遭到不少数学家的置 
疑.然而，在 20 世纪 40 年代，法国数学家 Laurent Schwartz 在他的著作 《La Th 如 rie 
de distribution 》 里严格地证明了狄拉克的这个有争议的函数，结果产生了一个崭新的 
数学分支，称为分布理论 （theory of distribution) 或广义函数 （generalized function ). 
在这个理论中， C2) 不是於 t — r 。） 的一个定义，也不是函教值取+ 或 0 的函数.尽 
管在这里我们不打算深入讨论这个话题，但是狄拉克$函数作用在其他函数上有着很 
好的性质.若/是连续函数，则 

r °° t 0 )dt = fih ) (7) 

Jo 

可以认为是茂 U—to) 的 定义. 这个 结论称为过滤性质 （sifting property )， 因为耗）可 
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以从/在[0，+⑴）上的值中过滤出 / U ). 注意性质 （ ii )(/(?) = l ) 和 （3)(/(0= e _ ◦ 与 
(7) 是一 致的. 

(ii )7. 2节的注释说明了 一般线性常系数阶微分方程的转移函数为 W(s) = 
l/P(s), 其中 PG ) p "— 1 +… + a 。. 转移函数是函数如 （ O 的拉普拉斯变 
换，这个函数称为线性系统的权函数 （weight function ). 但是 w ( Z ) 不能根据下面的讨 
论来确定.简单起见，我们考虑一个二阶线性系统，在 t = 0 时刻的输入是单位 冲量： 
a 2 y " -\- a x y ' + a^y = 8( t ) , )(0)=0， ： y ’(0)=0. 

利用拉普拉斯变换和汉 UG )}} = 1 证明响应>•的变换是转移函数 

Y “卜 以 =忐= w (山因 此有尸 父― 1 { 忐卜-⑴. 

由此可以看出，一般地，”阶线性系统的权函数: v = w ( r ) 就是该系统的单位冲量输入 
零状态响应.出于这个原因， w ( r ) 也称为系统的冲量响应 （impulse response ). 

练习 7.5 

在习题1〜12中，用拉普拉斯变换求解给定初始条件的微分方程. 

I. y—^y = S(t—Z ) , y(0) = 0 2. y 十: y = d(?—1) ， y(0) = 2 

+ 2兀）， y (0) = 0, ：/(0) = l 4,/+16^ = 5(/-2 tt ), : y (0)=0，/(0) = 0 

5 •: /十: y = 3(/—+ x )+ d (’一 音兀）， y (0)= i 0, y '(0) = 0 

6. v —5( f — 2； r ) - h ^( t ~ 4 k ) » : y (0) = l ， y (0) = 0 

7. /+2 y =5 Cr — D ? y(0)=0 ， y (0 )=l 

8. y f， —2y f = 1 — 2)， y (0) = 0 ， y f (0) = 1 

9. y / ~ i -4 y / - h 5 y ~ SCt ~2 n ) * : y (0)::0, - y 7 { 0 ) ^ 0 

10 . i )’ ^ co )= o , y ( o)=o 

II. y' + 4 ； y' + 13 ：v = 3 U—Jt) + 5 (f— 3 tt) ， ： y(0 ) 二 1. 3/(0) 二 0 

12 . ： y "—7： y '+6 ;y = e f +》 U —2)4) ，： y (0)=0. v '(0) = 0 

13. 长为 L 的匀质横梁.在 a .= l / 2 L 处所受的载荷为《^_横梁左端嵌在支撑物内，右端自由运动 •用拉 
普拉斯变换从 

El = : wi d ( r — • 

中求解弯曲量 y ( i )， 其中 >>( 0 )= 0， y (0)-0, /( L )-0. y m iL ) 

14. 解习题13中的微分方程，约束为3<(0) = 0, y '( L ) = 0 , y ( L )= 0 , 
y ( L ) = o . 在这种情况下，横梁两端都嵌在支撑 物里. 请见 
图 7. 47. 

讨论题 

15. 用拉普拉斯变换求解初值问题/ +⑴ 2 - V = SU )， 3>(0)=0’ y (0)=_-0. 

这个解有什么特点？ 



图 7.47 
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7.6 线性方程组 

给定初始条件后，常系数线性微分方程组中每个方程的拉普拉斯变换可以把微分方程组化 
成一组同步方程，这些方程是变换后函数的方程.我们从这个方程组中解出每个变换后的函 
数，然后用一般的方法求出其逆变换. 

耦合弹簧两个质量分别的物体连接在弹簧 A 和 B 上，忽略弹簧的质量，它们 
的弹性系数分别为 h 和两个弹簧依次连接，如图 7.« 

所示.令和 or 2 (0 分别表示两个质点距平衡位置的垂直 
位移.当系统运动时，弹簧 B 受到拉力和压力的作用；因 
此，它的净伸长量为 A — 因此，由虎克定律知，弹簧 A 
和 B 对叫所施的力分别为一若没有外力 
作用于系统，也没有阻力存在，则作用在叫上的合外力为 
- k ^+ kAxz - x ,). 根据牛顿第二定律，有 




- k\X\ + ki (x 2 


类似地，作用于 m 2 的净外力和 B 的净伸长 有关； 也就是 
— k 2 (, X 2 ~~ OCi > ). 因此可得 

m 2 =— k 2 ( 工2 — :i )• 

换句话说，耦合弹簧的运动可以用同步二阶微分方程 

m\x \ = — k\X\ + k 2 ( 工2 — 工1 ) 
m 2 x〃 2 =— k 2 ( 工 2 — 工 1 ) 

来描述. 

在下一个例子中，我们假设匕=6, h =4, 7^=1， m 2 = 

衡位置开始运动，并且速度方向相反 • 

m 耦合弹簧 

解 

x\ + lOxi — 4 工 2 =0 ， 

— 4xi + x 2 4 - 4 工 2 = 0 ， 

约束条件为工!（0) = 0,^!(0) = l ， x 2 (0) = 0， x 2 ’（0) =_1 . 

解每个方程的拉普拉斯方程为 

5 2 X !( s ) - sxiCO ) — x / CO ) + 10 Xi ( s ) — 4 X 2 ( s )= 0 

— 4X,(s) +s 2 X 2 Cs) — sr 2 (0) -^'(O) +4X 2 (s)= 0 

其中 X 1 ( s ) = ^ U 1 ( t )}， X 2 ( s ) = ^{ x 2 (0}. 前述方程组等价于 
( j 2 + 10) X 1 ( s )-4 X 2 ( s )= 1 
— 4 Xi ( s ) + ( s 2 + 4) X 2 ( s )=- 1 
从 (3) 中解出 XiCs )， 并对其进行部分分式分解，可得 



( 1 ) 


1，然后解（1)，物体从它们的平 


( 2 ) 


(3) 
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因此有 


X ： (s) = 


A ⑴: 




(/ +2)(/ + 12) 


汉一 1 迖 


5 z +2 s 2 + 12’ 
/12 1 


5^2 ~ U 2 +2l 5 yj2 - U 2 +12, 

=- Y^sin V2"f + 臂 sin2 -/3t. 

把；^^)的表达式代人 （3) 的第一个方程，可得 


XAs )=- 


/十6 


(s 2 +2)(/ +12) 
2 


—禹. 


参-☆叫翁^- 

=- '^■s\n\[2t - j^sin2 \/3t. 


3/5 

7 TT 2 

盈 1 

： 2 +12 


最后，方程组 (2) 的解为 

x ： (t) =-^|sin^/2t+^sin2V3« 

Xi it) =—y-sin7^« — j^sin2 V3^ 

在图 7.49 中， 心和 x 2 的图像说明每个物体都在做复杂的振荡运 动- 



(4) 


电路网络在 3. 3节的 （18) 式中，我们看到如图 7. 50所示的电路，包括一个电感线圈、 


一个电阻和一个电容，电流 t ⑴和 i 2 («) 可由一阶微分方程组 


L ^ + Ri 2 = E ⑴ 


(5) 


来描述 • 在下一个例子中，我们用拉普拉斯变换解这个方程组 • 



图 7. 50 
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1 H 电路网络 

解 (5) 的方程组，条件为 E(O = 60 V , L = lh , R= 50 n, C = 10 - 4 f , 电流和 i 2 的初始值为零. 
解我们需要解 


+ 50£ 2 = 60 


50(10— 4 ) ^ 十 h = 0, 
at 

约束条件为 A ( o ) - 0, f 2 (0) =0. 

对方程组的每个方程应用拉普拉斯变换，简化后得 


60 


sli is) + b0l 2 (s) = 

s 

-2001,(5) + G + 200)I 2 (s)= 0 ， 

其中 = iz ( s )^ ieUz ( 0 }. 解这个方程组，解出1!和了 2 ,把结果分解成部分分 

式，得 


Ii Cs ) == 

605 + 12 000 _ 

_ 6/5 _ 

6/5 

60 

5 ( 5 +100) 2 

S 

5 + 100 

( s + 100) 2 

1 2 (5)- 

12 000 _ 

6/5 _ 

6/5 

120 

5 ( s +100) 2 

S 

5+100 

(5 + 100) 2 . 

可求出电流为 






| e — 1W 

>l — 60 te ^ 

OOt 


“⑴= | - 

f — 1W 

”一 120 te - 

-loot 


■ 

注意在例2中当卜+ 0«时〖 1 ⑴和4⑴趋于瓦/尺= 6/5.进一步，因为通过电容的电流为 
t 3 ( t )~ i 2 ( t )=60 te ~ loO! , 所以当 + oo 时有 f 3 (0—0. 

双摆如图 7.51 所示，一个双摆受重力作用在垂直平面内做摆 
动.对于小位移仍（0和 ft (0, 可以用描述运动的微分方程组来表示 
(mi + m 2 )h 2 ^\ + rriihhf 2 + («! +m 2 ')l l g8i = 0 ⑹ 

mih 2 戌 1 + + m 2 l z g9z = 0 

如图 7. 51所示， ft (单位为弧度）为整个系统偏离轴线的角度，札为 
偏离以叫为中心的轴线的角度.向右为正方向；向左为负方向. 

MB 双摆 

请读者用拉普拉斯变换解方程组（ 6 )，叫=3， m 2 = l , /, =4 =16. 

(0) = 1, 0 2 (0) = —1 ， ft '(0) =0, (? 2 '(0)=0.然后可以求出 



/ m 2 
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02 («) = y cos — -|-cos2f. (7) 

两个物体在 f=0 及以后时刻的位置可以用 CAS 软件绘出，如图 7. 52所示.请参考练习 7. 6的 
习题 21. 

b )/=1.4 

e )/ = 6.9 
图 7.52 

练习 7.6 

在习题1〜12中，用拉普拉斯变换求解所给的微分方 程组. 


, dx 

1 - 忑一 +y 

2. f t =2y+,- 



x(0)=0, : y(0) = l 

x(0) = l, y(0) = ： 

3 . f rX -2y 

莹十崎 1 

fr 5i ~ y 


jc(0) = -1 ， y(0) = 2 

x(0)=0f y(0) = 

US 碲 — 

6. »=' 

g + ^_ 3x - 3y =2 

f+ 髮 + 2 尸。 

x(0)=0, 31(0) =0 

x(0)=0, y(0) = 
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7 - ¥ + r：y = 0 

x(0) = 0, : r'(0) = — 2 ， 

y(o)=o，y(o)=i 

x(0) = 8, x (0)=0, 

: y(0) = 0， 3/(0)=0 

11 -场= 0 

S+ 3 〜 

丁(0) = 0，： c’（0) = 2， ： y(0) = 0 

13. 解方程组（1)，其中 h=3， k 2 二2, m 

14. 推导一个微分方程，描述如图 7. 53所示的双弹簧垂直振动系统 .I 
拉斯变换求解这个方程组， k , = 1,匕=1，^ 3 = 1, m t = l , m 

jr,(0)=0, x/(0) = -l, x 2 (0)=0, x 2 '(0) = l . 

15. (a) 证明如图 7.54 所示的电路中描述 i 2 “)和 i 3 U) 的微分方程组为 

L, ^- + Ri 2 +Rh = EU) 

U ^ + Ri ,+ Ri 3 = E(t) 

(b) 解 （a) 中的方程组， R = Sa, L,=0. Olh, L 2 = 0.0125h, E = 
i 2 (0) = 0, i 3 (0) = 0. 

(c) 求电流 A U). 


所示的电路中的电孩 
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EU) 


解这个方程组， i?,=10fi, R 2 =5n, L=lh, C=0. 2f, 

'120, 0 < r < 2 

10 , t 2 

i 2 (0) = 0 ， ; 3 (0) = 0. 

(b) 求电流 i,(£). 

17. 解 3. 3 节中 （ 17) 的方程组， J?,=6n, 私 =5fl，L,=lh, L 2 =lh, E(0 = 50sin/V, 以 0)=0, i 3 (0)=0. 

18. 解 （ 5) 式， E=60V, L = -^-h, i? = 50a, C=10— 4 f, ^(0)=0, i 2 (0) = 0. 


19. 解 （ 5) 式， E=60V, L = 2h, R = 50a, C=10 —*f, !,(0)=0, i 2 (0) = 0. 

20. (a) 证明描述如图 7. 56 所示的电容上的电荷 g ⑴和电路中的电流;_ 3 ⑴的微分方程组为 



£ 3 (0)=0， 9 (0)=0, 

计算机实验作业 

21. U ) 用拉普拉斯变换和例 3 中的信息得到（ 6 )中方程组的解（ 7 ). 

( b ) 用绘图工具在£0平面上绘出 6> i ( t ) 和的图像.哪一个物体有较大的最大位移量？通过图像估 
算出每个物体第一次通过平衡位置的时间.讨论钟摆的运动是否具有周期性‘ 

( c ) 绘出 ftG ) 和在 ft 给平面上的参数方程的图像 • 参数方程所定义的曲线称为 Lissajous 曲线. 

( d ) 物体在 z = 0 时刻的位置如图 7. 52( a ) 所示.注意1 弧度& 5 7 . 3 。.用计算器或 CAS 的表格应用程序 
构造 t = l , 2,…， 10 s 时 ft 和的数值表.然后绘出这两个物体在这些时刻的位置 • 

( e ) 用 CAS 求出第一次时的时间，并计算相应的角度.绘出这两个物体在这些时刻的位置 • 

( f ) 用 CAS 绘出近似描绘钟摆的曲线，如图 7. 52所示.用 CAS 软件模拟双钟摆从《 = 0到 t =10 时刻 
的运动过程，时间增量为 0.1. [提 示： 写出物体 吼和叫 的坐标（■^(0, yi ( 0 ), ix 2 ( t ), y 2 ( t )), 
分别用 ft ⑴和&⑴表示 •] 


第7章复习题 


在习题1和2中，用拉普拉斯变换的定义求 L {/ U )>. 


./(<) = 


( I -, 


0<^<1 


2. f(t) = 


0<f<2 

2< i <4 


在习题 3 〜 24 中，填空或判断对错. 

3. 如果/不是[0，+^)上的分段连续函数，那么汉{/( ; )}不存在 • 

4. 函数不是指数阶的. 

5. ^\ 5 )=5 2 /0 2 +4)不是某个分段连续指数阶函数的拉普拉斯变换_ 


6. 如果迖 {/( r )} = F ( s )， 岔 {g ⑴卜 GW ， 那么汉 -1 { FG ) G ( s ) 卜/⑴尽⑴. 
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9 . 汉 {sin2t 卜— 
11. {fsin2j} = 



8. <£{te- 7, }=. 

10. ^{e~ 3, sin2, 
12. Sg {sin2t % 


14. ££-' {； 


(( 「 s) 3 卜 - 




21. 当 _ 时汉 {e— 5t } 存在. 

22. 如果汉 {/(i)} = F (5)， 那么⑴ }= _• 

23. 如果汉 {/(t)} = FG)， k > 0 , 那么 i£{e-‘/(t — «乜“一*)}=— 




_ 然而 /( r)drj 


在习题 25 〜 28 中，用单位阶梯函数求出用 y=/(r) 所表示的图像 


如图 7. 57所示. 

25. y . 26. 



f o 


27. 


图 7. 58 

I 

X * 


28. 


图 7. 60 


在习题 29~32 中，用单位阶梯函数表示 /. 求汉 {/“）} 和 
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图 7. 64 图 7.65 


在习题33〜38中，用拉普拉斯变换解所给的方程. 

33. y f -2 y ， + y ^ e , , ^(0)-0, /(0)-5 
34-— 83/+ 20jy 二 — 0 , ;/(0) = 0 

35. ： y" + 6y + 5)u % U—2) , >-(0) — 1, ^^(0) =0 

[ t 2 , 0«1 

36. y ~ Sy = f ( t ), 其中 /U)= ’ yi 0) = l 

^ 〖0， / >1 

37. y f {0 — cost + J ^(r)cos(t ~ r)dr^(O) = 1 

38. £/(r)/(/-r)dr - 6/ 3 

在习题 39 和 40 中，用拉普拉斯变換求解下列方程组. 

39. x+y = t 40. x〃 + / = e 21 

4x + y = 0 2x' + y’=—e 2/ 

x(0) = l ， ^(0) = 2 : cCO) 二 0 ，： y(0) 二 0 ， 

x(0) = 0, /(0)-0 

41. JRC 串联电路中的电流纟（0可由下面的积分方程给出 

J^ + +J:Kr)dr= E ( t ), 

其中 E ⑴是外加电压 • 求 K，）， 尺 C-0. 5f, K(/) = 2(/ 2 +/). 

42. 一个串联电路包含一个感应器、一个电阻器和一个电容器， L = Y h ' R==10n? C = 0.01f. 外加电压 


f 10, 0 < f < 5 

E ( t ) = _ c 

l 0 <, t ^ 5 

施加在电路上.求 *>0 时电容器上的瞬时电荷 g(t)， 9(0) = 0, 9 ， (0)=0, 

43. 长为 L 的匀质悬臂横梁左端嵌在支撑物内（^二 0 )’ 右端自由 运动. 求其弯曲量 7(工）， 每单位长度的 
载荷为 


士）= ^[ y ~ x+ ( z —舍 ♦)]• 

44. 匀质横梁受弹性座基支撑，其弯曲量： yO ) 的微分方程为 



二 w(x) ♦ 



其中是座基的弹性模量，一 b 是与载荷方向相反的座基 
回 复力. 请参考图 7 .6 6 .为了计箅方便，我们把描述这个现象的 


图 7.66 
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( a ) 横梁两端受简单支撑，常数载荷叫均匀分布在横梁上. 

( b ) 横梁两端嵌在支撑物内， W ( x ) 是集中加载在处的载荷. 

[ 提示： 在这个习题的两个部分中，用到了附录 C 中拉普拉斯变换表的第 3 5和 36 项 •] 




： c ； y 平面上线性方程组解族的图像被称为相图；如图 8. 2所示 


第8章 线性一 阶微分方程组 

我们已经在 3. 3、 4.8 以及 7. 6节见到过微分方程组，并学习了利用消元法或拉普拉斯变 
换求解一些方程组.在本章中我们集中考虑线性一阶方 程组. 虽然我们考虑的大多数方程都可 
以用消元法或拉普拉斯变换求解，但我们将讨论关于这类方程组的一般理论，当方程组的系数 
为常数时，我们将给出一种基于矩阵基本概念的 解法. 我们将看到这种基本理论和求解过程与 
4.1、 4. 3及 4. 6节中求解线性髙阶微分方程类似.这些都是分析非线性一阶方程组的 基础. 

8.1 基本理论 

在 4. 8节中，我们说明了如何利用消元法求解形如 

P n ( D ) X ! +Pu ( D ) x 2 +-+ Pi ,(0)^=6! («) 

P 21 (D)xi +P 2 2 (D)j: 2 + … 十厂”⑴化”二&⑴ ⑴ 

P nl (Dh +P^ (D)x 2 + … + P”„ CD)x„=6„(f) 

的含有 n 个未知量并由 《 个线性微分方程构成的方程组，其中 P 〃是微 分算子 D 表示的各次多 
项式.本章我们的研究仅限于方程组的特殊情况，即具有正规形式 （Normal form ) 

— gl (f » X\ > Xi » … ，工 ”） 

智" = 茗2(卜工1，工2，…，工”） （2) 

t ^~ = g ' n (^> Xl ，工2， ... ， 工”） 

的方程组•由 / z 个一阶方程构成的方程组 （ 2 ) 称为一 阶方程 &( first _ orders y stem 〉. 

线性方程组当 （2) 中的每个函数幻，心， …， g ” 关于独立变量 A ， 而，…，工”都是线性 
的时候，我们可以得到线性一阶方程组的正规 形式： 

= a n ( f)xi + ai 2 ( t ) x 2 + …+ + /i (0 

智 = a n ( t)xi + a 22 ⑴而 + … + ai H it ) x H + ftCt ) 
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3 x + 4 y 


的矩阵形式为 X 


— 7 V 


,则非齐次方程组 

，x + y ~\~ z + t 

\ x + 7 y-z + 10 Z 的矩阵形式为 X ' 
lx + 9 y — z + Gt 

向置 

量是任意在该区间满足方程组 （4) 的列矩阵 


6 

1 

1 ^ 

| 

^ t ) 

8 

7 

— 1 

x + | 

|10^ 

1 

9 

一 1. 


1 ^ 


dr „ 


a„i ( t)xi + a n2 ( t ) x 2 H - H a nn ( t ) x „ + /„(?). 


(3) 


我们简称 （3) 为线性方程组 （linear system ). 我们假设系数和函数/,在一个普通区间7上连 
续. 当/,心）=0， i = l , 2, •••, n 时，线性方程组称为齐次的 （ homogeneous ) ，否则被为非齐 
次的 （ nonhomogeneous ). 

刊表示矩阵 
hAO] 
hAti 


,(0 



[/[⑴ 

， F (0 = 

f 八 t ) 

! 

上 （ o . 


线性方程组的矩阵形式 如果⑴及 F ⑴分 j 

fan ( f ) a ]2 ( t ) … c 
( t ) a 22 ( t ) … 6 


X = 


则线性一阶微分方程 （3) 可以写成 




x 2 ( it ) 

, A ( t )= 

x „( t ) 



di 


a„i ⑴ a„ 2 (0_ 


an (/) a 12 it ) …⑴ 
a 2 i ( t ) a 22 ( t ) … a 2 „ ( Z ) 


或简写成 

若方程组是齐次的，则其矩阵形式为 


a„i ( t ) 

X f = AX + F . 
X '= AX . 


_ 用矩阵记号表示方程组 

U ) 如果 x =0, 则齐次方程组 


卜 1 


flit ) 

^2 

+ 

ACO 

I : 



L (汄 


(4) 

(5) 


dxldidyldi 



线性一阶微分方程组 




x= ”） ， 

其元素都是可微函数. 

当然， （4) 的解向量等价于《个标量方程 々 = 1 ( 0 , x z Ht) ， … ， x„ = i>A0, 它也可 
以在几何意义上解释为空间曲线的参数方程系.》= 2 是比较重要的一种情况，方程4 = 
A (〖），々 = A Q ) 表示 r , A 平面上的一条 曲线. 我们通常称平面上的这条曲线 为轨迹 
( trajectory ) ,并称 x !: r 2 平面为 相平面 （phase plane ). 我们将在下一节继续讨论这些概念. 
mm 解的检验 
证明在区间（一《=，+°°)上， 

是 

叫 ； ；)x ⑹ 

的解. 

解由 < = r 2 2 e e :> x ;= 0 我们可得 

/I 3 、 /3e 6 ，、f 3e- + 15e 6 n_/18c^_ 

ax H 5 3 K 5 J = k+K e 'l—U e …卜 

■ 

很多关于 n 个线性一阶微分方程组成的方程组的理论与线性 72 阶微分方程都是类似的 • 

初值问题 设 f 。 为区间 I 上的一点且 


1 

^1 

I 


X (? o ) ~ 

X2 ( ^0 ) 

1 

和 x 0 = 

72 




Jn . 


这里 y ,(7= 1， 2 ，，••， w ) 是给定的常数•于是 

求解： X '^ ACOX + FU ) 
约束： X ( to )= X 0 


是该区间上的初 值问题 （ initia l — va l ue Problem ). 

娜 MM 唯一解的存在性 

设矩阵 AG ) 和 ru ) 中的元素都是在包含的区间 f 上连续的函数，则该区间上存在初值 



298 


第 S 章 


问题 （ 7) 的唯一解. 

齐次方程组 在下面的几个定义和定理中，我们只考虑齐次方程组.以后我们将不再特别 
说明，\和/,都是某普通区间 J 上的连续函数. 

叠加原理 下面的结论是线性方程组解的叠加原理 （superposition principle ). 

•加原理 

设 X ,， X 2 ， …，兄是齐次方程组 （5) 在区间 f 上的一组解向量，则线性组合 

X = Cl X! +c 2 X 2 H - h c k x k , 

其中 C ,， 7:=1，2，…，々为任意常数，也是该区间上的解. 

由定理 8. 2,线性一阶齐次微分方程组的解乘以一个常数，结果仍是该方程组的解. 

WB 叠加原理的使用 

首先读者可以证明，两个向量 


的解.再由叠加原理，线性组合 


X = c,X, +c 2 X 2 = 


-cosf 十 -Trsinz | 十 c 2 丨 e * 


也是方程组的一个解. — 

线性相关与线性无关 我们首先考虑齐次方程组 （5) 的线性无关解 • 

kJMKM 线性相关/无关 

设兄， X 2 , …，1是齐次方程组 （5) 在区间 J 上的一组解向量.我们称这组解向量在该区 
间上线性相关 （ linearly dependent) ， 如果存在不全为 0 的常数 c! ’ c ；； ， … ， c" 使待 
q + c 2 X 2 + …+ c k X t = 0 

对区间上的所有 t 都 成立. 如果向量组在区间上不是线性相关的，则称为是线性无关的 


(linearly independent ). 

々==2的情况比较 简单； 两个解向量兄和叉 2 是线性相关的，如果其中一个是另一个的常数 
倍，反之也成立.对于々>2, 一组解向量是线性相关的，那么至少有一个解向量可由其他解 


向量的线性组合来 表达. ^ 

朗斯基行列式和前面讨论单个常微分方程理论一样，我们这里引人朗斯基 （ Wroskian ) 行 
列式的概念，它可以用来检验线性无关性_我们不加证明地给出下面的 定理， 
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feiBiaj 线性无关解的判别 

设 



[工 11 、 

, 1 


j ^12 

I 

1 ' 

X x = 

工 21 

i 

，^2 ~ 

1 工 22 

1 : 

1 

，…， j 

1 X 2 „ 

i : 




1^,2 , 




是齐次方程组 （5) 在区间 J 上的 n 个解向量，则这组解向量在 I 上线性无关当且仅当朗斯基行列式 

x u x 12 … x,„ 

X 2 1 X22 ••• x ln 

W ( X ,, X 2 , X „)= • 关 0 (9) 

X nl ••- X„„ 

对区间上的所有 < 都成立 • 

可以证明如果 X ,， X 2 ，…，又是 （5) 的解向量，则对 J 中的每个 t 都有 W ( X ,， X 2 ，…， 
X ,,)古0或 W ( X ,， 1 ，…， XJ = 0. 所以如果我们能证明 J 中的一些 4 满足则对所有 f 
都满足 W 共0,所以解在区间上线性无关. 

注意，与 4. 1节中定义的朗斯基行列式不同，这里 （9) 中的行列式并没有微分. 

cam 线性无关解 

在例2中我们看到 X】= (—j e — 2< 和 X 2 = (^ e 6 ' 是方程组 （ 6 ) 的解.显然足和兄在区间 


(一 oo , + oo ) 上线性无关，因为没有一个向量是另一个向量的常数倍.此外，我们有 

I e— 2< 3e 6 * I 4 

H )=|— e — 2 , 5e6 ,| = 8e 、 0 

对所有的实数 t 都成立. ■ 

基本解组 

齐次方程组 （5) 在区间 J 上的任 意”个 线性无关的解 X ” X 2 ，…， 称为该区间上的基本 


解组 （fundamental set of solution ). 

基本解组的存在性 
;) 在区间 J 上的基本解组是存在的. 


KSKiadgl 基; 

齐次方程组 （5) 


接下来的两个关于线性方程组的定理与定理 4 . 5和定理6等价 • 


通解——齐次方程组 

设 x ,， x z ，…，为齐次方程组 （5) 在区间 r 上的基本解组，则方程组在该区间上的通解 


(general solution ) 为 

X = qX, + C 2 X2 + …+ C„X „ ， 

这里 c ,( z = l ， 2，…， n ) 为任意常数 • 

_方程组 (6) 的通解 

由例2我们知道不= (_^ e - 21 和叉 2 = 是 （6) 在（一⑺，+°°)上的线性无关解•所 
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以兄和&构成了该区间上的一个基本解组，则方程组的通解为 

X = c ： X ： + c 2 X 2 = Cl (― ;) e - 2< + c 2 (;) e 6 ' 

_ 方程组 (8) 的通解 

向量 


1 

cost j 

| 

fol 


sin ^ 

= 

— -^~cosr + -^-sin^ 

， X 2 = 

i ! 

eSX 3 = 

1 . 1 
— —smr — —cost 


— cost — sin^ 


0, 


— sint + cost 


是例3中方程组 (8) 的解(请参考练习 8. 1中的习题 16). 现有 


W ( X 1( X 2 , X 3 ) = 


— i-cost + y s * ni e， — y sini — Y cost 


—— cos 之 —— smt 


e l ^0 


对所有的实数《都成立.我们有结论， I ，尤 2 和 X 3 构成了（一 ° o ，+ oo ) 上的一个基本解组. 
所以方程组在该区间上的通解为线性组合 + c 2 X 2 + c 3 X 3 ;即 


X J 

cost 1 

- —cost + 香 sim 

+ J 

[1. 


smt ' 

1 . 1 
— jSin 广一 — cosi 


、 一 cost — sin ^ , 


.o) 


、一 sin / + cost 


非齐次方程组 对于非齐次方程组，区间 I 上的特解 （particular solution)A： p 是不含任意参 
数的向量，其元素是满足方程组 (4) 的函数 • 

嘯娜層 通解——非齐次方程组 

设 Xp 是一个给定的非齐次方程组 （4) 在区'间7上的解，并设 

X e = c x X 1 + c 2 X 2 + "■ + c n X n 

表示相应的齐次方程组 （5) 在相同区间上的通解，则非齐次方程组在该区间上的通解 （general 


solution ) 为 

x-x,+ x p . 

齐次方程组 （ 5 ) 的通解足称为非齐次方程组 （ 4 ) 的余函数 （complementary function ). 

_通解——非齐次方程组 

向量 X , = (_ 3 ^~ + 4 6 ) 是非齐次方程组 
X '= 

在区间（一 oo , + oo ) 上的特解（证明之). （11) 在相同区间上的余函数，或称•的 
通解在例5的 （10) 中给出， 为兄 = Ci ^ e — 2 ’ + c 2 G ) e 61 . 所以由定理 8. 6 


(: ；) - 


nzt — 丄丄、 
、—3 ) 
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X = X + ^ = Cl (― l) e - 2( + C2 (X 二 6) 

可知它是 （11) 在（一〜>，+^)上的通解. 

练习 8.1 

在习题1 〜 6中将线性方程组改写成矩阵形式. 



2. 

fr ix ~ ly 

孕 ： 4：r + 8：y 

at 


dt 

^=~Sx~h^y — 9z 

4. 

dx 

Tt =x ~ y 



~ — x-\~2z 
dt 

舍 =10^7 + 4) + 32 ： 


dz i 

室 = 义 - ： V+2 ： + f-1 

6. 

— 3x + 4y+e _ " , sin2^ 

^ = 2x-\-y~z~3t z 


4^ = 5^H-92+4e~ ( cos2« 
dt 

4^ = X-(- V + 2 + ， 2 —i+2 

dt *• 


dz , ^ _ t 

e 


在习题 7〜10 中将给定的方程组改写成不用矩阵表达的形式- 

7- 叫一 ； DO 


1 

7 5 —9' 

l 

.0 、 


， 8' 

8. X'= | 

4 1 1 


2 

k— 

lo 

I 


、0 -2 3, 

1 

丄 

i 




在习题11〜16中证明向量 X 是给定方程组的解 ■ 

dx 
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14 . 叫 ― ； X) e ‘ + (— 4 > e, 


* 15. X'= 

1 

6 

2 1] 

— 1 0 

1 

X ； x= 1 

r 

6 


、一 1 

— 2 — 1; 


13, 


r 1 o r 

I 

f siru 

16. X’= 11 0 

X ； x = 

1 . 1 
—— ^-cosr 

[-2 0 —1, 


、 — sini+cosf 


在习题 17-20 中给定向量是方程组 X'=AX 的解.判别这些向量是否构成（一 

17 . VO' Xz= (—IK & 

18 . 卜(一屮’ MX :卜 ， 


19, X, 二 

'r 

i —2 


2 

7 X 2 — 

1 

| -2 

， x 3 = 


+,! 

"2 

4 


l 4, 

1 

.2, 


l 4. 

1 

12 ! 


,4. 



'!] 

| 

: ^ 

! 

. 2 、 

20 . X, - 

6 

， X H 

1 0 

|— 2 | 

e' X,= 1 

3 


[- 13 J 




.- 2 ^ 


在习题21〜24中证明向量 X p 是给定方程组的特解 • 
21. ^ = : r +4 y + 2 t — 7 

f = 3, + 2^4^18 : X, = ( — ;)，+(;) 

22 - x，= (i -!) x+ ( 5 2 ) ! Xf= Q 

23 - x，= C X ) e, ; ^=(!) e，+ (-!) te， 


1 

24. X f = 

'^ 2 3 ] 
-4 2 0 

1 

X+ 

[- 1 ! 

4 

1 

sin3/ ； X p — 

sin3, 

0 


、一 6 1 0 — 


、 3. 


cos3i. 


25, 证明方程组 




在区间（一 < 


D ) 上的通解是 




， + CO ) 上的基本解组. 




在 8.1 节的例 5 中看到，齐次方程组 f 


c 2 (^) e 61 . 因为两个解向量都有尤,=的形式，£ = 1 , 2 , 其中 私和々 2 为常数，我们会问 
是否总能找到形如 

k t 

X= k ] e A, = Ke u (1) 

K 

的解，使它满足一般的齐次线性一阶方程组 

X' = AX, (2) 

这里 A 是一个 nX M 的常数矩阵. 

特征值与特征向量 如果 （1) 是线性方程组的解向量，则 f = Kl e A ‘， 使得 （2) 变为 K ^‘ = 
在两边除以/并整理后得 AK = AK 或 AK—AK = 0. 因为 K = JK , 所以最后一个方程等 

价于 

( A - XI)K = 0 (3) 

矩阵方程 （3) 等价于联立代数方程 

(a„ —A)^i + a K k 2 + ••- 4 a ln k„ = 0 

a 2i k \ + ( a 2 2 — A ) 太 2 + ‘‘• + a 2 „ k „ = Q 


a^k x + a„ 2 kt, + ••- + (a nn — A )々„ = 0. 

所以为求 （2) 的非平凡解 X ，我们必须求出以上方程组的非平凡解；也就是说，我们必须求出 
满足 （3) 的非平凡向量 K . 但为使 (3) 有 = …= 1 = 0以外的解，我们必须有 
det(A — Al ) = 0. 

这个关于 A 的多项式方程称为矩阵 A 的特征方程 （characteristic equation ) ，它的解为 A 的特征 
值 （ eigenvalue ). (3) 相应于某个特征值 A 的解 if 关 0 称为 A 的特征向量 （ eigenvector ). 齐次方 
程组 （2) 的解为 X = Ke x, . 

在下面的讨论中，我们考虑三种 情况： 不同的实特征值（即没有相同的特征值），重复的特 
征值，复特征值. 
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8.2.1 不同的实特征值 

当 nX/2 矩阵 A 有71个不同的实特 征值; U，A 2 ，…， A„ 时，我们总可以求出 n 个线性无关 
的特征向量 K" K 2 ，…，，且 

X , = K ie ^, X 2 = K 2 eV ，…，= K „ e ^ 

是 （2) 式在（一⑺，+^)上的基本解组 • 

feijjaau 通解——齐次方程组 

设 A, ， A 2 ，…， A„ 为齐次方程组 （2) 的系数方阵 A 的”个不同的实特征值，且设反， K 2 ，…， 
K„ 为相应的特征向量，那么 （2) 在区间 （一oo，+oo) 上的通解可表述为 

X = Cl & eV + c 2 K 2 eV 十…+ eV • 


m 不同的特征值 

求解 

^ = 2x+3y, 

f = 2 


(4) 


解首先求系数矩阵的特征值和特征向量. 

由特征方程 

det ( A - Ai ) = A A 2 — 3 A — 4= (A 十 1 )U 一 4) = 0 

可求得特征值为 A ! = —1 和义 2 =4. 

对于 A, = — 1， （3) 等价于 

3 怂 + 3々 2 = 0 
2 k , +2匕= 0 

因此—込.当々 2 == — 1时，对应的特征向量为 


对于 A 2 =4， 我们有 


— 2k' +3)fe 2 = 0 
2 k '— 3々 2 = 0. 


所以 h=3h/2, 且对于1=2,对应的特征向量为 



因为系数矩阵 A 为 2X2 矩阵且我们已经求出了 （4) 的两个线性无关解 
Xi = (― j ) e - <和叉 2 =(;)’， 


所以可以得出方程组的解为 
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x = f.X, +c 2 X 2 = C , (― :) e - 卞以 : 卜、 (5) 

■ 

回顾前面的内容，读者应该清楚用矩阵形式表示的线性一阶微分方程组的解是我们在 4. 8 
节中所使用方法的简化，即列出了单个函数以及常数之间的关系.如果我们把 （5) 右边的向量 
加起来并与左边对应的元素用等号连接，则我们得到与前面更相似的形式 

x = Cje^ + ^c 2 e il ,y =— r, e— , + Zc 2 e u . 

如在 8. 1 节中所指出的，我们可以把这些方程解释为平面或 相平面 （phase plane ) 上的曲线 
的参数方程，这条曲线称 为轨迹 （ trajectory ). 图 8. 1所示的3个图像是解中常数 a = Cz = 1时， 
• r ( f ) 在以平面，： y ( Z ) 在 fy 平面，以及相平面上的轨迹 图像. 如图 8.2 所示，相平面上一组具 
有代表性的轨迹称为给定线性方程组 的相图 （phase portrait ). 图中的两条黑色直线实际上是分 
别由 X 2 、 — X 卜 — 太 2 及兄在第一、二、三和四象限里定义的四条半直线.例如，第一和第四 

象限内的半直线笛卡儿方程 : y = ： r >0 和 i ，： r >0 可分别通过消去解 x =3 e ' ：y = 

2 e"*x = e — '，中的参数 t 获得. 进一步，每个特征向量都可被视为落在其中一条半 
直线上的二维 向量. 特征向量& == G ) 落在第一象限的上，而 K , = (_— D 落在第四 
象限的 T 上. 每个向量都始于原点； K 2 的终点为（2, 3)，而&的终点为（1， - D . 




c ) 在相平面上由 ^= e - M ~3 e 41 
和产 - e 〃+2 e 4f 定义的轨迹 


图 8. 1 


原点 x = 0, 3^ = 0不仅是所有 2 X 2 齐次线性方程组 X '= 
AX 的常数解，而且也是对该类方程组进行定性分析时一个很 
重要的点.若我们使用物理术语来描述，则图 8.2 中每个轨 
迹上的箭头指出了《时刻轨迹上坐标为（工(0, yG )) 的质点随 
时间的增加将要运动的方向.观察这些箭头，除第二和四象 
限内的两条半直线外，其他质点都随着时间 i 的增加而远离 
原点. 如果我们想象时间范围是从一 00 到+ °°，则解 
+ 3 c 2 e 4 ，， ； y= — q e —' +2c 2 e 4 ‘ ， c^O, c 2 ^0 表示的轨迹或运 
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动的质点，渐近地“开始”于由 X ,或 一 V 定义的半直线（因为当 f —— oo 时 e 41 可以忽略）而渐近 
地“结束”于由1或一 X 2 定义的半直线（因为当 r - + co 时 eT < 可以忽略）. 

我们注意到，图 8.2 是此类 2 X 2 齐次线性方程组相图的典型代表，该类方程组 
具有异号的实特征值.请参考练习 8.2 中的习题 17. 此外，对于所有具有同号但不等的实特 
征值的 2 X 2 线性方程组来说，其相图的典型代表分为两种 情况. 当1和》 2 都为正时，所有轨 
迹上的质点随⑺而远离原点，而当 A !* A 2 都为负时，所有轨迹上的质点随 f — + oo 而靠 
近原点.所以当 A ,>0, A 2 〉0 时，我们称原点为排斥子 （ repeller )， iAiCO , A 2 <0 时，称原 
点为吸引子 （ attractor ). 请参考练习 8. 2中的习题 18. 在图 8. 2中原点既非排斥子又非吸引子. 
分析一个 2 X 2 齐次线性方程组的特征值 A = 0 的情况，这个留给读者作为 练习. 请参考练 
习 8. 2中的习题 49. 

_ 不同的特征值 
求解 

4x + 3 1 + z 

x + — 2 ： (6) 

di 


解 利用第三行的余子式，我们得 

-4-A 1 1 

det(<4 —AI) = 1 5 —A 一 1 (A 十 3)(A + 4)(A — 5) = 0. 

0 1 一 3 —A 


所以特征值为 = — 3, A 2 = —4, A 3 =5. 
对于 A ,= —3，由高斯-若尔当消元法得 


1 

^-1 1 

1| 

01 

1 

1 0 -1' 

0、 

1 




行变换 t 



(A + 3i | 0) = 

1 8 

— 1 

°! 


0 1 0 

0 


0 1 

0 

0, 


,0 0 0 

0/ 


所以且 h =0. 令 h = l , 得到一个特征向量和相应的解向量 


K, = 0 , X, = 0 卜 - ' 


类似地，对于;1 2 = —4，有 


1 

r 0 1 1 

0] 

1 

1 0 

— 10 

o ' 

1 

1 


行变換 t 

0 1 



(A + 4J I 0) = j 

1 9 一 1| 

0 


1 

0 


、o 1 1 ! 

0, 


0 0 

0 

0 


这意味着 h =10 h 且 h = 令 h == l ， 得到第三个特征向量和解向量 


(7) 
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! 

( 10 1 

1 

< 10' 

k 2 = 

― 1 

, x 2 = 1 

—1 


、1, 


、 1 


(8) 


最后，当 A 3 = 5 时，由增广矩阵 
( A -5/ | 0) = 
得 


(6) 的通解为（7)、 （8) 和 （9) 中的解向量的线性组合: 


10—1 
0 1—8 
(0 0 0 


k 3 = 

3] 

| ，叉3 = ! 

T 

8 



1 

,1 


e s, . 


I 

1 

1 

' 10 1 

1 

r 

X= cj 

0 

e - 3 < +c 2 

r; 

e~ 4( + r 3 

8 

1_ 


(9) 


■ 


计算机应用 利用 MATLAB、Mathematical Maple 及 DERIVE 等软件包可以很快求出 
矩阵的特征值和特征 向量 . 例如，如果想利用 Mathematica 求 （ 6) 中的系数矩阵的特征值和特 

征向量，则首先输入以行定义的 矩阵： 

m ={{-4, 1, 1}, {1, 5, -1}, <0, 1, -3}}. 

通过命令 

Eigenvalues[m] 和 Eigenvectors! ； m] 

可分别得 

{ —4, —3, 5} 和{{10， — 1， 1} ，{1，0， 1} ， {1 ，8’ 1 }}. 

在 Mathematica 中，也可以利用 Eigensystem[m] 同时求得特征值和特征向量 ■ 

8. 2.2 重复的特征值 

当然并不是 nXri 矩阵 A 的所有 n 个特征值 At ，，…，都要互异，即有些特征值可能 
会重复.例如，方程组 

叫 3 2 :> (10) 

的系数矩阵麟征方程为(出〉 2=() ，所 m = - 3 是-个 二 龍.賴这个值我们得到 
单独的特征向量 

叫;)，所以有&音 31 (11) 

是⑽醜 . m 飾感兴細显然射卩浦造方麵的賴，所以我讓要雌求出第二 
个解. 
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一般地，如果 m 是正整数 ， （A — AiT 是特征方程的因子而 (A — A ,) m +1 不是，则；^称为《!重 
特征值 （eigenvalue of multiplicity m ). 下面的三个例子考虑了以下几种 情况： 

(i )对于一些 nXn 矩阵 A ， 可能会找到对应于重特征值的 m 个线性无关的特 
征向量 K ,， K 2 ，…，在这种情况下，方程组的通解包含线性组合 
+ c 2 X 2 e A > ( H - 

(ii ) 若对应于 m 重特征值 Ap 只有一个特征向量，则总能找到以下形式的 m 个线性无关解 
X, = Jf„eV 
X 2 = X 2 l fe A i , + K 22 e i > , 

Xm = (J- rn eV+Km2 (J—2)! eV 十 … +K ， eV . 


其中是列向量. 

二重特征值 我们先来考虑二重特 征值. 在第一个例子的矩阵中我们可以求出相应于一个 
二重特征值的两个不同的特征向量. 

_ 重复的特征值 

1—2 2 | 

求解 X ，= 一2 1 -2 X . 

2-2 l] 


解 展开特征方程的行列式 

1 -A -2 2 

det(A — AI ) = — 2 1 — A — 2 

2 - 2 1 一 A 

得 一 U + 1 ) 2 (A —5) = 0. 可以得到 A ,= A 2 = -1 及 A 3 =5. 

对于 A ,= — 1，由高斯-若尔当消元法立即可得 
! 2 -2 2 

(A + I | 0) = 


- 2 2—2 
2—2 2 


°] 

0 

行变换 T 

] 一1 1 

0 0 0 


0, 


0 0 0 


最后一个矩阵的第一行意味着或怂 令匕 =1 ，和 h = l ， 幻=1 
则有和所以对应于 Ai = —1的两个特征向量为 


K, 


和 K z = 


因为没有哪个特征向量是另一个向量的常数倍，所以将得到相应于同一特征值的两个线性无 


关解 



1] 


0' 

X ,= 

ll 

几 

e _, 和 X 2 = 

1 

1 
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最后，对于 ）3 =5，化简 



-4 - 2 2 

0、 


0 — 1 

0、 




行变换 



(A-5I | 0) = 

1—2 — 4 — 2 

0 


：o 1 1 ! 

0 


[ 2 - 2-4 

| 0 . 


[o 0 0 

0, 


蕴涵着々，=^ 3 和6 2 = —令 h = l 得 b = l ， k 2 = ~ l , 所以第3个特征向量为 

1 

K, = 一 1 . 

1 

可以得出结论，方程组的通解为 


1 

t 1 ] 




r 

X = Ci 

1 

e + c 2 

1:1 

e' ( +c 3 

- 1 

,l 


例3中的系数矩阵 A 属于一类被称为对称矩阵的特殊 矩阵. 《 Xh 矩阵 A 称为 对称的 
( symmetric ) ,如果它的转置 A T (行列互换）与 A 相等， 即 A T = A . 可以证明如果方程组 
AX 中的矩阵 A 是实对称的，那么我们总可以 求出” 个线性无关特征向量反， K 2 ，…， K „， 
且该方程组的通解由定理 8. 7 给出. 如例3所示，尽管有时特征值是重复的，但这个结果仍 
成立. 

第二个解现假设 A , 是二重特征值且其只有一个特征 向量. 则一定能求出形如 

X 2 = Kte ^ 1 + Pe ^' (12) 

的第二个解.其中 





>1 

K = 


,P = 

P2 


a, 


Pn 


为检验这一结果，我们将 （12) 式代人方程组 X '= AX 并化 简得： 

(AK-A l K)te i > , + (AP-A,P-X)e A ' 1 = 0. 

因为这个方程对所有的^值都成立，所以必有 

( A - A.DK = 0 (13) 

和 

( A-AiDP = K (14) 

方程 （13) 说明 JC 一定是 A 属于 A , 的特征向量.通过求解（13)，我们得到一个解兄二*： 〆 ‘.为 
求第二个解，我们只需求出附加方程组（ I 4 )中的向量 R 
_重复的特征值 
求出由 （10) 给定的方程组的通解 ■ 

解由 （11) 我们知道 A , = — 3,且一个解为 X , = (^ e - 31 . 同时有 K = (D 和 (=) ， 
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由 （14) 可知，必须求解 


6 户 , 一 18p 2 


(A + 3 I)P = K 或 

2p x — 6^ 2 = 1 . 

因为这个方程组显然等价于一个方程，所以我们有无数种对于九和 A 的选 择. 例如，选择 


我们得/> 2 = 1/6.不过为简单起见，我们令知=1/2， 则九 =0. 因此 P = 2 


由 


〔12)式可得 


HD' 


(10) 的通解为 


CRM;) 


通过在例 4 的解中选择不同的^和<： 2 的值，我们可以给出方程组 （10) 的 轨迹. （10) 的相图 
在图 8.3 中 给出. 解 兄和一 兄分别确定了两条射线 : y = |^， 工>0和 J = X <0, 如图中 

的黑线 所示. 因为这个单独的特征值为负，所以在每一条轨迹上随着 Z —+ 00 有 e ^ 3 t — 0，所以 
当卜 + oo 时我们有（尤（0，—(0， 0). 这就是随着时间 
的增加所有轨迹上质点的运动方向都朝向原点，使得原点成为 
--个吸引子的原因.此外，运动的质点或轨迹工==&, e ^ + 
c 2 (, e —. 3, ++ e — 3, )， y = c 1 e ~ 3! + c 2 te 3t , c 2 # 0 在 f 一 十 oo 时与 

其 中一条射线在 （0，0) 处 相切. 反之，若重复的特征值为正， 

则情况相反，原点变为排 斥子. 请参考练习 8.2 中的习题 21. 

类似于图 8. 2,图 8. 3是具有两个重复负特征值的 2 X 2 齐次线 
性方程组 X =AX 的典型 代表. 请参考练习 8. 2中的习题3 2 . 



图 8.3 方程组 （10) 的相图 


三重特征值 如果系数矩阵 A 只有一个相应于三重特征值 A , 的特征向量，那么我们可以 
求出形如 （12) 的第二个解和以下形式的第三个解 


X 3 = K + Re A i * + Qe A, 


其中 



i 


! 


k 2 

， p = 

P2 ' 

.! 

， Q = 

Q2 

k„. 




Qn _ 


K = 




线性一阶微分方程组 


311 


将 （15) 式代人方程组 X '= AX , 我们发现向量 K 、 P 和 Q 必须满足 


U-X x DK = 0 

(16) 

(A -A t /)P = K 

(17) 

(A~A 1 I)Q = P. 

(18) 


当然， （16) 和 （17) 的解可被用来构造 解兄和 X 2 . 

_重复的特征值 

2 1 6 

求解 X'= 0 2 5 X. 

.0 0 2 . 

解 由特征方程 （A — 2) 3 =0 可知 Ai =2 是三重特征值.解 （ A —2 J ) K =0， 我们得到唯一的 


特征向量 


K = 0 

0 


接着解 （ A— 2 J ) P=K 及 （A — 2 J)Q = P ， 可得 


i 

0 ' 

"01 


6 

1 

， Q = 

一 T 

0 


1 


y. 


利用 （12) 和（15)，我们可得方程组的通解为 













1 

O ' 



rii 


1 


， 0' 



1 


， 0] 


6 


X = c ] 

o 

e z, + c 2 

0 

te u + 

1 


+ c 3 

0 

1 

te d! + 1 


e 2 ' 


[o! 


..0. 

1 


. 


0 


[0, 


i 

1 yJ 

— 


注 当；^为,《重特征值时，我们肯定能求出 m 个线性无关的特征向量或相应的少于 
m 个的特征 向量. 所以本节开始列出的两种情况并不能包括所有有重复特征值的情 
况. 比如说，一个 5 X 5 矩阵可能有一个5重特征值且有三个相应的线性无关的特征 
向量.请参考练习 8. 2中的习题31和 50. 


8.2.3 复特征值 

如果 Ai =a + 译和 A 2 =a — 沐 是系数矩阵 A 的复特征值，芦〉0, 
其相应的特征向量中有复元素 0 . 

例如，方程组 

dx c 
Tt =6x ~ y 

孕 = 5工+ 4) 

at 


i 2 = — l ， 则我们可以肯定 


(19) 


O 当特征方程为实系数时，复特征值总是以共轭形式成对 出现 - 
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的特征方程为 

I 6 — A 一 1 I 

det ( A - A /) = $ 4 ^ = A 2 - 10 A + 29 = 0. 

由二次方程的求根公式得 A ,=5 + 2 i ， A 2 =5 — 2 i . 

对于 A ,=5 + 2 i ， 我们有 

(1 - 2\)k t - 左 2 =0 

5k, — (l+2i)h= 0. 

因为 k 2 = (\- 2 i ) kr \ 则令可得以下特征向量和相应的解 向量： 

K 】 = (Z 2i ) ， Xl== (l- 2l ) e<5 ^ 

同理，对于 A 2 =5 — 2 u 我们得 

k H 丄)， x H 丄卜' 

我们可以利用朗斯基行列式证明这些解向量是线性无关的，所以 （19) 的通解为 

(上 ,) 严 +0 5 — 灿 (20) 

注意相应于；^的反 2 中的元素是相应于<^的反,中的元素的共轭.而 A 2 显然是 A , 的共轭.所 
以我们有 A 2 = X 7 和反 2 =瓦.故有下面的一般结论. 

織现 na 相应于复特征值的解 

令4为齐次方程组 （2) 的实系数矩阵，设良是相应于复特征值/^=0：+译的特征向量， a 和 
/?为实教，则 

K , e A . r 和 teV 


是 （2) 的解. 

我们需要并且容易将诸如 （20) 的解用实函数表示.为达到这个目的’我们首先利用欧拉 


公式 

e (f,+ ' 2il; = e 5 f e 2(i = e 5; ( cos 2 r + isin 20 
e (5-2iv = y e 2 n = e 5( (cos2 / — isin2，）. 

然后，将其乘以复数，合并同类项，及用 g 代替 Cl + C 2 , 用 c 2 代替(^一 (2 );后，得 
X 二 c , x , 十 C 2 X 2 


其中 

和 


X 2 - [(_^)cos2r+ (;) S in2 小 \ 


O 注意第2个方程等于第1个方程乘以 （1 + U )- 
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现在我们要重视的一点是 （21) 中的两个向量叉,和 X 2 是原方程组的线性无关实数解.接着我们 
忽略 G 、 0 2 与^、之间的关系，仅认为<^和 C 2 是完全任取的实数.也就是说，线性组合 
(21) 是 （19) 的另一个通解. 

以上过程可以被一般化.设民为系数矩阵 A (实元素）相应于复特征值 Ai =a + ii 3 的特征向 
量，那么定理 8. 8中的两个解向量可被写为 

= K , e a, ( cosj 3 t + isinfit ) 

= K ie at e ’ = 瓦 〆 ( （ cosj 3 t — isin /?/). 

根据叠加原理，即定理 8. 2, 以下向量也是方程组 的解： 

X , = y ^ i eA,t + K J e '> , ) = y ( K x + K 1 ) e ° , cos 炉 - j (.~ K , + K 1 ) e a, sin 辦 

X 2 = 1(- +K 1 e J > , ) = y (- K, + K,) e a, cosj 3 t + y (X, + K,)e" sm [ 3 t . 

对任何复数 z = a + i 6, 去(之+5)=<2和+ ( — z + 乃 都是 实数. 所以列向量 ：) 和 
|(一民+瓦7)的元素都是实数.通过定义 

Bl = + ( Kl +瓦）及 B 2 = +( —民+瓦） （22) 


我们可得以下定理. 

^ ama 相应于复特征值的实数解 

设 ；^=« +诏是 （ 2) 中齐次方程组系数矩阵 A 的复特征值，另设尽和 B 2 表示 （ 22) 中定义的 
两个列向量，则 

Xj = [ B ! cos^t — B 2 sin^r ] e ot (23) 

X 2 — [_02 cos # + Bi sin /3 f ] e af 


是 （2) 式在 （一⑺， + ⑷） 上的线性无关解， 

(22) 中的矩阵 艮和 常被表示成 

B , = Re ( X ,) 和艮= Im ( K !) 
因为这两个向量分别是特征向 量民的 实部和虚部.例如，根据 



B , = Re ( K ,) = 


0 


和 B 2 = Im ( Ki ) = 



可由 （23) 推得 （21). 

_复特征值 

求解初值问题 



X(0) = 



(25) 
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= A 2 + 4 = 0 


解 首先我们由 

det(A-A/)= | 2_A 8 

|—1 — 2 — A . 

得特征值为 ； U =2 i 和 A ^= X 7=—2 i . 对于方程组为 

(2-2 i ) t + 8 k 2 =0 

— ki +(—2 — 2 i ) k 2 =0 J 
可得 b = — (2 + 21从 2 .令力 2 = — 1， 我们得 

00(:). 

现由（24)，我们构造 

B ： = Re ( K ,) = (― 9和 B 2 = ImCX ,) = Q . 

因为《 = 0,由 （23) 得方程组的通解为 

X =C] | i)cos2i-(o)sin2r] + c 2 [(o)cos2r+( ^ jsin2« 

/2cos2 / — 2sin2 ； \ /2cos2z+2sin2z\ 

1 V ~ cos 2 t / 2 \ — sin 2 t / 

由方程组的解 （26) 定义的曲线或轨迹的图像在图 8.4 的相图中 

给出. 初值条件为 C ⑻= ,或等价地，1(0)=2且 

y (0) = - l , 我们可得代数方程组 2 Cl +2 C 2 =2, — Cl = — 1， 其 
解为 c , = 1， c 2 = 0. 所以初值问题的解为 X = 

/2 cos 2 t — 2 sin 2 t \ • △ …、 

( 丨.由参数方程 t = 2 cos It — 2 sin 2 t f y = 

\ — cos 2 t / 

-COS It 定义的特解的轨迹为图 8. 4 中过点（2， 一 1) 的曲线. 


(26) 



注本节我们已经专门分析了齐次一阶线性方程组的标准型 X '= AX . 但动态物理系 
统的数学模型常常是齐次二阶方程组，其标准型为 f = 例如， 7 .6节中的 （1) 所 

描述的双弹簧模型 

m x x x =— k x X\ + k 2 (x 2 — -X'i ) 
m 2 x z =— k 2 (x 2 — x!) 


可写为 


(27) 


KV , 


0 m 2 


,K = 


(— k A — k 2 


叫， x = 广… 

' k 2 I \j：2 (t) > 


其中 
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因为 M 是非退化的，我们可通过； i ^' = AX 求解 X "，其中 A = M —— iK . 这样 （27) 就等 
价于 


ki kt k 2 




771] TYl\ 

kz _ 

m z 


m 

m 2 


X . 


(28) 


我们可以利用本节所涉及的两种方法求解这样的 方程： 

•第一种，可以通过代换法将原方程组 （27) 转化为一阶方程组.如果我们设：^=工 3 
且: = X 4 ，则 x ' 3 且: *4 = X 〃2 ，那么 （27) 就等价于一个由四个线性一阶微分方 


程组成的方 程组： 

•X’！ = X 3 

= X 4 


^3 =' 



^ x 2 或 X ，= 
m } 


0 

0 

ki _ k 2 
m A mi 

m 2 


0 1 0 
0 0 1 


釭 0 0 x . 

mi 


— k 0 0 

m 2 


(29) 


通过求 （29) 式的系数矩阵 A 的特征值和特征向量，我们看到这个一阶方程组的解完 
全给出了系统的状态——即物体在《时刻相对于均衡点的位置（工1和 o ： 2 ) 及物体运动 
的速度 U 3 和： r 4 ) -请参考练习 8.2 中的习题 48( a ). 

.第二种，因为 （27) 描述的是无阻尼运动，所以可以肯定二阶方程组 （28) 有实数解且 


其形式为 


X = Vcosajt 和 X = Vsinc ^ ， 


(30) 


其中 V 是常数列矩阵.将 （30) 中的任一个函数代入 ^ f = AX 得 （ A + ft /) V =0( 证明 
之）.由本节中 （3) 的定义可知， ； l =— o / 代表了 一个特征值且 V 是相应于為的特 
征 向量. 可以证明 A 的特征值 A , = — co , 2 ，；=1，2都是负的，所以 oj ,= y 二 17为 
实数且代表了振动频率（请参考第 7 .6节中的（ 4 )).通过解的叠加得（狀）的通 


解为 

X = c , V , coscoit + CzV ^ incoii + c 3 V 2 cos W2 t + c 4 V 2 sinoj 2 i ( 31 ) 

=(dCOStoif + c z sin C y 1 0 V 1 + ( c 3 coscu 2 t + c 4 sint « 2 t ) V z ， 

其中" 1 和 V 2 分别是 A 相应子 ； U * A 2 的实特■征 向量. 

推广 （31) 给出的结果.如果 一 w 】 2 ， - aj 2 2 , 一 w „ 2 分别是系数矩阵 A 
的不同的负特征值，且 V ,， V 2 ， …， V „ 是相应的实特征向量，则齐次一阶方程组 
乂' = AX 有通解 
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X = y ] (aiCOSaiit 

+ biSinwitWi , 


(32) 

其中 A 和 6, 代表任意 常数. 请参考练习 8.2 中的习题 48( b ) 和本幸末的项目模型. 

练习 8.2 





8.2.1 不同的实特征值 





在习题1〜12中求出给定方程组的通解. 




L ^ t =x+2y 


2. — = 2 sc +2 y 





莹= 出， 



3. —4 x +2^ 


4 ‘ fr ~ T x+ 

2^ 


音冲 


ft = i x ~ 2y 



5. X '=( 10 — 5 

\ 8 -12 / 


叫= ; 

)- 


7 - fr x+y ~ z 


8 - fr 2x ^ 7y 





孕 = 5 :c + lO;y 

+ 4^ 


dz 


窑 = 5 y + 2 Z 



—11 O ' 

12 1 X 


1 0 

10_ X '= 0 1 

1. 

0 X 


、 0 3 -1. 

-1 —1 

O ' 

1 0 

1, 


3 3 

ll . A "'= T ~T 

3 X 

_ 1 

12. 4 - 

-1 -2 X 


1 1 

l T T — 

1 

tJ 




在习题 13 和 14 中求解给定的初值 问题. 




, T 0 

13. A "’ = X , 

則 =(:) 

1 1 

14. X ，= 0 2 

4 1 f 1 ' 

OX , X ( 0 )= 3 


l 1 - + 1 


^1 1 

1 j lo . 


计 算机实驗作业 





在习题15和16中，用 CAS 或线性代数软件求出给定方程组的通解. 





1 

0 2 — 1.8 

O ' 

0.9 2.1 3.2 


0 

5,1 0 —1 

3 

15. X '= 0_7 6.5 4.2 

X 

16. X '= 1 

2—3 0 

0 X 

1.1 1.7 3. 4 


0 

— 2. 8 

1 —3.1 4 

0 0 L 5 

0 

1, 

17. ( a ) 利用计算机软件绘出习題 5 中方程组的相图. 

. 如果可能，像图 8.2 那样在相图中标出箭头和四条 



线性一阶微分方程组 


317 

射线. 

( b ) 求出 （ a ) 中四条射线的笛卡儿方程. 

(C) 在方程组的相图中绘出特征向量. 



18 .求出习题 2 和 4 中方程组的相图.对每一个方程组 

求出所有射线的轨迹并将其在相图中绘出. 

8.2.2 重 ft 的特征值 

在习题 19〜28 中求出给定方程组的通解. 



19 . f = 3x-. 

20 .莹= 

-6 x +5， 

^ = 9x ~ 3y 

^1 = 
dt 

— 5x + 4y 

/ — l 3\ 

22. X f = ( 

fl2 —9、 


)x 

V -3 5 / 


、 4 0 / 

23. ^ = — z 

24 .营= 

3:r + 2：y 十 4z 


dt 

2x + 2z 

fr^-y +z 

dz 

rr 

■ i ： x -\-2 y -\-3 z 

5 -4 O' 


■1 0 O' 

25.X，= 1 0 2 X 

26. X f = 

0 3 1 X 

,0 2 5. 


0 一 1 1, 

1 0 O' 


4 1 O' 

21.X ， = 2 2 -l X 

28. X = 

0 4 1 X 

0 1 0. 


.0 0 4 

在习题 29 和 30 中求解给定的初值问题. 


fo o ii m 


29.^= f 2 4 )X, X(0)=( _1 ) 30.^= 0 1 0 X, XO))= 2 

1 6/ ' 6 U 0 oj U. 


31. 证明 5 X 5 矩阵 


2 

1 0 0 0' 

0 

2 0 0 0 

A = 0 

0 2 0 0 

0 

0 0 2 1 

.0 

0 0 0 2 

有 5 重特征值;并有3个相应 于八 1 的线性无关特征向量 • 

计算机实验作业 


32. 求出习题20和21中方程组的 相图. 对每个方程组求出所有射线的轨迹并将其在相图中绘出. 

8.2.3 复特征值 

在习题33〜44中求出给定方程组的 通解. 


33 - 

34. 
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5x 十 2y 


35. 


dx c , 


dt 


=—2 x +3 ：y 


36. ^-4 x + 5>- 

室 = -2x+6j 


7 • 叫 ： ：> 


38 . 叫 ； =) 

40 


营 = 2x~\~ y~\~ 2z 


dz 

Tr y 


孕 = 3x + 6z 

At 

dz . r 

== — 4 jc — w 


41.X' = 

r 1 -1 2' 

—1 10 


, 42.X r = 

4 3 . \ f = 

l-l 0 1, 

' 2 5 11 

— 5 —6 4 

1 

X 

44.X，= 


0 0 2, 




0 6 0 
‘4 0 4 


在习题 45 和 46 中求解给定的初值问题 
, — 14 ' 

45. X ’ = 


.叫;—>，麵=(- 


计算机实验作业 

47. 求岀习题36、37和38中方程组的相图. 

48. U ) 用注释中列出的第一种方法求解 7.6 节中的 （2), 即用4个线性方程构成的一阶方程组表出 （ 2). 

利用 CAS 或线性代数软件求出 4 X 4 矩阵的特征值和特征向量.然后在得到的通解中应用初值条 
件求出 7. 6节中的 U ). 

( b ) 用注释中列出的第二种方法求解 7.6 节中的（2)，即用两个线性方程构成的二阶方程组表出（2)_ 
假设解的形式为 X==V sioo ^ 和 A " = Vcoso ^. 求出2 X 2矩阵的特征值和特征向量.与 （ a ) 相同’求 
出 7. 6节中的 （4). 


讨论题 


fl ,49. 求解以下线性方 程组： 

(a) 叫 ； ；) x (b)x，= (_! _!) x 

求出每个方程组的相 图. 在每个相图中，直线: y =_ 工的几何意义是 什么？ 

50. 考虑习题31中给出的 5 X 5 矩阵.不利用矩阵方法，求解方程组但用矩阵符号写出通解. 
以所求的通解为基础，讨论如何利用本节的矩阵方法求解方程组.给出求解方法. 

51. 例6中所得曲线的笛卡儿方程是由线性方程组解的参数方程定义的，求出笛卡儿方程.找到在图 S .4 
中定义的过点（2，一 1) 的曲线.[提 示： 计算工 2 、 y 以及 ly ] 

52. 考虑在习题47中得到的相图.在什么情况下，有复特征值的 2 X 2 齐次线性方程组的相图由一族封闭 
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曲线组成？由一族螺旋曲线组成？在什么情况下，原点（0, 0) 为排斥子？吸引子？ 

8.3 常数变易法 


在 2. 3节和 4. 6节中我们通过常数变易法求出了非齐次线性微分方程的特解，这种方法可 
以推广到线性微分方程组中.在讨论非齐次线性方程组 X '^ AX + F 的矩阵形式的常数变易法 
之前，我们先来看看相应于齐次方程组解向量的一个特殊矩阵. 

基本矩阵 如 果兄， X 2 ， …， X „ 是齐次线性方程组在区间 Z 上的基本解组，那 
么它在该区间上的通解为 X = C ! X ! 十 £ r 2 X 2 + … + c „ X „ 或 



(1) 中的最后一个矩阵是由一个矩阵和 ” X 1 矩阵相乘得到的.也就是说，通解 （1) 可写成 
乘积形式 

X = O(0C, ⑵ 

其中 C 是列向量， Q ， c 2 ， …， c „ 为任意常数，而 nXw 矩阵的每列由方程组的 


解向量组成， 

X U 工 12 … 

X 2X 工22 … ^2n 

0(t) = : ， 

， -3： Til ^n2 … ^nn J 

这个矩阵称为方程组在该区间上的基 本矩阵 （fundamental matrix) . 

在后面的讨论中，我们将用到基本矩阵的两个性质： 

• 基本矩阵 0(0 是非退化的. 

•如果0⑴是方程组 丄^ 的基本矩阵，那么 

= A0(t). ( 3) 

回顾定理 8. 3 中的 （9)， 可发现 det0(f) 与朗斯基行列式 撕（尤 ，叉 2 ，…， 尤） 是相 同的. 
所以少 (O 在区间 7 上线性无关的列向量保证了对区间上的每个〖都有 det 少 (0 关0 成立•因为 
O ⑴是非退化的，所以对 所有^ 存在逆矩阵少― 1 ⑴.⑶的结果可由少⑴的每一列都是 X '= 
AX 的解向量这一事实立即得到. 

常数变易法 与 4 . 6 节中的分析过程类似，我们想问是否可以用一个函数列矩阵来代替 
(2) 中的常数矩阵 C ， 即 

U[ (O 

u z (t) 


L 7 U ) = 


u n U) 


使得 = o ( t ) mt ) 


(4) 
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是非齐次方程组 

X’=AX + F ⑴. (5) 

的特解. 

根据乘积的求导法则， （4) 的第二个表达式的导数为 

X ； = +0 ， (t)U(t). (6) 

注意 （6) 中乘积的顺序是非常重要的，因为 t / W 是一个列矩阵，乘积 [/' ⑴(&⑴和1/⑴是 
没有定义的.将 （4) 和 （6) 代入 （5) 得 


0⑴ L /' ⑴十⑴ 1/(0 = ⑴ I ；⑴ + F ⑴. (7) 

现在若用 （3) 代替<&'(<)，则 （7) 变成 

0U)U'(t) +AOiOUU) - A0(t)U(t) +Fit) 


或 


0(017' ⑴ = Fit). 


( 8 ) 


在 （8) 式两边同乘以 0^(0 得 

U f (t) =少- 1 ⑴ F ⑴，所以 UCt) = J (p-'COFCOd^. 

因为所以 （5) 的特解为 

X p = <P(0j O~ 'Ct)F(0dt. (9) 

为计算 （9) 中列矩阵 C & UOFU ) 的不定积分，我们对其每个元素 积分. 所以方程组 （5) 的通解 
为 X = X r + X p ^ 

X = 0(f)C + «&( r)J 0 (10) 

注意在求积分 Jer 1 时我们无须使用积分常数.这个原因与 4. 6节中对常数变易法的 


讨论 一样. 请参考 4. 6节的例 2 . 

_常数变易法 

求出非齐次方程组 

在区间（一 m ，+ oo ) 上的通解. 

解 首先我们求解齐次方程组 

X '= 



( 11 ) 


( 12 ) 


其系数矩阵的特征方程为 

detCA - Ai ) = I 3 0 A / I = (A + 2 )(A + 5) = 0. 

I 2 — 4 一 A I 

所以特征 值为; l , = —2 和 A 2 = —5. 利用通常的方法，分别求出相应于 A 1 和 A 2 的特征向量 





钱性一阶微分方程组 


321 


则方程组 （11) 的解向量为 

X'O 2<= (:- 2 ‘) 和 X2 = Q e - 51= Ue-4 

X ,中的元素构成了 0 U ) 中的第一行，中的元素构成了 0 U ) 中的第二行.所以 

i e21 l e2 ' 


d >(0 = k 

由 （ 9 ) 得 
X p = 


e ~ 5( 

— 2 e — 5 


和 Uz ) 


- e 5 ， -^ e 5/ 


2 e ^ 


e — 2 , 


e_ 5f 

2 e 


：il 


i e5 ' 一 p 


2te lt + 4e' 


( 3 ；)< 


-2 e ~ 


w 十 + } e < 

丄 

5 一 25 


# 一 y — 丟 e 4 ' 


— 红 +丄 e - 1 
5 50 4 

3 , 21 , 1 

y^so + Y e 


所以由 （10) 得， （11) 在给定区间上的通解为 

叫:： — 2 :::1 


6 , 27 , 1 

I — 红+丄 e -< 

5 50 2 


WO 2 ,+C 2 U;) e — : 


' 6 1 

| 

[21] 

1 

1 ' 

5 


50 1 


T 

t — 

1 

+ 


3 


21 


1 

T, 


^50. 


Y , 


(13) 


初值问题 （5) 在某区间上的通解可写成另一种形式： 

X -= 0{t)C+^(t) f ' 0 1 (s)F(s)ds, 

J f o 

其中 t 和％是区间上的点.这一形式在求解有附带初值条件 = X 。的 （5) 时比较有用’因为 
这样选择积分上下限会使得 Z = i 。时，特解变为 0. 将 t = « 。代入（ I 3 )得叉。=少 Qo )C ， 由此可得 
C =^\ t 0 ) Xo . 将最后这个结果代人 （ 1 3 )， 就得到初值问题的解为 
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X = 0 CO 0-' ( t ^ Xo +^ Uyl ' <P 1 ( s ) F ( s ) d 5. (14) 

J ! o 

注当列矩阵 FU ) 中的元素是常教、多项式、指数函数、正余弦函数，或这些函数 
的有限次和和积时，我们也可以利用待定系数法 （undetermined coefficient ) 求出非齐 
次线性方程组 X "= AX +_ F 的特解 X ,.我们并没有详细阐述针对线性方程组的这一方 
法，因为这一方法并不是 4.4 节中讨论的方法的简单 推广. 请参考练习 8.3 中的习题 
23〜26 和习题 28. 

练习 8.3 

在习题1〜20中，用常数变易法求解给定的方程组. 

1. ^ = 3 x — 3^+4 

S = 2 工 — 2 厂 1 


2 . ^ = 2 ^-y 
孕= 3工一 2 y + 4 z 

d 亡 


3 •叫！ — :卜 +(—;) e,/2 
…； >(》 
—(； — 

… U 一 ; H : e 「） 
—(： —:HT) 
—(! ■；)-(；：>' 
15 ' X，= (-1 o) X+ (secnanJ 

—[4 : 卜 (:： > 


1 

1 1 01 

I 

e 1 ' 

19. 

110 ' 

X + 

e 2i 


0 0 3, 




/2 — 1 \ / sin 24 \ ^ 

4 . X '=( 4 2 ) X + ( 2 cos 2 J e 

“;(―: X ) 

…(： —:)<) 

,/ 3 2、— .山 ， 


10. x ,= ( 

-； 

0 

12. X ’=( 

: — DM 


14. X ，=( 

:>+(冗 

16. X '=( 

0 1 \ / 

X + 

1 ) 


—1 o / v 

cot " 


-1 —2\ / 

tan 

18. X '=( 

a - i ) X+ ( 

i ) 

I 

<3 —1 — l 1 


20_ X ’ = 

1 1 -1 

X + 


.1 -1 1, 



在习题21和22中利用 （14) 求解给定的初值问题. 

21-叫 — ； X ,)， x(o>= (!) 


在习题23〜2 6 中，通过将代人给定的方程组， 

… (一； — XX ) 


22 .叫； ：;) X +0)=(—;) 

确定特解中的 系数. 求出方程组的通解. 
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24 •叫: >00(::) 

25 . x M 4 


26 .X' = 


/-I 


；)-(. 


V-l 1/ \_2cos" r \b 2 i \b, / 

27. 如图 8, 5 所示，该电路中关于电流 “U) 和 GU ) 的微分方程组为 
d (i?, +R 2 )/L 2 R 2 /L 2 \ li\ \ /E/L z \ 

d^V l2 / = V RJL, 一 0 厂 

如果 i? 2 =3n ， L] = lh, L 2 = lh, Eit) = lOOsin tV, 

^(0)-0, 且 h(0)=0, 利用常数变易法求解方程组 • 



图 8. 1 


讨论題 

28. U ) 类似于习题23,我们推测非齐次方程组 X '=( — 1 ^ X + (一^有以常数为元素的特解向量. 

然而，我们可以证明这个方程组并没有形如 m ,屮和6,为常数的解.习题23与本题给出 
的方程组有什么不同？ 

( b ) 根据 4. 4节的求解过程，特解可能会是怎样的形式？检验所得的推测，求出“）中方程组的特 

mx t . 

计算机实验作业 

29. 当 A 是 3 X 3( 或者更大）矩阵时，利用常数变易法人工求解非齐次线性方程组 X '= AX + F («) 几乎是不 
可能完成的 任务. 考虑方程组 


2 

-2 

2 



te ! ' 

- 1 

3 

0 

3 

X + 

e~ c 

0 

0 

4 

- 2 


e 2t 

. 0 

0 

2 

-1 


.1 . 


U) 利用 CAS 或线性代数软件求出系数矩阵的特征值和特征向量. 

(b) 构造基本矩阵少(0并用计算机求出 H*). 

(C) 利用计算机计算 4>— 1 WKt)、JV】 («)F(Od^<I>(oJ<e rl (0F(z)d«、a>O)C 和 dKOC+<P(f)|® _1 ⑴ F(Odt, 

其中 C 为常数列矩阵，其元素为常数 c !、 c 2 、 c 3 和 q . 

(d) 将计算机输出的通解改写为的形式，其中 X c =c 1 X 1 +c 2 X 2 +c 3 X 3 +c 4 X 4 . 

8.4 矩阵指数 


利用矩阵，我们可以用一种完全不同的方式求解线性一阶微分方 程组. 回顾简单的线性一 
阶微分方程:(其中 a 为常数），其通解为工=«'自然地，我们会问是否可以定义—个 
矩阵指数 A 使得 A 为方程组 X '= AX 的解. 

齐次方程组 现在我们来讨论是否可以定义一个矩阵指数使得 
X = e A, C 


( 1 ) 
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为齐次方程组 X '=4 X 的解. 这里4是常数矩阵，且 CS « X 1 列矩阵，其元素为任意常 
数.注意到在 （1) 中我们希望#是矩阵，所以用 C 左乘完全搞清矩阵指数的含义和 
相关理论需要全面的矩阵代数知识，一种定义#的方法是使用标量指数函数#的幂级数表 
达式： 

2 k k 

e a, = 1 + a? + a 2 H - + a* |-j- + a * * (2) 

(2) 中的级数对所有的 i 收敛.利用这个级数，用单位阵 J 代替1，并用常数矩阵 A 
代替常数 a ， 就得到关于矩阵#的定义 • 

feiww 矩阵指数 

对于任意 nXn 矩阵 A ， 

e A, = I + Ai +A 2 g + … + A*g 十…= J]A k (3) 

可以证明 （3) 中给出的级数对所有的 f 值收敛于一个 nX " 矩阵. 另外有 A Z == AA ， A 3 = 
AU 2 ) 等等. 

A 的微分 矩阵指数的微分类似于标量指数函数的微分性质只是稍有变化： 
^ e A, = Ae A, . ⑷ 

我们对 （3) 逐项微 分得： 

^ e A, =^[f+A/+A 2 |^ +… +A* & + …] =A+/i~ + &AY+ … 

= A^I+At+A 2 |y + --- J = Ae A! . 

由 （4) 可以证明，对于所有 nXl 常数向量 C , (1) 是 X '= AX 的解： 

X' = j t e At C = Ae At C = A ( e A , C ) = AX . 

〆 ，是基本矩阵如果我们用符号妒 (《) 表示矩阵指数 e At ，那么（ 4 )等价于矩阵微分方程 
«^⑴= Ay ⑴（请参考8•3节中的⑶式）.进一步，由定义 8.4 立即可得 > F (0)= e A ° = I ， 所以 
det 妒 (0) 关 0. 上述两个性质足以得出 结论： 妒(0是方程组 X '= AX 的基本矩阵. 

非齐次方程组 在 2. 4节的 （4) 式中，我们看到一个线性一阶微分方程 i ' =a ^ + /( OU 为 
常数）的通解可表述为 

x = .r c +x p = ce at + e 01 P e^f(s)ds. 

J f O 

对于非齐次线性一阶微分方程组 X '= AX + FU )， 其中常数矩阵，可以证明其通 
解为 

X = X c + X , = e A: C + e A, e^Fis)^. ⑸ 

J f 0 

因为矩阵指数 e A ， 是基本矩阵，所以它总是非退化的且实际上， 6 ^可通过在 
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#中用 一 s 替换 f 得到. 

计算# (3) 中#的定义当然可以用来计算 e ' 但在实 践中# 的元素是关于《的幂级数， 
所以 （3) 的使用受到了限制.于是我们自然想到是否能有简单易行的方法，将这些级数定义为 
封闭形式的函数.请参考练习 8.4 中的习题1〜 4. 幸运的是我们还有很多种其他方法用于计算 
e ^; 接下来我们讨论如何利用拉普拉斯变换. 

利用拉普拉斯变换 在⑸中我们看到是 X '= AX 的解.因为，所以 X = e Al 
也是初值问题 

X f = AX, X (0) = I ⑹ 


的解 . 若 =££{#} ，则 （ 6 ) 的拉普拉斯变换为 

sjc(s) — X(0) = Ar(s) 或 （ iT— A)JC(S) = I. 

在最后一个等式两边同时乘以 （ d — A ) — 1 得: c ( 5 ) = ( sJ —— A )- 
^{e A, }= (si-A)-' 或 e A, = ^ {(si -Ay 1 }. 


也就是说 


(7) 


m 矩阵指数 

对于 A =^ _1 ), 利用拉普拉斯变换计算 e A 、 

\2 -2/ 

解 首先我们计算矩阵 si-A 并求它 的逆： 


sI~A= 1 1 ) 

V — 2 5 + 2/ 




a 丄 r = 


.s + 2 


5 ( 5 + 1) 


sU + 1: 


然后我们将最后一个矩阵中的元素分解成部分分式: 


(sI-AY 


V+i 


( 8 ) 


由 （7) 可得 （8) 的拉普拉斯逆变换，因此就得到了预期的结果， 

/2-e-' 一 1 + e— , 、 

6 = (2-2e_, -l + 2e- 1 )• ■ 

计算机应用 对那些重视求解速度的人来说，可以在计算机软件的帮助下使用某些命令来 
计算 e Al . 例如，为计算方阵 M 的矩阵指数，我们可以使用 Mathematica 中的 Matri X E X p [ At ] 
函数、 Maple 中的 exponential A ， t ) 命令或 MATLAR 中的 expm ( At ) 函数.请参考练习 8. 4 中 
的习题27和 28. 

练习 8.4 

在习题1和2中，利用 （3) 计算 产和 e _' 
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习题3和4中，利用 （3) 计算 e A ‘. 


习题5 〜 8中，利用 （1) 求出给定方程组的通解. 


—C > 


l . x f = 3 0 OX 


习题9〜12中，利用 （5) 求出给定方程组的通解. 


：)-(-；) 

>(:) 


(:X) 

(: >+(:) 


. 在习题7中令初值条件为 X (0> = 


在习题9中令初值条件为 X (0)=^ h 解之 • 


习题15〜18中，用例1中的方法计算系数矩阵的 〆 '• 利用 （1) 求给定方程组的通解. 


,/ 0 1 \ 
〜 U — 2 ) x 


P 表示这样一个矩阵，其每列反，&，•••，矩阵 A 相应于不同特征值 Au A 2 ， …， A ” 的特征 
可以证 = 、这里 D 被定义为 


:习题19和20中对于给定的矩阵证明以上结果. 


iA ^ PDP — 1 ， 其中 D 如（9>所定义.利用 （3) 证明 e Al 
利用 （3) 证明 


e ft 


0 e^' 
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其中 D 如 （9) 所定义. 

在习题23和24中利用习题 19-22 的结果求解给定的方程组. 

23 . x '- (―; > 2 … o 


讨论题 

25. 回顾关于 （7) 中结果的讨论，矩阵 — A 总存在逆矩阵吗？请讨 论之. [提 示： 如果 det( S J — A )=0, 
那么 s 应该为何值？请参考附录 B 中的 （9).] 

-1 1 r 

26. 矩阵 A 称为 幂零的 （ nilpotent )， 如果存在某整数 m 使得 A ™=0 .证明 — 1 0 1是幂零的.讨 

-1 1 1 , 

论为什么当 A 是幂零的时，计算#会相对容易 一些. 利用 （1) 计算#并求解 X'=AX. 


计算机实验作业 

27. ( a ) 利用 （1) 求 f 的通解.利用 CAS 求产，然后利用计算机求系数矩阵 A = (S 的特 

征值和特征向量，并用 8. 2节中的方法构造它的 通解. 最后，使两种通解的形式一致. 

( b ) 利用 （1) 求方= f — 3 一 lN ) x 的通解.利用 CAS 求 e 〜. 对于复数的输出结果，利用软件进行化 
\ 2 — 1 / 

简； 例如，在 Mathematica 中，如果 m= MatrixExp[ A t] 有复数元素，那么可以用命令 Simplify 
[Complex Expand[m]]. 


28. 利用 （1) 求 A " = 


，一 4 0 6 0、 

0 — 5 0 — 4 X 的 通解. 利用 MATLAB 或 CAS 求 

— 1 0 1 0 

、 0 3 0 2. 


第 8 章复习题 

在习题1 和 2 中 填空. 

1. 当* =_时’向量是 = G G ) 的解. 

2. 当_且=_时，向量 De _ 9 ' 是初值问题 X ' = 3 )^, 

x ( o ) = (9 的解 • 

4 6 6' 

3. 考虑线性方程组欠=1 3 2 X. 不要求解方程组，确定 






328 


第 8 幸 


中哪个向量是系数矩阵的特征向量 • 方程组相应于这个特征向量的解是什么？ 

4. 考虑含有两个微分方程的线性方程组 X '== AX ， 其中 A 为实系数 矩阵. 如果已知义 1 = 1 + 21是一个特征 

值且相应的特征向量为& = ，那么方程组的通解是什么？ 

在习题5〜14中求解给定的线性方程组 • 


5 - Tt =Zx+y 




6. ^=-4x+2y 

餐 =2x-4y 

8 .H : 2 2 :) x 



'1 一 1 11 


I 

r o 2 r 

9. X = 

0 13 
U 3 1, 

X 

lo . id — 

11-2 
[2 2-1. 


—C 8 >( 2 J 
) x+ L) 


12 . ^ = 


㈡ 


■(. I ) 

14 • 叫 -1 1 l) X+ ( _ l ) eJ， 


13. X ’ 

15. ( a ) 考虑由 3 个一阶微分方程组成的线性方程组 X '= AX , 其中系数矩阵为 

:II 

[—5 — 5 一 3 J 

已知 A = 2 是一个二重特征值.不要利用特殊公式（如 8. 2节中的（12>),求方程组相应于这一特征 


值的两个不 同解. 

( b ) 利用 （ a ) 中的过程求解 X "= 


X . 


16. 证明对于任意常数 q 和 c 2 , X = 是线性方程组 

、C2 ’ 


X f = 


0 


) x 


的解.徒手绘出方程组的相图. 

项目 模型： 多层建筑在地震中的震动 

剧烈地震显然对建筑物有破坏作用.例如 ， 著名的 1906 年 
洛杉矶地震，严重破坏了整座 城市. 更近一些，在同样的地区 
发生了 Loma Prieta 地震，很多美国人都亲历了这场地震，因为 
当时正在电视直播在洛杉肌进行的 1989 年棒球联赛. 

楼房地基位移模型在这个项目中，我们想建立地震对多 



在洛杉肌 Loma Prieta 
地震中的房屋倒塌 
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层建筑的影响模型，并用数学方法求解及解释.我们假设一幢楼房的第；层质量为 m ,， 且相邻 
的楼层用类似于弹簧的弹性材料连接.典型地，一幢大楼的连接材料是具有很好弹性的钢制材 
料.每一个连接物在该层相对于其他层发生偏移时都对其施加回复力.我们假设虎克定律在这 
里适用，第 i 层与第 i +1 层之间的正比例常数为 zfe ,， 即这两层之间的回复力为 
F = ki (xh-i — x f ), 

其中•代表第；层相对平衡位置的水平位移，而 x i+1 — ^为第 i + 1 层相对于第 i 层的位移•我 
们假设第一层与地面也有同样的关系，其正比例常数为々。 • 图1给出了一个 n 层楼房的模型， 
而图2给出了第 i 层的受力 情况. 我们可以对楼房的每一层应用牛顿第二定律 F == ma ， 得到以 
下线性微分方 程组： 



m n x"n = — k n - l (. x n — x n -^ 


( 1 ) 


_ i 

作为一 > 


两层楼房 

-个简单例子，考虑一幢两层楼房，每层质量为 m =5 000 kg ， 
数为 k = 10 000 kg / s 2 . 微分方程组 （1) 简化为 


其回复力的正比例常 


x \ = — 4 j ：! + 
x ' z = tx \ — 2 x 2 . 


( 2 ) 


这个二阶方程组可用 4 . 8节或 8. 2节给出的方法 求解. （2) 的振荡解为 
Xi it ) = Cl coscoi t -\- c 2 sina>if + c 3 cosa > 2 t + c A sino » 2 1 ( 3」 

X2 (0 = ^-(4-co?)^ cosc Ul f + y(4-a>?)c 2 sin w ^ + -|-(4-ct»i)c3COSa, 2 f + -|-(4- c «>i)c2siito, 2 f 


我们将具体的求解过程留给读者来完成 • 

‘‘相关练习，，的习题1中要求求出助和奶的值. 
利用矩阵 



xxitY 

1 

TTl\ 0 •• 

• 0 ' 

X = 

X 2 {t) 

,M = 

0 m 2 

- 0 




0 0 

_• m n 
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a 0 +k x ) 

k , 

o 


( k } + 是 2 ) 


k 2 

a 2 十 t ) 




( l ) 中的方程组可写成 

MX " = KX . (4) 

nX « 矩阵 M 和 K 分别被称为楼房的质量矩阵 （mass matrix ) 和刚度矩阵 （stiffness matrix ). 注 
意矩阵 M 是一对角阵，其对角线上第；个元素为楼房第 f 层的质量.因为矩阵 M 的逆©为 


mr 1 0 … 0 

0 m~2 X 0 

M = , 

0 0 m : 

这样我们得到矩阵形式的齐次二阶方程组的标准型 

乂 ，= AX. 


(5) 


(5) 中的系数矩阵为 

A 的特征值表示楼房在地震中的坚固 程度. A 的特征值为负且不 相同. 楼房的固有频率是 
特征值相反数的平 方根. 如果 A , 是 A 的第个特征值，则 = 是第 t ' 个频率 ， i = l , 

2, n . 在地震中，第一层受到巨大的水平方向 的力. 如果这个力是振荡的，比如 F ( t ) = 
Gcosyt , 其中 G 为常数列矩阵，那么楼房可能发生巨大位移，尤其是当力 F 的频率 y 接近搂房 
的某个固有频率 CO , 的时候.这使我们想起了 5. 1. 3节中的共振现象. 


_ 10层楼房 

假设有幢10层的楼房，每层质量为10 000 kg 且每个怂的值为5 000 kg / s 2 . 因为矩阵 JVf 和 
K 都是 10 X 10 的，所以矩阵 A 也是 10 X 10 的，借助 CAS 我们求得 


A = JVTK = 


1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ' 

0. 5 

一 1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 5 

- 1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0.5 

-1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 5 

—1 

0.5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 5 

—1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 5 

- 1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0.5 

— 1 

0. 5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0. 5 

一 1 

0.5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0.5 

— 0. 5, 


O 请参考附录 B 中练习的习题 56. 
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再利用 CAS 求出矩阵 A 的特征值 A ,， A , 的值及相应的频率叫= 7=17和周期 T , = 2 ▲(单位 
为 s ) 在表1中列出. 


表1 


A, 

一 1. 956 

-1. 826 

—1. 623 

-1. 365 

—1. 075 

0. 777 

— 0. 500 

— 0. 267 

— 0. 099 

— 0. 011 

(X)i 

1. 399 

1. 351 

1. 274 

1. 168 

1. 037 

0. 881 

0. 707 

0. 517 

0. 315 

0. 105 

T, 

4.491 

4. 651 

4. 932 

5. 379 

6. 059 

7. 132 

8. 887 

12. 153 

19. 947 

59. 840 


从表格的最后一行中我们可以看出，周期为2〜 3 s 的地震不会使这幢楼房陷入共振的危 
险.请参考相关练习中的习题 2. ■ 

相关练习 

1. ( a ) 利用 4. 8节中的消元法求解方程组 （2). 求出频率出，和吨的精确值. 

( b ) 利用 8. 2节的注释中讨论的一种或两种方法求解方程组 （2) •利用 CAS 或线性代数的软件求出特征 
值和特征向量. 

2. 考虑例2中的10层 楼房. 假设刚度矩阵 K 乘以10,通过重新构造例2中的表格，说明典型的周期为 
2~3 s 的地震更可能对这样的楼房造成破坏. 

3. 考虑校园内最高的 楼房. 合理假设每层的质量和楼层之间的正比例常数，如果读者觉得做这样的假设 
很困难，那么可以使用前面例子中的数据 • 

( a ) 求出矩阵 M 、 K ： 和 A . 

( b ) 求出 A 的特征值及其振荡频率和 周期. 这幢楼房在一般的周期大小为 2 s 的中度地震中安全吗？ 

( c ) 如果在楼房刚度矩阵 K 上乘以10,那么这幢楼房在周期为 2 s 的地震中还安全吗？请参考习题 2. 
刚度矩阵 K 乘上什么值以后会使得整个建筑变得不安全. 

4 . 求解初值问题 JVffsKX + FCi )， X (0) = 0, X ’（0) = 0, 其中 F ( i )= Gcosyt ’ G=EB, £=10 000 lb 为地 

震施于楼房底层力的振幅， 

1 - 

0 

B = . ， 

.0 

7=3是地震的频率（一个典型的地震频 率）， M 和 K 是习题 3( a ) 中所用的.请参考 8. 2节和 8. 3节的 
注释及练习 8.3 中的习题23 〜 26.利用 CAS 或线性代数软件进行所有的矩阵计算. 





气体微分方程的数值解曲线；见图 6.1 和图 9. 2 


第9章常微分方程的数值解 

不是每个微分方程都有解 • 但是，有些时候即使可以证明微分方程的解存在，我们也可能 
写不出显式解或隐式解.在很多情况下，我们只能求得解的近 似值. 正如 2. 6节所述，如果解 
存在，那么它表示笛卡儿平面上的一个点集合.本章我们继续 2. 6节的基本思想，构造出微分 
方程的一些算法，以得到精确解曲线上点坐标的近似值. 

本章我们讨论的中心主要是一阶初值问题 dy / dr =/ Oc ， y )， y ( x 0 )= y 0 . 在 4. 9节中我们 
看到，一阶方程的数值解法可以扩展到一阶方程组上，因此我们也可以通过把高阶微分方程写 
成一阶微分方程组的形式，来求解高阶微分方程的近似解.本章最后给出了求解线性二阶边界 
值问题近似解的方法. 

9.1 欧拉方法与误差分析 

在 2. 6节中，我们给出了求形如 / = 30 , ： yU «)) = y 。的一阶初值问題近似解的一个 

最简单的例子.回顾欧拉方法最主要的部分是公式 

= yn+h/(x x ,y n ), (1) 

这里/是从微分方程 / = /( x ， ： y ) 中得到的.由 （1) 式的递归方法可以得到解曲线的连续“切 
线”在々 C 2 ， 而，…或 X ”=： C 。 + M 处对应的 y 坐标力， y 2 , y 3 , ... , / l 为常数也是:£：„和 
X „ +1 之间的步长.可以用 A ，： y 2 , y 3 , …来近似初值问题的解 〆 0：)在 on ，工2，工3，…处的值. 
但是 （1) 式这种简化形式的近似值过于粗糙. 

一个比较 在练习 2. 6的习题 4 中，要求用欧拉方法求初值问题 y = lxy , : y ( l )= l 的解在 
: y ( l . 5) 处的近 似值. 读者应该可以得到解析解以及类似于表 9. 1和表 9. 2中所给的数值. 

表 9.1 欧拉方法， <«=0.1 
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表 9. 2欧拉方法, 

ft=0. 05 


OCn 

: y. 

真值 

绝对误差 

%相对误差 

1.00 

1.000 0 

1. 000 0 

0. 000 0 

0. 00 

1. 05 

1. 100 0 

1. 107 9 

0. 007 9 

0. 72 

1. 10 

1.215 5 

1- 233 7 

0. 018 2 

1.47 

1. 15 

1. 349 2 

1, 380 6 

0. 031 4 

2. 27 

1. 20 

1. 504 4 

1. 552 7 

0. 048 3 

3* 11 

1. 25 

1. 684 9 

1. 755 1 

0. 070 2 

4. 00 

1. 30 

1.895 5 

1. 993 7 

0. 098 2 

4. 93 

1. 35 

2. 141 9 

2. 276 2 

0. 134 3 

5. 90 

1. 40 

2. 431 

2. 611 7 

0. 180 6 

6. 92 

1. 45 

2. 771 4 

3.011 7 

0. 240 3 

7. 98 

1. 50 

3. 173 3 

3. 490 3 

0. 317 1 

9. 08 


在这种情况下，令步长 6 = 0. 1，3>(1. 5) 近似值的相对误差大于16%是不可接受的.把计 
算量加大一倍，可令步长 6 = 0. 05以提高精度 • 

数值方法的误差 在选择和使用数值方法解初值问题时，我们必须意识到各种可能的误差 
来源. 各种不断传递的误差会降低近似计算的精度，以致使近似计算显得毫无意义.另一方 
面，基于数值方法的计算，没有必要要求非常高的精度，那样只会耗费资源，增加复杂度 • 

误差 的一个来源是计算过程中产生的舍 入误差 （ round-off error ). 这个误差的来源是因为 
任何计算器或计算机只能利用有限位数来存储 数据. 这里只是为了说明这个情况，假定二•个 
10进制的计算器只能存储 4 位数字， 因 此在计算器中 I / 3 表示为 0. 333 3，1/9表示为 
0.111 1. 若我们用这个计算器计算当 z = 0. 333 4时 U 2 — l /9)/( x — l /3) 的值，则可以得到 
(0. 333 4) 2 - 0- 111 1 = 0.111 2-0.111 1 = L 
0, 333 4 一 0. 333 3 0. 333 4 一 0. 333 3 

然而，利用代数知识可以得到 

■ Z 2 -1/9 = U - l /3 )(x + l /3) = 1 +丄， 
x 1/3 x — 1/3 3 

因此， 当 x = 0_333 4 时， （ x 2 — l / 9)/U — 1 / 3 ) 〜 0. 333 4 + 0. 333 3 = 0. 666 7_ 这个例子说明 
舍人误差的影响是很大的，使用时必须要多加 注意. 减少舍入误差影响的一种方法是使数值计 
算量减到 最少. 另一种计算机技术是使用双精度十进制数表示 结果. 一般来说，舍入误差是不 
可预测并且是很难分析的，所以在接下来的误差分析中我们将忽略它.我们将集中分析用公式 
或四则运算求解近似值时所产生的误差. 

欧拉方法的截断误差 在由 （1) 所产生的序列值: VI ，％，％，…中，通常; Vi 的值和精确解 
在 X ,处的值即不一致，因为四则运算只给出了解的直线 近似. 请参考图 2 . 30 ‘ 这^误 
差称 为局部截断误差（ local truncation error ) 、 公式误差 （formula error ) ，或离 散误差 
(discretization error ). 毎一步都会产生截断 误差； 也就是说若假设5是精确值，那么将 
会包括局部截断误差. 
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为了推导欧拉方法局部误差的计算公式，我们使用带余项的泰勒公式.如果函数: y (: c ) 有 
是+ 1阶导数，这些导数在一个包含 a 和: c 的开区间上是连续的，那么 

y(x) = y(a) + / ( a ) - ? ~1 - h (a) + y (k¥n ( c ) 「， 

其中(：是《和: c 之间的某 个点. 令 6 = 1 ， a = ^„, x = x„ + ,=x n + h, 可以得到 
: yOw ) = yix„) +y(.xj + /( c ) |y 


或 


)( 工 ” +1 )= > + /1/(,„ ， y„) . + ： y 〃 (c)|y. 


欧拉方法 ( l ) 是上一个公式中去除最后一项的 i + i ; 因此， ％ +1 的局部截断误差为 
/'( c ) | y ， 其中 A < c < _ z „+ i . 

c 的值通常是未知的（理论上讲是存在的），所以准确的误差是不能计算出来的，但是误差的绝 


对值的上界为 

^^^7 ，其中财 = max | y'ix) |. 

在讨论由数值方法产生的误差时，使用记号 OU ”） 是有帮助的.为了定义这个概念，令 e ( A ) 表 
示依赖于 A 的数值误差.如果存在常数 C 和一个正整数”使得 I M | < C / i " 在/ I 充分小时成 
立，那么 e (/ i ) 称为是阶的，用符号 OU ”） 来表示.因此欧拉方法的局部截断误差为 
0(/ i 2 ). 我们注意到，一般来说如果数值方法中的 e (/0 是 V 阶的，并且当 A 取一半时’新的误 
差近似于 C (/ i /2 V = C / i "/2" ; 也就是说误差通过因子 I / 2 "减少了 • 


_局部截断误差的误差界 

求用欧拉方法求解 y = 2 x 3>, yW = l 时产生的局部截断误差的误差界 • 

解从解 y = 〆 — \我们可以得到/ =( 2 + k 2) e l2 — 、因此局部截断误差为 

(2 + 4 c 2 ) 〆 -》专， 


这里 c 是 + 之间的一个值.特别地， A ==0_1 时，我们可以用 1. 1代替; yi 中的 C ， 然后 
求得其局部截断误差的上 界为： 

[2+(4)( l . l ) 2 ] e ( (11>2 — ” = 0. 042 2. 

从表 9.1 中我们可以看到，第一次计算后的误差为 0 . 033 7 ，比上界值小. _ 

类似地，我们可以用1_5代替 c (这个 c 值给出了每步； y 〃( c ) 的最大值，不过可能对前儿步 


来说有点过大），得到表 9 . 1前五步中任何一步的局部截断误差 • 计算后得到 

( 0 . 1 ) ; 


[2 + (4)( l ‘5 ) 2 ]e “ , 


= 0. 192 0 


(2) 


作为每步局部截断误差的上界_ 

注意，若例1中的取一半 0.05 时，误差界为0.048 0,大约只有（ 2 )的四分 之一. 这和 


预测的一样，因为欧拉方法的局部截断误差为 o ( v ) - 
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在以上的分析中，我们假设在 计算％ +1 时％的值是精确的，这并不是因为它包含了前一 
步的局部截断误差. 3 VM 中的总误差是前面步骤中的误差的积累值.这个总的误差称为 全局截 
断误差 （global truncation error ). 全局误差的完整分析超出了本书讨论的范围，但是可以证明 
欧拉方法的全局误差是 0(/0. 

我们期望对于欧拉方法来说，如果步长减半，则误差也近似减半.这个结论在表 9.1 和 
表 9.2 中给出，在这两个表中，步长为 A = 0.1 时，在; r = l . 50处的误差是 0.562 5 ， /i = 0.05 
时误差是 0.317 1,近似减半 • 

一般地，可以证明如果求微分方程数值解的方法有局部误差 0( M +1 ), 那么全局误差 


为 0( h ”, 

本节余下来的部分以及下一节我们将学习一个比欧拉方法明显精确的方法. 

改进的欧拉方法 用公式 


y^i = 


yn+h n^ ， yJ+f(x^,y^) 


(3) 


定义的数值方法一般称为改 进的欧拉方法 （ i m P roved Euler’s method ) ,其中 

yn + i = yn + hfU n , y „). ⑷ 

为了用 （3) 式计算 ： y „ +1 ，” = 0，1，2，…，我们必须在做每一步时先用欧拉方法 （4) 得到初 
始估计值: V „* +1 . 例如，令 (4) 中的 n = 0， 可以得到％* =%+ A /( x 。， 加），则利用 （3) 式可知 
yi = yo + h f ^ Q > yjl y 其中 Xi = J ；()+ A . 这些方程非常容易 识别. 在图 9.1 中， 


观察到饥。=/(办， >) 和 
利用这些斜率，可以得到 


f { x x , : yr ) 分别是通过点（工。 

f(x 0 ,yo) + /(xi ,y* ) 

= 2 ’ 

我们可以得到与之平行的虚线的斜率，用第一步，而不 
是进一步沿着通过（心， >) 且斜率为/(工。， >) 的直线 
一直到用欧拉方法得到 > 坐标为的点，我们用通过 
( x 0 , : yo ) 且斜率为的虚线来代换，直到到达 A .从 
图像来看，％是 yr 的改进 • 

一般来说，改进的欧拉方法 是预测真值法 （ p redictor 
— corrector method ) 的一个特例.由 （4) 给出的 < +1 的值 
可以预测 yUJ 的值，但是公式（ 3 )所定义的的值修 
正了这个估计. 

_改进的欧拉方法 


%)*(〜， 〆 ）的直线的斜率. 



MX H J 

利用改进的欧拉方法可以得到 〆 1 • 5) 的近似值，作为初值问题 y = 2x > : y ( l ) = l •比较 


；1=0. 1 和 h ^ O . 05的结果. 

解令尤。=1，> = 1， /( x „, y „)= 2 x n y „, n = 0 , h = 0 . l , 我们先计算 （4) 
y { = y 0 + (0. l)(2:c 0 ： y 0 ) = 1 + (0. 1)2(1)(1) = I- 2. 

在 (3) 中令 x ! = l + ft=l + 0. 1 = 1. 1，可以得到 
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•Vi = ：Vo 

十 （0 1 ) 2x ° y ° + 

— 1 1 1、 2 (1)(1) +2(1. 1)(1. 2) 

1. 232. 

对 /i = 0. 1 和 A 

= 0. 05 的比较值分别列在表 9. 3 和表 9. 4 中. 




表 9.3 

改进的欧拉方法， 

/i = 0. 1 


X „ 



真值 

绝对误差 

%相对误差 

1. 00 

1. 000 0 


1. 000 0 

0. 000 0 

0. 00 

1 . 10 

1. 232 0 


1. 233 7 

0. 001 7 

0. 14 

1， 20 

1. 547 9 


1. 552 7 

0. 004 8 

0. 31 

1. 30 

1.983 2 


1. 993 7 

0. 010 6 

0. 53 

1. 40 

2. 590 8 


2. 611 7 

0.020 9 

0. 80 

1. 50 

3. 450 9 


3. 490 4 

0. 039 4 

1. 13 



表 9.4 

改进的欧拉方法， 

h=0. 05 


A 

% 


真值 

绝对误差 

%相对误差 

LOO 

1. 000 0 


1.000 0 

0. 000 0 

0* 00 

1. 05 

1. 107 7 


1. 107 9 

0. 000 2 

0. 02 

1. 10 

1. 233 2 


1, 233 7 

0. 000 4 

0. 04 

1. 15 

1. 379 8 


1. 380 6 

0* 000 8 

0. 06 

1. 20 

1. 551 4 


1. 552 7 

0. 001 3 

0. 08 

1. 25 

1, 753 1 


1. 755 1 

0. 002 0 

0. 11 

1. 30 

1. 990 9 


1. 993 7 

0. 002 9 

0. 14 

L 35 

2. 272 1 


2. 276 2 

0. 004 1 

0. 18 

1.40 

2. 606 0 


2. 611 7 

0. 005 7 

0. 22 

1. 45 

3. 003 8 


3. 011 7 

0. 007 9 

0. 26 

1. 50 

3. 479 5 


3. 490 4 

0. 010 8 

0.31 


这里提醒 一句. 我们不能先计算出所有的 < 值，然后把这些值代人公式（ 3 ).换句话说， 
我们不能利用表 9. 1 中 的数据得到表 9. 3中的 数据. 为什么不能？ 

改进的欧拉方法的截断误差 改进的欧拉方法的局部截断误差是 o ( v ). 这个结果的偏差 
类似于欧拉方法局部截断误差的偏差.因为改进的欧拉方法的局部截断误差是 ou 3 )， 所以全 
局截断误差为 0( f ). 这一点可以从例2中 看到； 当步长减半，从 A = 0. 1减到 A = 0. 05后，在 
= 50 的绝对误差从 0.039 4减到 0.010 8,减少了大约 （1/2) 2 = 1/4. 


练习 9.1 

在习题1 〜 10中，给出了初值条件，用改进的欧拉方法求所给函数的近似值，精确到小数点后四位 • 


一次用 /i = 0. 1 ,第二次用 h = 0. 05_ 

1. y =^2x — Zy-\~\ » i ： y(l* 5) 

3. ； y’ = l + y ， yCO) = 0 ； _v(0. 5) 

5./ = e ' : y(0)=0; yiO. 5) 

7. y = (Jr— ： y) 2 ，： y(0) = 0.5; ； y(0. 5) 


2. y = 4 x ~ 2 yi y (0) = 2 ； 3^(0. 5) 
4./ 二 x 2 +/， y ( 0 ) = l ; y { 0 . 5) 
6. y f = x ^\~ y 2 j _ y (0) = 0； _ y (0. 5) 

8. y = Joy J t^fy , >(0) = 1 ； >»(0. 5) 


第 
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9 . y '^ jcy 2 -^, 3-0) = li y ( l . 5) 10. y = y ~ y \ : y (0)=0.5; : y (0. 5) 

11. 考虑初值问题 / = U + y — l ) 2 , >.(0)=2. 利用改进的欧拉方法求解在 ： r =0. 5 处的近似值，分别令 
^ = 0. 1和 A = 0.05. 比较每一步所得的近似值和由解析解所得的精确值. 

12. 尽管从微分方程中看不出来，但是微分方程的解在我们希望求解 〆 d 的工点附近可能有很坏的性质. 
数值方法在这点处可能会给出差异很大的 结果. 令3>(1)是初值问题 y = f + y ， ： y(l) = l 的解. 

fli U ) 用数值求解程序绘出解在[1， 1.4] 上的图形. 

( b ) 令步长 A = 0. 1，比较由欧拉方法和改进的欧拉方法得到的： y ( l . 4 )的近似值. 

13. 考虑初值问题/ = 2力 y (0) = l . 其解析解为 y = e 2 ' 

( a ) 用单步法和欧拉方法求出 y (0. 1) 的近似值. . 

( b ) 求％局部截断误差的误差界. 

( c ) 把％的精确误差与上面所得的误差界加以比较 • 

( d ) 用两步法和欧拉方法求出： y (0. 1) 的近似值. 

( e ) 通过比较 （ a > 和 （ b > 中的误差，证明欧拉方法的全局截断误差为 0(/0. 

14. 用改进的欧拉方法再做一次习题 13. 它的全局截断误差为 OU 2 ). 

15. 令初值问题为 :/ =x —2; y ， ： y (0) = l ， 再做一次习题13_解析解为: y = — + + 2l . 

16. 用改进的欧拉方法重做习题 15. 它的全局误差为 OU 2 ). 

17. 考虑初值问题 y = 2 f 3： y + l ， y ( l ) = 5. 它的解析解为; y ( i ) = j + '|^+ Y e n . 

( a ) 找出一个包含(:和 A 的公式，表示出欧拉方法中第 n 步所得的全局截断误差- 

( b ) 令步长 ^ = 0.1, 找出在求解； y ( l . 5) 近似值的过程中每一步所得局部截断误差的边界 • 

( c ) 令欧拉方法中 A =0. 1, h = 0 . 05 , 求 ； y ( l . 5 )的近似值.请参考练习2_ 6的习题1_ 

( d ) 计算 （ c ) 中的误差，并证明欧拉方法的全局误差为 OU ). 

18. 用改进的欧拉方法再做一次习题17,这个方法的全局截断误差为 O ( V ). 请参考习题 1. 

读者可能需要保留四位以上的小数才能看到降低误差阶的效果 - 

19 . 令初值问题为 ：/ = e — 、： y (0) = 0. 其解析解为： y (: c ) = lnU +1). 求： y (0. 5) 的近似值.请参考练习 
2. 6的习题 5. 

20. 用全局误差为 OU 2 ) 的改进的欧拉方法再做一次习题 19 .请参考习题 5 .读者可能需要保留四位以上 
的小数才能看到降低误差阶的效果 - 

讨论题 

21. 回答接在本节例2后面第三句话后的“为什么不能？” 

9.2 龙格-库塔法 

也许解初值问题:/= /(^，3 1 )，：近似解的最流行的也是最精确的一种数值方法 

是四阶 龙格-库塔法 （ fourth-order Runge-Kutta method). 恰如其名，有解不同阶的龙格-库塔 

法. 这些方法可以用带余项函数为的泰勒级数的展开推得- 

一阶龙格-库塔法在上一节中，我们看到，如果函数 〆 工)有 & + 1 阶导数，这些导数在 
一个含 有“和 I 的开区间上连续，那么可以记 w 

= , v ( a ) + y ( a )^ + / U ) …/奸” （ c ) ， 
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其中 c 是 a 和: r 之间的某个数.如果用 A 代替 a ， 用4+,=:^+/!代替: r ， 那么上述公式可以 
写为 

= y(x n 十 /i) = y(x n ) + hy f (x„) + |y3 ,a) (x n ) 十 … + (di) ⑺， 

这里 C 是^„和 X „ 4 i 之间的某个数.在这种情况下，当 & = 1 和余项 ^/( C ) 很小时，我们可以得 
到一个很熟悉的公式 

3VM = yn+ hy r n = + 

换言之， 基本欧拉方法也就是一阶龙格 - 库塔法 （ first-order Runge-Kutta procedure). 

二阶龙格-库塔法现在考虑二阶 龙格-库塔法 （ second-order Runge-Kutta procedure ) •这 
个方法需要确定常数 a、k a 和/?，因此这个公式为 

^^1 = +^1 + 敁2， 

其中 

k x ^ hf{x n ,y n ) , 

k 2 = hf (jc n ~\~ah 9 y„ +/^ ) ， 

这和二阶泰勒多项式是一致的.可以证明，只要常数满足 



就有上式成立.这是一个由含四个未知量的三个方程组成的方程组，它有无穷多 个解. 注意到 
当 a = 6= l /2, 时， （1) 式变为改进的欧拉公式.因为这个公式和二阶泰勒多项式是一 

致的，这个方法的局部截断误差是 OU 3 )， 全局截断误差为 o ( v ). 

注意到 （1) 中的和式敁 2 是匕和 h 的加权平均，因为 a + 6= l . h 和 h 是解曲线 yU ) 
在区间1„到心 +1 上两个不同点处的斜率的近似值. 

四阶龙格-库塔法四阶 龙格-库塔法 （ fourth-order Runge-Kutta procedure ) 需要求下面公 

式中的常数 

3Wl = +^1 +^2 + Ck-i + dki , 


其中 

ki = hfix n ， : yj ， 

k 2 = hf (x„ + a\h,y n + P\ki), 

k 3 = hf (x„ + a2h,y„ +/?2 々 i + 啟务 2 ) ， 

k K ~ hf {ac n a 3 hfy n +/? 4 々 i +^5^2 + 月 6 办 3 )， 

它和四阶泰勒多项式是一致的.这些常数可以通过含有13个变量11个方程的方程组解出，这 
些常数最常使用的值是从下面的公式中求 出的： 

+ + (灸1 + 2々2 + 2是3 + ^4 ) ' 


k x = hf{x n ， : y „) ， 

k -2 = hf{^x n + y "，％ + + 是 1 ) ， 
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k 3 =--hf^ + \h,y„+\k 2 y ⑶ 

k t — hf(x„ + h,y„ + ^3 )• 

请读者仔细阅读公式中的 （3); 注意到 h 依赖于夂， h 依赖于々 2 , h 依赖于同时 ，I 
和 h 是近似解在 x„ 和 x„ + i 之间中点处的斜率的近似值. 

_龙格-库塔法 

当/1 = 0.1时，用龙格-库塔法求解〆 1.5) 的近似值，^1.5)是/ = 2：^，少1) = 1的解 • 
解出于举例的目的，我们计算 n = 0 时的情形.由 （3) 式可以求出 
k：= (0. l)/Uofyo) = (0. l)(2x 0 y 0 ) = 0.2, 

k z = (0. 1)/卜。 + +(()• 1)，：y。 十 +(0. 2)) 

=(0. l)2(xo+—(0.1))( ： yo+ 去 (0. 2)) = 0.231 ， 
k z = (0. 1) /(工。 + + (0. 1) ，> + + (0. 231)) 

=(0. 1)2 (x。+ + (0. 1) ) (：y 0 十 |(0. 231) ) = 0. 234 255 ， 

kt = (0. l)/(_r。+0. 1 ,y 0 + 0. 234 255) 

=(0. l)2(x 0 +0. 1)(j»o + 0. 234 255) = 0. 271 536 1 

同时，因为 

= y 0 ~\~ 2 ,k 2 + 2^3 + ^ 4 ) 

=1 + 丄 （0. 2 + 2(0. 231) + 2(0. 234 255) + 0. 271 536 1) = 1. 233 674 35 . 

6 

余下的计算结果在表 9. 5 中给出，其结果四舍五入到四位小数. 


表 9.S 龙格-库塔法， * = 0.1 




真值 

绝对误差 

%相对误差 

1. 00 

1, 000 0 

1. 000 0 

0. 000 0 

0. 00 

1. 10 

1. 233 7 

1. 233 7 

0. 000 0 

0. 00 

1. 20 

1. 552 7 

1. 552 7 

0. 000 0 

0. 00 

1. 30 

1. 993 7 

1.993 7 

0.000 0 

0. 00 

1. 40 

2. 611 6 

2. 611 7 

0. 000 1 

0. 00 

1. 50 

3. 490 2 

3. 490 4 

0. 000 1 

0. 00 


■ 


仔细观察表 9. 5,说明为什么四阶龙格-库塔法如此流行 • 若四位小数的精确度足够满足 
我们的需要，那就没有必要用更小的步 长了. 表 9.6 比较了用欧拉方法、改进的欧拉方法以及 
四阶龙格-库塔法解初值问题:/二 2 " 2 ^，： y ( l ) = l 的结果 • （请参考表 9 . 1和表 9. 3-) 
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表 9.6 y= 2 xy, ^(1) = 1 



几种方法的比较， 

h = 0 . 1 



几种方法的比较， 

办 = 0.05 



欧拉 

改进的欧拉 

龙格-库 



欧拉 

改进的欧拉 

龙格-库 



方法 

方法 

塔法 



方法 

方法 

塔法 

1 H . 

1.00 

1- 000 0 

1. 000 0 

1. 000 0 

1. 000 0 

1.00 

1. 000 0 

1. 000 0 

1.000 0 

1.000 0 

1. 10 

1. 200 0 

1. 232 0 

1. 233 7 

1. 233 7 

1. 05 

1. 100 0 

1. 107 7 

1. 107 9 

1. 107 9 

1. 20 

1. 464 0 

1. 547 9 

1. 552 7 

1. 552 7 

1. 10 

1. 215 5 

1. 233 2 

1. 233 7 

1. 233 7 

1. 30 

1. 815 4 

1. 983 2 

1- 993 7 

1. 993 7 

1. 15 

1. 349 2 

1. 379 8 

1. 380 6 

1. 380 6 

1. 40 

2. 287 4 

2. 590 8 

2. 611 6 

2. 611 7 

1. 20 

1. 504 4 

1. 551 4 

1. 552 7 

1, 552 7 

1. 50 

2. 927 8 

3. 450 9 

3. 490 2 

3. 490 4 

1. 25 

1. 684 9 

1. 753 1 

1. 755 1 

1. 755 1 






1. 30 

1. 895 5 

1. 990 9 

1- 993 7 

1. 993 7 






1. 35 

2. 141 9 

2. 272 1 

2. 276 2 

2. 276 2 






1. 40 

2. 431 1 

2. 606 0 

2. 611 7 

2. 611 7 






1. 45 

2. 771 4 

3. 003 8 

3. 011 7 

3. 011 7 






1. 50 

3. 173 3 

3. 479 5 

3. 490 3 

3. 490 4 


龙格 -库塔 法的截断误差 因为 （3) 中的第一个方程和四阶泰勒多项式是一致的，所以该方 
法的局部截断误差为 

y 5) ( c > 或 o (" 5 )， 

全局截断误差为现在很明显地可以看出为什么这个方法叫 做四阶龙格-库塔法 - 

MB 局部截断误差和全局截断误差 

把四阶龙格-库塔法的局部和全局截断误差应用于: v ' = 2 ^> y ( l ) = 1 . 

解 对已知解 yds〆 — 1 求微分，可以得到 

y 5 〕（ C ) = (120 c + 160 c 3 + 32 c 5 ) e f2 1 |^. (4) 

令 c =1.5, 由 （4) 式可以得到当 /i = 0. 1 时，每步的截断误差为 0. 000 28. 注意表 9. 5中％的 
精确误差比这个值小得多. 

表 9. 7给出了初值问题在 x = l . 5处解的近似值，它可以由四阶龙格-库塔法 得到. 通过计 
算精确解在 1=1. 5处的值，我们可以求出这些近似值的 误差. 因为这个方法非常精确，所以 
在数值解中必须要用多位小数才能看出当步长减少一半时的 效果. 注意到当&减半时，九从 
0.1 减少到0.05，误差减少到原误差的2 4 =16分之一，这和我们预料的一样. 


表 9. 7龙格-库塔法 


h 

近似解 

误差 

0 . 1 

3. 49 021 064 

1. 323 210 889X10 — 4 

0. 05 

3. 49 033 382 

9. 137 760 898X10- 6 


■ 
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自适应方法 我们已经看到，数值方法的精确度可以通过减小步长/^来提高.当然，这种 
提髙精确度的方法是有代价的，它增加了计算机运行的时间，并且增大了产生舍人误差的可能 
性.一般来讲，为了在期望的范围内保持某种截断误差，可能在求近似解的区间上有一些步长 
相对比较大的子区间和一些步长相对比较小的子区间.使用可变步长的数值方法称为自 适应方 
法 （adaptive method). 在这些求微分方程近似解的方法中，最流行的一种是 龙格-库塔-费尔贝 
格法 （ Runge-Kutta-Fchlberg algorithm). 

练习 9.2 

1. 利用四阶龙格-库塔法求初值问题 

y — (■r + y — l ) 2 ， y ( 0 ) = 2 

在: r =0.5 处的近似值 ， h = 0 . l , 结果保留四位小数.把近似值和练习 9. 1中习题11的精确值加以比较 • 

2. 解 （2) 中的方程，设 a = l /4. 用二阶龙格-库塔法求习题1中初值问题在工 = 0.5 处的近似解，结果保留 
四位 小数. 把近似值和练习 9. 1中习题11的精确值加以比较. 

在习题3〜12中，给定初值问题，用龙格-库塔法求解所给函数值的近似值，/> = 0.1，结果保留四位 


3. y' = 2x — 3y-\~l , >(1)=5; jy(1.5) 
5,3； / = l+ ： y 2 ， 3»(0) =0; 3»(0, 5) 

7. y = ^(0) = 0 ； y(0. 5) 

9. y={x—y) 2 , : y(0) 二 0.5; : y(0. 5) 


4.y = 4:r —2 ； y ，） (0) 二 2; )(0. 5) 

6. y ^ x 1 y 1 , >>(0) — 1; y (0. 5) 
8.：/ = x + y ，^(0)=0； ^(0. 5) 

10. y = xy-^r>/y •> 3»(0) = 1; ;y(0. 5) 


11. ：/ = •!/ — 子， >>(1) = 1; 7(1.5) 12. y' = y-y 2 , ^(0)=0. 5； y(Q. 5) 

13. 若空气阻力与瞬时速率的平方成正比’则从高为的地方落下的质点 m 的速度 r 为 


^ = mg - kv 2 , fe > 0, 
at 


令 x ;(0)=0, 々 = 0.125 ， /n = 5 slug , g = 32 ft / s 2 . 

( a ) 用龙格-库塔法求落体在 « = 时的速度的近似值， h ^ l . 

( b ) 用数值求解程序绘出初值问题解的图像 • 

( c ) 用分离变量法解初值问题，并求出 ”(5)的精确值- 

14. 一个描述细菌群落 （B. dendroides) 所占面积 A (单位为 cm z ) 的数学模型为 
尝= A (2. 128 — 0.043 2 A ). 0 


设初始面积为 0.24 cm 2 . 

U ) 用龙格-库塔法完成下面的表格， /1=0 - 5 - 


，(天 ） 

1 

2 

3 

4 

5 

A (观察值） ' 

I 2. 78 

13. 53 

36. 30 

47. 50 

49. 40 

A (近似值） 

— - 


( h ) 用数值求解程序绘出初值问题解的图像.从图像中估计 A(1) 、 A(2) - 4(3)、 4(4) 和 4(5) 的值. 


㊀ 见 V. A. Kostitzm ? Mathematical (London ； Harrap, 1939). 
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( c ) 用变量分离法解初值问题，并计算 A ( l )、 AC 2)、 A (3), A (4), A (5) 的值. 

15. 考虑初值问题 

y = jr 2 -h y 3 , y ( l ) = 1 . 

(请参考练习 9.1 的习题 12.) 

( a ) 比较步长分别为 A = 0.1 和 A =0.5 时用龙格-库塔法得到的结果，求解区间为[1， 1.4]. 

A ( b ) 用数值求解程序绘出初值问题在区间[1， 1.4] 上的图像. 

16. 考虑初值问题/ = 2；^, ^0) = 1. 解析解为 y ( x ) = e 2 ' 

( a ) 用单步法和四阶龙格-库塔法求 y ( 0 . 1) 的近似值. 

( b ) 求义局部截断误差的误差界. 

( c ) 比较％ 的实际误差和前面所得到的误差界. 

( d ) 用两步法和四阶龙格-库塔法求 y (0. 1) 的近似值. 

( e ) 通过比较 U ) 和 （ d ) 中的误差，证明四阶龙格-库塔法的全局截断误差为 O ( V ). 

17. 用初值问题 y ' = — 2^+1，： y (0)= l 代替习题 16 中的初值问题，再解 一次. 其解析解为; y ( x ) = +工一 



18. 考虑初值问题;/ = 2 _c —3 ;y + l ， ： y ( l ) = 5. 解析解为 3 ^) =+ +吾之+譬匕 3U —" • 

( a ) 找出一个包含 c 和/ 1 的公式，表示出四阶龙格-库塔法中第 n 步所得的局部截断误差. 

( b ) 若/ izO . l , 找出在求解 y ( l . S > 近似值过程中每步局部截断误差的误差界. 

( c ) 若依次令 /i = 0. 1, 6 = 0.05，用四阶龙格-库塔法求 y ( l . 5) 的近似值.请参考习题 3. 读者可能需 
要保留六位以上的小数才能看出减小步长的效果 • 

19. 用初值问题; y ' = e —- % : y (0)=0 代替习题 IS 中的初值问题，再解一次.解析解为 3 > U ) = ln (. r + 1 ). 求 
y (0. 5) 的近似值.请参考习题 7. 

讨论题 

20. 在解初值问题 y'=/(h >0, 时，函数/的计算次数是衡量数值方法计算复杂度的一个指 

标.求出欧拉方法、改进的欧拉方法以及龙格-库塔法每步计算中需要计算的次数.考虑一些特殊 
的情况，当计算的复杂度可比时比较这些方法的精确度 • 

计算机实验作业 

21. 解 [ a ，&] 上的初值问题的龙格-库塔法会产生一个有限点的集合，这些点用来近似精确解图像上的点. 
为了把这个离散点集扩展到区间 [ a ，6] 上所有近似解的点，我们可以使用插 值函数 （interpolating 
function ). 大多数计算机代数系统支持这种函数，它适用于给定的数据，并且假设点之间都是平滑 
的.这些插值函数可能是多项式或使之平滑的多项式 集合. 在 Mathematica 中，命令 y = Interpolation [data ] 
可以用来得到点 data =={ U 。，； v 。}， Ui ， ： yJ , …， U »， 九 }} 的插值函数.可以像处理计算机代数系 
统中的内置函数那样来处理插值函数 y [ x ]- 

( a ) 求初值问题:/ = —： V +10 sin 3 x ， ： y (0) = 0在区间 [0 ， 2] 上的精确解.绘出这个解的图形并求出它 
的正根. 

( b ) 利用四阶龙格-库塔法求 （ a ) 中初值问题的近似解 ， h = 0 . 1. 得出一个插值函数并绘出它的图像. 
求插值函数在区间[0, 2 ]上的正根- 
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9.3 多步法 

欧拉方法、改进的欧拉方法以及龙格-库塔法都是 单步法 （ single-step method) 的特例.在 
这些方法中， 每一个 连续值 ％ +1 都仅仅是基于其之前的值％来计 算的. 另一方面， 多步法 
(multistep method) 或 连续法 （continuing method) 使用了前面几步的值来计算 y„+i. 可以用很 
多多步计算公式来求解微分方程的近似解.因为本书不是专门讨论数值问题的专著，所以这里 
我们只考虑一种方法，比如改进的欧拉方法，它是一种预测真 值法； 它其实就是用来预测 3 C +, 
值的一个公式，我们用这个值来预测真值％ +1 . 

亚当斯-巴什福思 / 亚当斯-莫尔顿方法 最流行的一种多步法是四 阶亚当斯-巴什福思 / 亚 
当斯-莫尔顿方法 （ Adams - Bashforth / Adams-Moulton Method ). 这个方法中的预测值用亚当 
斯-巴什福思公式得到 

: vC+-i = % + 去 (55 乂 一 59》。+ > 

y ' n ^ /(:” ，: v ”） 

= /(工”-1，: w-i) 
h = /( 工^2，: y«-2) 

y'n-3 = f (工 n-3 > ^3 ) 

这里 然后把的值代入亚当斯-莫尔顿修正子 

^1 = % + + 19)’„ 一 5： y 。 + y ’ n ~ 2 ) ， 

y^i = /(工《+1，: y 4 i )- 

注意到用公式 （1) 求％ 的值，需要知道％、3^、火和％ 的值. 当然，％的值是已给的初始 
条件.因为亚当斯-巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法的局部截断误差是 0(/l5) ， 所以通常用具有 
相同误差性质的方法来计算 A 、力和％的值，比如四阶龙格-库塔法 ■ 

_亚当斯-巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法 
令/!==0.2，用亚当斯-巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法求 
y — x y — 1 »y(0) — 1 

的解 5(0. 8) 的近 似值. 

解 令步氏为/1 = 0.2，则 y (0. 8) 可以用 y 4 来 近似. 第一步我们使用 T 。 =0， >0=1. h = 0 . 2 
的龙格-库塔法，解得 

力 = 1. 021 400 00,^2 = 1- 091 817 96, y 3 = 1. 222 106 46. 

可以得到 J . o =0， 4=0.2， _ r 2 =0_4， x 3 = 0. 6， fix , y)=x + y - l , 求得 
y o = f { x Q ，: Vo ) = (0) + (1) — 1 = 0, 

= fi x ' , yi ) = (0. 2) + (1. 021 400 00) - 1 = 0. 221 400 00, 

y 2 = f(x 2 ,y 2 ) = (0. 4) + (1. 091 817 96) — 1 = 0.491 817 96, 

= fU 3 ,y 3 ) = (0. 6) + (1. 222 106 46)- 1 = 0. 822 106 46. 

用上述值预测值 （1) 为 


( 1 ) 


(2) 
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yi — 3^3 + ^^(55：/ 3 — 59^ + 37 y \ — 9 y ， 0 ) = 1. 425 359 75. 

为了使用修正子 （2), 首先得到 

y 、 = /( x 4 , y ： ) = 0.8 + 1. 425 359 75 - 1 = 1. 225 359 75. 

最后，由 （ 2 ) 可得 

> = A + ( 9 < + 19/ 3 — 5/ 2 + y .) - 1.425 527 88. ■ 

请读者证明例1中 y (0. 8) 的精确值为 y (0. 8) = 1.425 540 93. 

数值方法的稳定性 在使用数值方法的时候，必须要考虑的一个问题是初值问题近似解求 
解方法的稳定性.简单地讲，若初始条件发生微小变动，计算结果也仅仅发生微小的变动，那 
么这种数值方法称为是 稳定的 （ stable). 若初始条件发生微小变动引起计算结果发生较大的变 
动，那么这种数值方法称为是不 稳定的 （ unstable). 考虑稳定性之所以是重要的，是因为数值 
方法从第一步开始往后的每一步，都是一个新的初值问题，这些初值问题的初始条件是前一步 
的近似解.由于舍人误差的存在，这些值相对解的真值而言几乎总有一些小的 差别. 除了舍入 
误差，另一个较普遍的误差源是初始条件 本身； 在物理应用中，测量所得的数据经常是不准 
确的. 

对于特定类型初值问题的数值解，检验不稳定性的一种方法是比较步长不断减小时所得的 
近似解.如果数值方法是不稳定的，那么误差会随着步长的减小而增加.另一种检验稳定性的 
方法是观察当初值条件有微小变动时解会如何变化(例如，把少0) =1变为 3 K 0) =0. 999). 

关于稳定性更多更详尽的讨论，请参考数值分析的课本.一般地，本章我们所讨论的所有 
这些方法都有很好的稳定性. 

多步法的优缺点 对于求微分方程数值解方法的选择有很多地方要考虑.单步法，特别是 
龙格-库塔法因为具有很高的精确度和容易编程的特点，所以经常用它来进行 计算. 然而，这 
种方法的一个主要缺点是微分方程的右边在每一步都要进行大量的 运算. 例如，四阶龙格-库 
塔法每步需要对四个函数进行计算.另一方面，如果这些函数在前一步已经计算过并且已储存 
起来，那么多步法在每一步只需要对一个函数进行计算 ■ 这会导致计算机在存储和读取上耗费 
大量的时间. _ 

例如，用《步四阶龙格-库塔法解/=/<>，>)， 〆 々）=>需要对切个函数进行计算 • 
在四阶龙格-库塔法开始时，需要用亚当斯-巴什福思多步法对 16 个函数进行计算，对《步亚 
当斯-巴什福思方法需要计算”一4个函数，这个方法总共需要计算”+12个函数.一般来说， 
亚当斯-巴什福思多步法需要计算的函数数量比四阶龙格-库塔法需要计算的函数数量多四分之 
一.如果 fix , y ) 的计算非常复杂，则多步法具有更高的效率 • 

多步法的另一个问题是亚当斯_莫尔顿修正公式在每一步中应该重复使用多少次.每次使 
用修正子都需要额外计算一个函数值，因此其精确度的提高是以失去多步法的优点为代价的 • 
在实践中，修正子每计算一次，如果5 +1 的值变动很大，那么整个问题应该用更小的步长重新 
计算. 这就是可变步长方法的基本思想，但对这个方法的讨论超出了本书的范围. 
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其中 


mi —hu n , 


m 2 =/i ( m „ +j 於1 ) i 

mi = h^u n +Y k2 ) ' 

m.=h{u„-^k i ), 


练习 9.3 

1. 求例 1 中初值问题的精确解.把 〆 0.2)、 y (0.4)、 y (0.6)、^(0.8) 的精确值和近似值％、力、％、％ 
加以比较. 

0^2. 给亚当斯-巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法编一个计算机程序. 

在习题3和4中，利用亚当 斯-巴 什福思/亚当斯-莫尔顿方法求; y (0. 8) 的近似值，其中； yU ) 是所给初值 
问题的解.用龙格-库塔法计箅％、％和力， h = 0 . 2 . 

3•: y ’ = 2: r —3： y + l ， ： y (0) = l 4. y=ix — 2 y , : y (0)=2 

在习题 5 〜 8 中，利用亚当斯•■巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法求; y ( l . O ) 的近似值，其中： yk ) 是所给初值问 
题 的解. 用龙格-库塔法计算 V 、％ 和％， 依次令 fe =0.2, A =0.1. 

5. y = l+y , : y(0)=0 6. y' = y+cosx, ;y(0) = l 

7. y=(x — y) z , y(0) = 0 8. y' = xy+-Jy, : y(0) = l 

9.4 高阶微分方程与方程组 

在 2. 6 节和本章前三节中，我们集中讨论了求解一阶初值问题 d ; y / dx =/( x ， 30 ， yU 0 )= y 0 
近似解的数值技巧.为了求二阶初值问题的近似解，正如已经在 4 . 9 节中所讨论的，我们必须 
把二阶微分方程写成由两个一阶微分方程组成的方 程组. 因此，我们把二阶微分方程写成正规 
型（请参考 1.1 节），用 I 、： V 和;/表示： y 〃- 

二阶初值问题二阶初值问题 ， 

y = f(.x,y,y) , y(.^o ) — » 3/(:1:。）= “o ⑴ 

可以写为一阶微分方程组的初值问题.如果令 / = M ， 那么 （1) 中的微分方程可以写为方程组 

/ = M ， (2 ) 
u = fixyy.u). 

因为 y (:Cci) = w (: c 。）， 所以 （ 2 ) 相应的初始条件是： = u ( xo )^ u 0 . 可以用特定的数值 

方法求出微分方程组 （2) 中每个一阶微分方程特解的 数值. 例如，用欧拉方法 （ Euler’s method ) 
解方程组 （2) 可以得到 

^1 = yn + hu n9 (3) 

U„+1 ~ U n hf ( 工 „ » yn ， ) ， 

但用四阶龙格-库塔法 （ f ourt h _ order Runge-Kutta method ) 得到的是 

y . 1 = Vn + + 2 m 2 + 2 tw 3 + m 4 ) ， 

6 (4) 

Ur^l = W „ + 是 1 十 2 灸 2 + 2 是 3 + 灸4 ) ， 
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一般地，利用代换 : y = tti ，y = u 29 y , = u Z9 •••, y B_1) = u n , 我们可以把 n 阶微分方程 
: y °°=/( x , >：/,•••， ym ) 写为 n 个一 阶方程的方 程组. 

_欧拉方法 

用欧拉方法求： y (0. 2) 的近似值，这里: y (: r ) 是初值问题 

y f xy f + y = 0,^(0) = l，y (0) = 2. (5) 

的解. 

解做代换 y = w 方程等价于方程组 

y = Uy 
u =— xu— y. 

因此，由 （3) 可得 

yn^-l = yn + hu n , 

u^i = u n + h { j — x n u n — : y ”]. 

令步长 A = 0.1, : Vo = l , Uo =2, 我们可得 

y x =3^ + (0. l)w 0 = 1 (0.1)2 = 1. 2 ， 

Ui = u 0 + (0.1)[— x 0 u 0 一 : y。] = 2+ (0.1) [— (0)(2) — 1] = 1. 9， 
jy 2 = 3 ^ + (0. Y ) u \ = 1. 2 + (0.1)(1. 9) = 1. 39 ， 

U 2 = «, + (0.1 )[-Xim -yil = 1. 9 + (0. l )[-(0.1)(1. 9)-1. 2] = 1.761. 

换 言之， y (0. 2)^1. 39, y (0. 2)«»1. 761. ■ 

用绘图工具，我们可以比较在区间 [0, 3] 上由欧拉方法 ( fc =0.1) 和四阶龙格-库塔法 （& = 0 . 1：> 
得到的 （5) 的解曲线图像，如图 9. 2( a ) 所示.由图 9. 2( b ) 可知， （4) 的解在 x — +°°时， 
有 3；( x )-^0. 




图 9.2 

如果需要，我们可以用 6.1 节中介绍的方法得到微分方程（ 5 )的两个幂级数形式的解.但 
是如果这个方法不能说明微分方程有初等形式的解，那么我们只能用部分和近似求出⑽. 2 ). 
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回顾 6. 1. 1节中气体微分方程 /+ xy =0 的无穷级数解，它没有显示出图 6. 1中的解 yi (: c ) 和 
%( x ) 有不稳定的性质.那些图像，以及本章首页气体方程的六个特解的图像可以在数值求解 
程序中使用四阶龙格-库塔法得到，令步长 A = 0. 1. 

方程组降阶为一阶方程组用类似于刚才讨论的方法解二阶微分方程，我们经常先解出每个因 
变量的高阶导数，然后再对低阶导数做适当的代换，最后把高阶微分方程化为一阶微分方程组. 

圓把方程组改写 为一阶 方程组 
把 

x — x ， + 5x + 1y r = e， 

— 2 x + y r 2 y = 3 t 2 

改写为一阶微分方程组. 

解把方程组写为 

x + 2 y '= e * — 5 x + , 

/= +2 x -2 y , 

然后在第二个方程的两端同时乘以2,两式相减消去 /. 可以得到 
x =- 9 x + Ay + x + e ~ 6 t 2 . 

因为方程组的第二个方程中 >>的高阶导数总是可以用方程的其余项表示，所以我们现在引进一 
个新的变量.若令■!：' = «， y ' = v , 则 x " 和: y 〃 分别可以写为 

u = x =-9x + 43» + « + e , -6« 2 , 
v = y = 2 x — 2 y 3 f 2 • 

则原方程组可以写为下面的形式 

/ = «， 
y = v , 

u =— 9x + 4：y + w + e ( — 6t 2 ， 

v ' = 2 x — 2 y + 3 t 2 . ■ 

例 2 所示的降阶法不是对每种情况都适用的 • 

方程组的 数值解 形如 



:2，…，工 》) ， 

~ ,2( 艺，工1，*3 

、，… ，工 n ) ， 


:2 ，…，工”） 


方程组的解可以用适合方程组的欧拉方法、龙格-库塔法或亚当 斯-巴 什福思/亚当 斯—莫 尔顿方 
法来 求解. 例如，使用四阶龙格 -库塔 法求解方程组 

x = /( 之，: r ，）） ， 

y = , 

工（£ 0 ) = x 0 ，: y ( t 0 ) = > 


(6) 
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和下面的形式类似 


其中 


•^rrfi = oc n -{- —(mi 4- 2 m 2 + 2 w 3 + m 4 ) ， 


是 1 = hg{t n ,x n ,y n ) ^ 


(7) 


⑻ 


m = hf (t n ， x„ ，： y „) ， 

m 2 — hf(^t n + ~h f x n + ,y n 4 - 去 ) ， ^2 = hg (^t n + ~hjX n + —m! ,y n + 士 々 i ) ， 

m 3 = hf^t n + + ym 2 ^y n + ) ’ k z = hg + + ym 2 ’％ + ~^k z j , 

= hf (t n + h,x n + m s ty„ + k s ) f k 4 = hg (t n + h + m 3 ^y„ + k z ). 

_ 龙格-库塔法 

考虑初值问题 

工 '= 2x + 4>, 

y =~ x ~\-6yj 

x(0) =-l, ： y(0) = 6. 

用四阶龙格 - 库塔法求 x(0. 6) 和 3^(0. 6) 的近似值 . 比较当步长 A = 2 和 h^O. 1 时的结果 • 

解 我们给出了步长 A = 0. 2 时： ^ 和 ;^ 的计算 结果 . 其中 /U ， i ， >0=2i + 4 ： v ， g{t, x, 
y) = —x + 6y, t Q =0^ xo = — 1 ， 3^0 = 6 , 由 （ 8 ) 可得 

m' = hf(t 0 r jr<) ， 3； 0 ) = 0. 2/(0, — 1,6) =0.2[2(— l)+4(6)] = 4. 400 0 ， 
ki = hgit 09 x Q ,y 0 ) = 0. 2g(0, — 1 ， 6) = 0. 2[— 1(— 1) + 6(6)] = 7. 400 0, 

m 2 = hf (4 + + 士爪 1 ，：Vo + 去是 1 ) = 0. 2/(0. 1 ， 1. 2, 9. 7) = 8. 240 0 ， 

k 2 = hg ^0 + yA,a：o + ， y 0 + )=0. 2g(0. 1,1. 2,9. 7) = 11. 400 0, 

m 3 -A/(ro+y^^o+y^^o+~^)= 0.2/(0.1,3.12,11.7) - 10. 608 0, 

k 3 = hg ^0 + 香 /i ’ 工 。 + ~7n 2 ^yo + j — t)*2g(0. 1,3. 12,11. 7) — 13. 416 0, 

m 4 = /i/(r 0 +/i ， x 0 + 爪 3 ，： y。+ 是 3 ) — 0. 2/(0. 2,8 ? 20. 216) = 19. 376 0, 
k A = hg(t 0 + h,x Q + m 3 + ^ 3 ) — 0. 2g(0. 2,8,20. 216) = 21. 377 6. 

因此，由 （ 7 ) 可得 

x x = Xo + 4-(^! + 2m 2 + 2m 3 +m 4 ) 

0 

= —l + i_(4.4 + 2(8. 24)+ 2(10. 608) + 19. 376 0) = 9. 245 3, 

6 

3；! = 3»o + + 2k 2 + 2^3 + 是 4 ) 


= 6 + 


j (7.4 + 2( ll . 


4)+2(13.416)+ 21.377 6) - 19. 068 3, 
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这里同前面一样，计算结果四舍五入到四位小数.这些值给出了近似值 a *» z (0.2)， 力: 
y ( 0 . 2 ). 接下来用计算机得到的值在表 9. 8和表 9. 9中给出. 

表 9. 8龙格-库塔法， h = 0.2 


BI 

EB 

B 

■ 

mm 

mm 

mm 

mm 

BI 

B 

yn 







■ 

■ 



6. 000 0 






:： :I 





19. 068 3 

18. 952 7 

31.156 4 




j - 

36. 971 6 

57. 821 4 

0. 40 

46. 032 7 

55.120 3 

62. 509 3 

97. 786 3 



■ 


98. 068 8 

151.419 1 

0. 60 

158. 943 0 

150. 819 2 


■ 

■ 

■ 

9.9 龙格-库塔法， 


■ 

■ 



mi 




mm 

mm 



B 




|p|| 

■ 


■ 

■ 

■ 

■I 




2. 200 0 



ph 





_ 



4. 832 1 

6. 574 2 

7. 077 8 

9. 587 0 

6. 294 6 

7. 941 3 

8. 348 2 

10. 595 7 

0. 20 

9. 337 9 

19.133 2 

9. 520 8 

12. 582 1 

13. 425 8 

17. 760 9 

10. 546 1 

13. 233 9 

13. 887 2 

17. 535 8 

0. 30 

22.554 

32. 853 9 

17. 652 4 

22. 909 0 

24. 305 5 

31. 655 4 

17. 456 9 

21. 811 4 

22. 854 9 

28. 739 3 

0. 40 

46. 510 

55. 442 0 

31.478 8 

40.349 6 

42. 638 7 

54. 920 2 

28. 614 1 

35. 624 5 

37. 284 0 

46. 720 7 

0. 5 C 

88. 572 

93. 300 6 

54. 634 8 

69. 402 9 

73.124 7 

93. 410 7 

46. 523 1 

57. 748 2 

60. 377 4 

75. 437 0 

0. 6 C 

160. 756 

152. 002 5 


■ 

读者可以证明例3中的初值问题的解为 y (0 = (13 f +6) e 4 *. 从这些方 
程中我们可以看到精确值是工（0. 6 ) = 160 . 938 4 , ^ (0 - 6)= 

152. 119 8. 如图 9. 3所示，解在 f = 0 临域内的图像可以在数 
值求解程序中用龙格-库塔法得到，步长 

总之， 欧拉方法 适用于一般的方程组: 

Xrrj-l = X n hf i.t n 

y^i = y n -\-hgU n ^x n ^yn)- 


y(t)y 





练习 9.4 

1. 用欧拉方法求： y (0. 2) 的近似解，其中： y(d 是初值问题 

y "一 4 y ’ + 4 ：y = 0, y (0) =一 2，： y '(0) = 1. 

的解. ^= 0 .1. 求这个问题的精确解，并且把: y ( o .2) 的精确值 
与: y 2 加以比较. 

2. 用欧拉方法求： y ( l . 2) 的近似解，其中： y (： c ) 是初值问题 

o^y —2xy f -\-2y = 0, yW = 4, yd) = 9, 

的解，这里 x > o , fc = o . l . 求这个问埋的精确解，并且把： y ( l . 2) 的精确值与力加以比较. 


图 9.3 
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3. 用龙格-库塔法解习题1,依次令 A = 0.2, h = 0 . 1 . 

4. 用龙格-库塔法解习题2,依次令 /i=0.2, ^=0.1. 

5. 用龙格-库塔法求3<0. 2) 的近似值，其中 yU) 是初值问题 

y " — 2 y + 2 y = e‘cost，y(0) = 1，y'(0) = 2. 

的解. 依次令 /i = 0_2, h = 0 . 1. 

6. E=100V, R=10a, L=lh, 如图 9.4 所示，电路中的电流 A ⑴和 i 3 ⑴的微分方程组为 


^ =— 20 i , + 10 t 3 + 100 

普= lOt'i - 20 i 3 , 

其中 i ,(0) = 0, 以 0) = 0. 用龙格-库塔法求 i ! ⑴和6(£)在》= 
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0_ 5处的近似值.令 / i =0. 1. 用数值求 
解程序绘出解心⑴和 i 3 ( t ) 在区间 0< t <5 上的图形.用图形 
说明当时， i , U ) 和1' 3 (/)的性态是怎样的. 



图 9.‘ 


fli 在习题7〜12中，用龙 格-库 塔法求 1(0. 2) 和； y(0. 2) 的近似值.比较 A = 0. 2和 A = 0. 1时所得的结果_ 


用数值求解程序绘出解在《 = 

7‘ x ' = 2 x~y 
y 

工(0> = 6, ^(0)=2 

9. x=—y + t 

y 

文(0) = -3，： y (0) 二: 

11. x ; + 4 x—y =7 r 
x / + y -2^=3 f 
x (0) = l ， ： y (0) = — 


= 0 临域上的图像， /1 = 0. 1. 

8. x ~x-\~2y 
y ； = ^x~\~Zy 

工(0) = 1， >-(0) = 1 

10 . x 

y /= =4 x - f -3 y ~ 10^4-4 

1 工 (0) = 0. 5， y(0) = 0. 2 

12. x = 

— 工'十/ + 3»=以 2 +10 

2 工（0) = 3， 3» C 0) —— 1 


9.5 二阶边界值问题 


在 9.1 〜 9.3 节中，我们考虑了求解一阶初值问题：/ = /( z ， W ， 火為）=加近似解的技 
巧.在 9.4 节中，我们用这些近似方法求解二阶初值问题 / = ，力 /)，^办 ）== >， 
y (: r Q ) = « 。所改写的一阶微分方程组.现在我们来看两种求解二阶边界值问趙> 
y ), y Ca )= a , 近似解的方法.和二阶初值问题的求解过程不同，解二阶边界值问题 

不需要把微分方程写成方程组的形式_ 

有限差分近似函数： y ( J ：) 在点 a 处的泰勒级数展开式为 


y(x) = y(a) + y'(a) + ： V"( a ) 


(x-a ) 2 
~2!~~ 




如果令/ — 那么上式也可以写为 

yix) = yia) + y (a) + y\a) ^ + /(a) + …* 

在接下来的讨论中，为了方便，我们也把上面的表达式写为如下的两种形式： 
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yix + h) = y{x) + y ix)h + y\x) ~ + y m (x) y + . 


Cl ) 


yix—h') =y(x}^y ， (x^h + yXx)— - . (2) 

若/ ! 很小，则可以忽略包括 V ， h 5 , …的项，因为这些值很小可以不予考虑.进一步，若我们 
忽略掉 v 或更高次的项，那么由 （1) 和 (2) 分别可以得到导数 y (: r ) 的如下 近似： 

1 (3) 


y r ix) -j^\_yix + ft) — y(x)] 

： y’ （： r) 〜 4 •[: y ( 工 ）— yCx — /i)]. 
n 


(4) 


(1) 和 （2) 相减可以得到 

y (x) ^ -^Ly(a ： + h) — y(x — /i)]. ⑸ 

另一方面，如果我们忽略 P 或更髙次项，那么由 （1) 和( 2 )相加可以得到二阶导数/(工)的 近似： 


y'ix') «» + fe) — 2yix'> + : y(：c — ")]• 


( 6 ) 


(3)、（4)、 （5) 和 （6) 式的右边称为差商 （difference quotient ). 表达式 

+ h) — y(x) ,y(.x) — — h) , yia: - h) — yCx — A) 

以及 

y(x+h) —2y{x) + yCx — h) 

称为有 限差分 （finite difference ). 特别地， jU + A )— yU ) 称为前 向差分 （forward difference ) , 
: y ( x )—： y(x — / i ) 称为后 向差分 （backward difference) ，： y (: c + / i ) — ：y (:r —/ i ) 和: y (： c + / i ) — 2 ;y ( j :) 
+ ： yU -/ i ) 称为中 心差分 （central difference ). (5) 和 （6) 给出的结果可以看作是导数 y 和：/'的 
中心差分近似 （central difference approximation ). 

有限差分方法现在考虑一个线性二阶边界值问题 

y f, Pix } y r + Q ( x ) y = fix ), yCa ) = a ^ yib ) = /?. (7) 

假设 a =6 表示区间 [ a , 6] 上的一个矩形分割，也就是 + 

ih , 其中 i = 0， 1，2，…，”， h = ib — aVn . 下面给出的点 

j：! = a-\- h,x 2 = a-|- 2/i ， … tXr-i = a in — l}h 
称为区间 l >，6] 上 的内部网格点 （interior mesh point). 如果令 

3；,- = yUi^yPi = PCx；)^, = Q(x,),/, = /U ,)， 

并且如果 （7) 中的 / 和/用中心差分的近似 (5) 和 （6) 代换，那么可得 


. 2 y , +3^1 


+ Pi 


-yjzi 


+ Q , y , = fi 


或化简后得 


(1 + 4 &)細 + (- 2 + ^Qi^yi + (1 - yP.>^-1 = h2 f：- 


( 8 ) 


上面最后一个方程就是著名的 有限差分方程 （finite difference equation ) ,是微分方程的一种近 
似.它使我们可以求得 （7) 式的解; y ( x ) 在区间 [ a ，6] 上内部网格点 A ，心，…， x „— :处的近似 
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值. 令 (8) 中的；在1，2, …，》— 1 上取值，可得到关于1个未知量％，力，…，3^,的 
”一1 个 方程. 请记住我们已经知道 y 。 和％ 的值，因为它们可由边界条件>=^工。）=少幻=« 
和 : y „ =: y U „) = 〆 《 =)9 给出. 

在例1中，我们考虑了一个边界值问题，使之可以把所得的近似解与用显式解所得到的精 
确解加以比较. 

li — 有限差分法的使用 
令《 = 4,利用差分方程 (8) 去近似边界值问题 

y " — A：y = 0,3<(0) = 0,^(1) = 5. 

解和 （8) 式比较后我们可以看出， P ( sr )= 0 , Q (: r ) = — 4, /( x )=0, k =( l ~ 0)/4 = l / 4 . 
因此差分方程为 

— 2. 25 yt + 3» i-i = 0. (9) 

内部格点为 A =0 + 1/4, x z =0 + 2 / 4 , x 3 =0 + 3/4, i = l , 2, 3, 由 （9) 式可得相应于力 、 A 
和％的方 程组： 

y2 — 2. Z 5 y t + y 0 =0， 

； y 3 —2. 25% + yi =0 ， 

yi — 2. 25>> 3 + y z = 0. 

代人边界条件 >=0, 3-4=5, 则上述方程组变为 

— 2. 25^1 +>-2=0, 

3 ^— 2 . 25) 2 + )3 = 0 ， 

yi — 2. 25^ =— 5. 

解方程组可以得到 A =0. 725 6, - 632 7, ^=2.947 9. 

所给微分方程的通解为: V ^ qcosl ^^ r + Qsinl ^：!：. 条件: y (0) =0意味着 q = 0. 由另一个边 
界条件可得 C 2 . 用这种方法可以得到边界值问题的一个显式解为 〆 ：》：) = (5 sinh 2: r )/ S i n h 2 •因 
此这个解在内部格点的精确值（四舍五人到四位 小数) 分别 如下： >(0. 25)=0.718 4, 3^0.5) = 
1. 620 1, yCO . 75) = 2. 935 4. ■ 

例1中的近似解可以用更小的^来提髙其精度.当然，作为使用更小&的代价则是需要解 
更大规模的方程组.请读者证明当& = 1/8时，： y (0. 25)、： y (0. 5) 和: v (0. 75) 的近似值分别为 
0. 720 2、 1. 623 3和 2. 938 6. 请参考练习 9. 5的习题 11. 

_ 有限差分法的使用 
令 n =10, 利用差分方程 （8) 求 

/ + 3 / + 2 尸 4 x 2 ，）（ l ) = l ， y (2) = 6 

解的近似值. 

解在本题中，我们可以看到尸(工）= 3, QU ) = 2, fU )= ijr 2 , / i =(2 — 1)/10=0.1，因 
此 （8) 式可以写为 

1. 15^, -1. 98^ +0. 85 y^i = 0.04 W . (10) 

内部格点为 A =1. 1， x 2 = l . 2, x 3 = l . 3, o ： 4 = l . 4, x 5 = 1. 5, x 6 = l . 6, 而 =1.7’ x s = 1 . 8 . 
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4 = 1.9. 对 f = l ， 2，…，9, 3^0 = 1, ^0-6, 由 （10) 可得含有九个未知变量的九个 方程： 
1.15： y 2 —1. 98^ =-—0.801 6， 

1. 15^3— 1. 98% + 0. 85：yi 二 0. 057 6 ， 

1. 15 jy 4 _ 1. 98^3 + 0. 85^2 = 0. 067 6， 

1. 15%— 1. 98% +0. 85^ 3 - 0. 078 4 ， 

1. 15> 6 — 1. 98y 5 +0. 85^4 = 0. 090 0, 

1. 15 ： y 7 —1. 98% +0. 85^-5 = 0. 102 4, 

1. 15 ： y 8 —1. 98^7+0. 85^ e = 0. 115 6, 

1.15^-1.98^8+0.85^7 = 0. 129 6 ， 

—1. 98y 9 +0. 85% =- 6.755 6. 

我们可以借助计算机代数系统中的高斯消元法或相关的消元法解这个大型的方 程组. 所得到的 
结果为 A=2.404 7 ， 3-2 =3.443 2, ^3=4. 201 0, >4 =4. 746 9, y 5 = 5. 135 9 , ^=5.412 4, 
3 ； 7 =5. 6117, ^ 8 = 5.762 0, ^9 = 5.885 5. ■ 

打靶法另一种求解边界值问题 /=/(1, y) ， y(a)=a, y (6)=0 近似解的方法称为 

打把法 （shooting method). 这个方法的起始点是用初值问题 

y — fix,y,y ty ^ a ) — aiy \ a ~) = (11) 

代替边界值 问题. （11) 中的只是解曲线在已知点 U ，： y ( a )) 处的未知斜率的一种 近似. 我们 
对 （11) 中的二阶方程应用一种逐步数值方法，以此来求解：的近似值呙，如果 A 在预先给 
定的误差范围内和已给的值一致，那么停止计算；否则重新计算，用另外一个不同的 
近似值 /( a )= m 2 , 然后得到 〆 6) 的第二个近似值这种试错的方式可以不断地计算，或者 
说往后的斜率 m 3 , m 4 , …. 可以用某种系统化的方法加以 调整； 当 （11) 中的微分方程是线性 
方程时，线性插值是最为适用的方法.这个过程类似于打靶(通过初始斜率的选择），直到靶心 
: y (6) 被击中.请参考练习 9. 5的习题 I 4 . 

当然，这些数值方法的使用是基于边界值问题的解总存在这样的假设，但是这个假设不会 
总 成立. r/ 

注有限差分的近似方法可以扩展到已知边界上一阶导数的边界值问题 ， 例如 ， y，，= 
fix ) y » y r )» y —a ； : y ( W = /3. 请参考练习 9_5 的习题 13 ‘ 

练习 9.5 

在习题1 〜 10中，用有限差分法和所给的《值求解边界值问题的近似解. 

1. y 7 十 9：y=0，；y(0)=4， yit) = 1; n=4 

2. y f， ~ y = x 2 j 3»(0) =0, 3?(1) =0； n = 4 

3. /+2/ + ： y =5 x ， ： y (0) = 0， ： = ti =5 

4 . /—IO 3 / + 253^1 ，： y(0) = l ， ： y(l) = 0 ; n=5 

5 . /—4y + 4 ： y= (x+De 2 : ， y(0) = 3, y(.l) = 0; n=6 

6. / 十 5：/ = 4V^ ， ： y(l) = l ， y(.2) = — li n=6 

7. x 2 / + 3xy+ 3y=0, 3 ； ( 1 ) = 5 ，： y(2) = 0; n=8 

8. x z y~xy-^y=\nxr : y(l> = 0 ， ： y(2> = —2 ; n=8 
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9. /+( l - x)y + ^ y = x , y (0) = 0, ： y ( l )=2; «=10 

10 . y r + xy + y = x , y ( 0 ) = 1 , 7 ( 1 ) = 0 ; n = 10 

11 . 在例 1 中，令 n =- 8 , 解之. 

12. 在两个同心的、半径分别为 「=1 和 r =4 的球体之间，静电势由下式决定 

d _« 2 du _ q ，“ q 〉 = 50, u (4) = 100. 

用本节的方法求边界值问题的近似解， ^ = 6 . 

13. 考虑边界值问题/+：^= 0 , >>'( 0 > = 1 ， y ( l ) = — 1 . 

( a ) 写出微分方程对应的差分 方程. 证明对；= 0，1，2，…，«-1,由差分方程可以得到 n 个方程， 
其中含有 《+1 个未知量: y - 1， y 。 ， ： yi ，力，…， y n -\- 这里; y _ i 和; y 。 是未知的，因为 y - i 表不; y 在 
外部点处的近似值， y 。 不是: c ==0 处的值 • 

( b ) 利用中心差分 （5) 证明 y 1 - y - l = 2 h . 用这个方程把〜—，从 ㈠ ）中的方程组中消去. 

( c ) 利用 （ a ) 和 （ b ) 中的方程组求初始边界值问题的近似解，«=5. 

计 算机实 验作业 

14. 考虑边界值问题 /=/ — sinUW ， ： y (0) = l ， ： y ( l ) = l . 5. 利用打耙法求这个问题的近似解.（精确近 
似值可以用数值技巧求得，即四阶龙格-库塔法，令 h = 0 . 1 ;或者甚至更好的，如果有条件使用 
CAS , 比如 Mathematica 或 Maple ， 可以用其中的 NDSoIve 函数 . 〉 


第9章复习题 


在习题1〜4中构造一个表格，比较用欧拉方法、改进的欧拉方法以及龙格-库塔法计算的少工)值.计算 
保留四位小数.依次令 /i = 0. 1 ， h = 0 . 05 . 

1. y = ZXnxy, 3 >( 1) = 2 ; 

yd . 1), y ( l . 2), ^(1.3), ： y 〈1.4)， ： y (1.5) 

2. y = siiuc 2 + cos^ 2 , y(0) — 0 ； 

: y (0.1)， y { 0 . 2), : y (0. 3) ，： y (0. 4) ， ： y (0. 5) 

3. y = ' Jy ， ^(0. 5) — 0. 5 ； 

y (0. 6)， ： y (0.7)， y ( 0 . 8), >>(0.9)， y ( l . O ) 

4. y = xy -^ y z » : y ( l ) = l ; 

y ( l . 1), : y (1.2)，^(1. 3), : y (1.4)， y ( l . S ) 

5. 用欧拉方法求 y (0. 2) 的近似值，其中; yU ) 是初值问题 /—(2 z + l ); v = l ， y (0) = 3，>>'(0) = 1 的解. 
先用单步法计算，令 A = 0. 2 ，再用两步法计算，令 h =0 _L 

6. 用亚当斯-巴什福思/亚当斯-莫尔顿方法求： y (0. 4) 的近似值，其中 ^ U ) 是初值问题 y = 4 ： r — y (0) = 2 
的解. 用龙格-库塔法求％、力和: y 3 的值， h = o . 1. 

7. 用欧拉方法求: r (0.2) 和 y (0.2) 的近似值，其中: rU ) 和 yU ) 是初值问题 

/ = X + > 

y =工 一 7 ， 

工 （0) = 1,3- CO ) - 2. 


的解， h -0. 1. 

8. 用有限差分法求边界值问题 /+6.55 C 1 十: c ); y = l ，； y (0)=0, >>(1)=0 的近似解， n =\ 0 . 






非线性钟摆模型的 相图； 见图 10. 28 


第10章平面自治方程组及稳定性 

在第8章中，我们利用矩阵求解形如: T = AX + F ( f ) 的线性一阶微分方程组.当一个微分 
方程组不是线性时，通常不可能求出其初等函 数解. 在本章中我们将证明，首先通过分析方程 
组特殊的常数解，即临界点，然虐寻找周期解，可以获得解在几何性质上的有用信息.我们还 
将通过一些物理学和生态学的例子介绍并阐述稳定性这一重要概念 • 

10.1 自治方程组、临界点及周期解 

在 2. 1节中我们介绍了自治一阶微分方程、自治微分方程的临界点以及临界点的稳定性- 
早先对稳定性的考虑相当直观；现在我们给出这一概念的精确定义.为此需要研究由一阶微分 
方程组成的自治方 程组. 在本节我们将定义由两个一阶微分方程组成的自治方程组的临界点 * 
自治方程组可以是线性或非线性的 • 

自治方程组由一阶微分方程组成的方程组称为是自治的 （ autonomous )， 如果它可以写 
成如下形式： 

警=容1(工1，工2，…，工》)， 

智=容2(工1，工2，…，工”)， ⑴ 

警=幺•(工 " X 2 ,…， X„). 

注意独立变量£并没有显式地出现在每个微分方程的右边 • 请将 （1) 与 8. 1节中的 （2) 给出的一 
般方程组进行比较. 

_非自治方程组 
微分方程组 

^-=txisiiu：2 
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不是自治的，因为方程右边出现了 t 2 和 t ,. ■ 

当 （1) 中的 n=l 时，则有形如 d : c / cU = g (: c ) 的一个单独的一阶微分方程.这个方程等 
价于 2.1 节中的（1)，只是这里的符号 x 和 t 分别代表了那里的^和1因为微分方程 
是可分离的，所以可以求出其显式解，我们可以利用这一事实解释本章中的 

一些概念. 

二 阶微分方程组 任何一个二阶微分方程 X 〃 = g ( x ， X ')都可写为一个自治方程组.如在 
4. 9节中所做的，若令 ; y = 则； c 〃 = g ( x , X ')变为: y '=^(_ r ，： y ). 这样二阶微分方程变为由 
两个一阶方程组成的方程组 

X ，= > 

y = g ( x , y ). 

_钟摆的自治微分方程组 

在 5. 3节的 （6) 中我们证明了钟摆的偏移角0满足非线性二阶微分方程 
^f + fsin0=O. 

若令 x = d ， y = d ' »则这个二阶微分方程可写成自治方程组 

工’=夕， 

y =— 子 sinx . ■ 

记号如果 X ( i ) 和 gCSO 分别表示列向量 




1 

f g \ (^1 > 

: c 2 ， •_ 

_.， X n )' 


X 2 (，) 




_•， x „) 


1丄) 

， g ( X ) = 

(工 1 ， 

工2，- 

_•， X rt ) 


那么自治方程组 （1) 可简写 为列向量形式 （column vector form ) X ， = g ( X ). 在 8. 2节中研宄的齐 
次线性方程组 X ^= AX 是一种重要的特殊情况. 

在本章中利用行向量简写 （1) 式也显得比较方便.如果令 

X(f) = (x!(0, x 2 (t), x„U)) 

和 * 

g(X) = ig l (x l , X 2 , •••, X„), gzix,, JC 2 , xj, gnUl ， X 2 , X „))， 

那么自治方程组 （1) 也可简写 为行向量形式 （row vector form ) X ' = g ( X ). 在后面的具体内 
容中我们会很清楚应该使用列向量还是行向量形式，所以就不区别 X 及 X 的转置了.特别 
地，当《=2时，利用行向量可以很方便地将初值条件写成 X(0) = (x 。，>). 

如果变量 t 表示时间，那么可以将微分方程组⑴看成动力系统（办 namical system) ’ 且其 

解 X ⑴为《时刻的 系统状态 （state of the system) 或系统响应 （response of the system). 根据这 

些术语，当变化率 X '( t ) 仅依赖于系统当前状态 XU ) 时，动力系统是自 治的. 第8章中研究的 
方程组 X '= AX + F ( t ) 在 f ⑴为常数时就是自治的.在《=2或 3 的情况下，称方程组的解为 
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路径 （ path) 或轨迹 （ trajectory) ， 因为可以将 x = 4 (0 ， y = x 2 («) , z = (t) 作为一条曲线的参 
数方程. 

向置场的解释 当 w=2 时， （ 1) 中的方程组被称为平 面自治方程组 （plane autonomous 
system) ,可以将 其写成 


^ = y). 

向量 V(x, y) = (P(x, y), Q(x, : y )) 在平面某区域内定义了一个 向量场 （vector field), 而 
方程组的解可解释为是质点通过该区域的 路径. 更具体一些，令 VU ， y) = (P(x, y), 
Q(x, y )) 表示水流在（: c，W 处的速度，并假设一个小物体（如软木塞）在位置（々，： V 。）处放 
入水流.如果 x ⑴ =( x («)， 〆 《))表示物体在《时刻的位置，那么 x /(«) = ( y ( t ) ， y ( o ) 就 
是速度向量当无外力影响且忽略摩擦力时，物体在《时刻的速度就是水流在位置的 


速度： 


y («)> 

X ， ( i )= V ( x (0, : y ( Z )) 或 ^ 

~^ = Q(x(0 9 : y ⑴） • 


所以物体运 动的路 径就是 方程组满足初值条件 X(0) = U 。， y 。） 的解. 我们将经常用对平面自 
治方程组的这一简单解释来阐述一些新概念- 


MB 向置场的平面自治方程组 

水流从一个半径为 i 的圆周围流过，形成一个稳定状态的向量场，可表述为 

/ X 2 — v 2 _ 2xy \ 

VU ， 30，(1-(工 2 + 开， W )”， 

其中 V 。是水流离圆较远时的 速度. 如果一个小软木塞在（一 3 ， 1) 处释放，那么它的路径 x (0 = 


( xW , 〆 《))满足平面自治方程组 


dx 



絲)， 


莹= Mu 2 :》)， 

初值条件为 x (0) = ( — 3, 1) •请参考图10.1_ ■ 

解的类型如果 P ( t ， y )、 Q ( x , : y ) 及其一阶偏导数 
aP /3: r 、3 fVa ： y 、3 Q /3 _r 和3 Q/a ) 在平面的某区域 
J ? 内连续，那么平面自治方程组 (2) 满足 X (0)= X 。 的解唯 
一且属于以下三种基本类型之一： 

(j ) 常数解 （constant solution)x(Z) =:c 。 ，： y(r) = ：Vo 

(或对所有的 h X ( O = X 0 ). 常数解称为 临界点 （critical 
point ) 或 不动点 （stationary point). 当质点处于临界点 





图 10. 1 
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X 。（即 X(0)==X 。） 处时，它会无限期地停留在那里.因此常数解也称为 均衡解 （equilibrium 
solution ). 注意到因为 X ' U )=0, 所以临界点是代数方程组 

( fC - r * )) = 0 
iQC^. y)=0 

的解. 

(jj) 解 x = = 定义了一段孤 （ arc )， 即平面内不与自己相交的 曲线. 所以 

图 10. 2( a ) 中的曲线可作为平面自治方程组的解，而图 10. 2( b ) 中的曲线则不行，因为它有两 
个始于交叉点 P 的解. 

(jjj ) 周期解 （periodic solution):c = x ⑴， y = y((). 周期解也称为 循环解 （ cycle). 若是 
解的周期，则叉0 + /0=义(0且曲线上处于 X 。的质点将沿曲线运动并在的整数倍时回到 
X „. 请参考图 10.3. 

^4-•翊 

© 

a ) 

图 



ma 求临界点 

求出以下各平面自治方程组的所有临 界点： 

( x = x 2 + y 2 —Q fx '=0. 01 x (100 — 

(a) — ^ (b) iy = x 2 —y C iy = 0. 05^(60 — 3 ；—0. 2 x ) 

解 通过令微分方程右边的部分为 0 可以求出临界点- 

( a ) 方程组 

I ~j ： + y = 0 

\ j ： — y = 0 

的解构成了直线的所有点‘所以它有无限多个临界点 • 

( b ) 为求解方程组 

| x 1 +：y 2 — 6 — 0 
ix 2 ~：y = 0 

的临界点，我们将第二个方程:代人第一个方程得 /+J 一 6 =b + 3 Ky —2)=0. 若 j = 
一 3，则: c z = — 3，无实 数解. 若: y =2， 则 x =± v ^"， 所以临界点为 （ V ^"， 2 ) 和（一#， 2) • 

( c ) 求 （ C ) 的临界点需要仔细考虑两种情况.方程 0.01 W 100 — x — y )=0 意味着 

工 = 0 或 : c + ： y=100. 

若工= 0，则将其代入 0.05： y (60 — y —0.2 jc )=0， 得: y (60 —： y ) = 0 ，所以: y = 0 或 : y = 60 •这 
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种情况下（0, 0) 和(0， 60) 为临界点. 

若 : r + 3>=100， 则 0 = ： y (60 —j — 0.2(100 — y ))= y (40 — 0.8>0， 所以： y = 0 或 y = 50， 这 
种情况下（100, 0) 和 （50, 50) 为临界点. ■ 


当平面自治方程组是线性方程组时，可以利用第8章中的方法来求解 • 

_求周期解 

确定所给线性方程组是否有周 期解： 


( a ) 


x =2 x + 8 y 
t y' = ~x — 2y 


( b ) 


' x = x+Zy 

y=-\^ J ry 


在每种情况下给出满足 x (0) = (2, 0) 的解的图像 • 

解 U ) 在 8. 2节的例6中我们利用特征值-特征向量方法证明了 

(x — Ci (2cos2 艺一 2sin2i) +c 2 (2cos2^ + 2sin2i) 

\ ^ — Ci ( — cos 2 t ) — c 2 sin 2 i . 

所以每个解都是周期性的且周期/ > = i 满足尤(0) = (2, 0) 的解为 

x =2 cos 2« + 2 sin 2 i , y = — sin 2 t . 

由这个解可以生成如图 10. 4( a ) 所示的椭圆图像 • 




图 10.4 


(b) 利用特征值-特征向量方法，可得 

x=2c 1 e , cosi + 2c z e , sint, y=—c, e' sinf+c 2 e ( cosr. 

由于通解中出现了 e 1 ， 所以没有周期解（即循环解） • 满足尤(0) = (2, 0) 的解为 
x = 2e ( cost, e^sirU ， 

解曲线的图像如图 10. 4(b) 所示. ■ 

转换成极坐标除了常数解外，通常无法求得非线性自治方程组解的显式表达式.然而可 
以用极坐标求解一些非线性方程组 • 由公式 r 2 = x 2 + y 和 0= t an - ] (>> A ：)， 可得 
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\ frH - 


dx 




(3) 


有时可以利用 （ 3 ) 式将直角坐标系下的平面自治方程组转换成极坐标系下相对简单一些的 
方程组. 


_转换成极坐标系 

求出非线性平面自治方程组 


jx=-y-x-^+7' 

\y' =x — y^/x l +y 2 

满足初值条件叉(0) = (3, 3) 的解. 

解将表达式中的 dx / 士和 办 / dt 用 （3) 中的 dr / dt 和册/山替换，可得 

^ t = -~{_x{ — y — xr) J ry{x^yr)^ = —r z , 

因为(3, 3) 在极坐标系下的坐标为 (3# ， tt /4)， 所以初值条件 X(0) = (3, 3) 变为 r (0)=3# 
和扒 0) = tt /4. 利用变量分离法可求得方程组的解为 

r = 去 ’ d=t + C2 - 


对于 r 关 0( 检验这一点），应用初值条件得 


/ 6 



螺旋线 r = ——-的图像如图 10. 5 所示. ■ 

0+V2/6-k/4 

_极坐标系中的解 

一平面自治方程组在极坐标系下可表示为 

f ^ = 0. 5(3 — r ) 


在直角坐标系下求出其满足 X (0)==(0, 1) 和叉(0) = ( 3 , 0) 的解，并绘出其图像. 

解 对 dr/ck = 0. 5(3 — r ) 利用变量分离法，并对册/山积分可求得解 
r — 3 e 0 . 5 、汐 = (十 q • 

若 X (0) = (0， 1)，则 r (0) = l 且沢 0) = tt /2， 因此有 q = — 2， c z H 解曲线为螺线 
r =3—2 e — 注意当 + ⑺时， （9 无限增大且 r 趋近于 3. 

若 X(0) = (3 ， 0)，则 r (0)=-3 且 0(0) = 0，所以 d = Q =0， r =3, 6 =t . 所以 x = r cos 0= 
3 cos t 9 y=r sin ^=3 sin r , 解是周期性的 • 这个解构造了一个以 （0, 0) 为中心 ，半径为 3 的 
圆.这两个解的图像如图 10. 6所示. ■ 
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图 

10. 5 图 

10 . 6 


练习 10. 1 

在习题1〜6中，将所给的非线性二阶微分方程改写为平面自治方 程组. 求出所得方程组的所有临界点. 
1. x v + 9 sinx =0 2. x ^+ Cx 7 * 9 * 11 ) 2 +2 x =0 


5 . + , e>0 6 . x '+ x—ex I x | = 0 , e>0 

在习题 7 〜 16 中，求出所给平面自治方程组的所有临界点. 


7. x = x~\~xy 

y = —厂 工夕 

9. x = 3 x z — Ay 

y ，= ^~y 

11. x — x ~\- 


S . x = y z — x 
y = x 2 ~y 
10 . x ^x 3 ~y 
:/ 

12. : c’ = —2*r + ： y+10 


y = 3»(16 — y— j :) 

13. x = x 2 e y 

y r = y( e -~l) 

= x ( l - x 2 - 3 y z ) 
= y (3~^ 2 ~3 y 2 ) 


15. 


>/ = 2 : r - 厂 15 击 
14. x — siny 

y= e ni 

i6. a ： /= —x(4— y ) 


y = 4 )( 1 — 工 2 ) 

在习题 17 〜 22 中，所给线性方程组都来源于练习 8.2. 

( a ) 求出通解并确定是否存在周期解. 

( b ) 求出满足给定初值条件的解. 

(c ) 借助图像计算器和计算机软件绘出 （ b ) 中解的图像并指出曲线运动的 方向- 


17. jc f =Jc J r2y 

3/ = 4工 + 3： y ， AXO ) = (2， 一 2) (练习 8. 2，习题 1) 

18. = — 十 2 ：y 

y = -3 x +^, X (0) = (3, 4) (练习 8.2， 习题 6) 

19. x —^ x~^y 



364 


第 10 章 


y = 5 x -4^, X (0) = (4，5) 

20 . x 

y =- lx - y . X (0) = ( — 2, 2) 

21 . x =Sx-\-y 

y--2x+3v, X(0) = ( — 1 ， 2) 

22. x ’ = : c —8 ：y 

y ' = x -2 y , X (0) = (2, 1) 


(练习 8. 2, 习题 37) 
(练习 8. 2, 习题 34) 
(练习 8.2, 习题35〉 


(练习 8. 2，习题 38) 


在习题23〜26中，通过转换极坐标系求解所给的非线性平面自治方程组.描述满足所给初值条件的解的 


几何性质. 

23. . r = — y - J ：( x 2 +y ) 2 24. •/ = ; y + xU 2 +/) 

y ' = x ~ y ( x 2 +y ) 2 , Jf (0) = (4, 0) y r = —x + y ( x z + y 1 ) , X (0) = (4, 0) 

25. ■ r ’ = -：y + _ r(l — j : 2 —) 2 ) 

y = x+.v(l-^-y>. X(0) = (1, 0), X(0) = (2, 0) 

[提 示： 得到的关于「的微分方程是一个伯努利微分方程 _ 请参考 2. 5 节 .] 


26. 


y =— x - - - (4 — x z — y 2 ) » ATC 0 ) = (1* 0)» ^ TCO ) — (2 * 0) 

^TJ 

1如果平面自治方程组有周期解，那么在由这个解生成的曲线内至少存在一个临界点.在习题27〜30中利 
用这一事实，并使用数值求解程序讨论周期解存在的可能性- 

27. = —,r + 6 y 28. j ：' =~. x J r^xy 

y = x：y +12 : y' = _ 8x ： y+2：y 

29. 30. 

y =： y(l —3 x 2 —2 y 2 ) —x y ^- l - x ^ y 2 

31. 如果 z =/( z ， y ) 是区域 i ? 内具有连续一阶偏导数的函数，那么在只内的流体 VU ， y )^( PU , y ), 
Q ( X , y )) 可通过令 PO ’ y )=- a//h 和 QCr ，：>>)= <?//3 x 来定义.证明如果 X ⑴ = (: r ( t )， yCt )) 
是平面自治方程组 （2) 的解’那么对于某个常数 c 有 / UU )， y < J )) = c 成立. 这样解曲线就在/的等 

量线上.[提 示： 利用链式法则计算|/(工( 〖 ）， 〆 《))-] 


10.2 线性方程组的稳定性 

在 10.1 节中，注意到平面自治方程组 

.一） 

学= Qix . y ) 

at 

引出了 向量场 V ( x ， y)j Q ( x » >)), 它的解 X = XG ) 可以解释为初始时刻位于点 
X (0) = X 。 的质点所经过的路径 • 如果足是临界点，那么质点保持不动.在本节中，我们将研 
究当X 。是方程组临界点邻域内的点时解的 性态. 
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一些基 本问题假设 X ,是自治方程组的临界点， X = X (0 是方程组满足 X (0)= X 。 的解. 
如果解是运动质点所通过的路径，那么当 A •。在&的临域内时，我们对以下问题感 兴趣： 

(i )质点会回到临界点吗？更准确地说，是否有 

c ii ) 如果质点不会回到临界点，那么它会在临界点周围运动还是会远离临界点？有另外几 
种可能，例如，质点围绕临界点做圆周运动，或会回到另一个临界点，或根本没有临界点，请 
参考图 10. 7. 



a ) b ) c ) 

图 10. 7 


如果在临界点的某邻域内总会发生如图 10. 7(a) 或 （ b) 的情况，则称该临界 点是局部稳定 
的 （locally stable). 然而如果在初值点 X 。的任意邻域内，总会发生类似于 （ c ) 的情况，则称该 
临界 点是不稳定的 （ unstable). 在 10. 3 节中我们将研究非线性方程组的问题 （ 丨 ） 和 （ 卩 ） ，并给 


出更精确的概念. 

稳定性分析我们首先对线性平面自治方程组研究这两个稳定性问题，并为 10 . 3 节打下 
基础. 第8章中的解法使我们能够用系数矩阵 


A = 


b ' 

d 


的特征值和特征向量对 

x=ax+by ⑴ 

y ^cx-^rdy 

的解进行几何性质的分析.为确定兄=(0, 0) 是其唯一的临界点，假设行列式 △ = — &关 0. 
若是矩阵 A 的轨迹 ㊀ ，则特征方程 detU — Al )=0 可以写成 
A 2 —rA +A=0. 


所以4的特征值为根据 P — 4 A 为正、为负或等于0可分为三种情形. 
在下一个例子中我们利用数值求解程序来研究解相应于这些情况的性质. 

_特征值与解的形状 

求出线性方程组 



0 一般地，如果 A 是 nXn 矩阵，那么 A 的轨迹是主对角线上元素 之和. 
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所以特征值的性质由 c 的符号决定. 

若 c=l/4, 则有两个不同的负特征值 A=_l/2 和；1=一 3/2. 在图 10. 8(a) 中，利用数值求 
解程序生成了相应于各个初值条件的解曲线或轨迹.注意到除了图中黑线标出的轨迹外，其他 
轨迹都按照固定的方向趋近于 0. 回顾第 8 章中 x：y 平面内的轨迹集合，或 相平面 （phase 
plane) ,它称为方程组 的相图 （phase portrait). 
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若选择 c = 0, 则可以得到唯一的实特征值 A = — l . 这种情况与 c = l /4 的情况很类似，但 
也有明显的不同.图 10. 8( c ) 中的所有解曲线按一固定方向随着 Z 的增大而趋近于 0. 

最后，当 c =—9 时， A == — 1 士 n /^百 =— l ±3 i ， 特征值为一对实部为一 1的共轭复数 • 
图 10. 8( d ) 显示了螺线随着 r 的增大而趋近于原点. ■ 

例1的图 10. 8给出的4个相图中，轨迹的性态可以用第8章中的特征值-特征向量解法来 
解释. 


情形 I :不同的实特征值 ( t 2 —4 A >0) 

根据 8. 2节中的定理 8. 7, （1) 的通解为 

X (0 = + c t K 2 e x ^ , (2) 

其中; U 和; U 为特征值，&和《： 2 为相应的特征向量.注意 X “) 也可以写成 

叉⑴ = eV + c 2 JC 2 — V <]. (3) 

(a) 两个特征值都为负 （？一 4A>0, t <0, 且 A>0) 

稳定点 ( AzCA :;。）： 因为两个特征值都为负，由 （2) 可知若假设 A 2 < 
Al , 则；1 2 —久 1 <0,所以 e ( W < 是指数递减函数.所以由 （3) 知，当 t 的值很大时 X ( f )〜 Cl K ie V . 
当 Cl ^0 时， X ( t ) 会从由相应于的特征向量反决定的两个方向之一趋近于 0. 如果 q =0, 
那么有 X ⑴ = C 2 J K 2 eY ，且 AXO 沿特征向量 K 2 决定的直线趋近于 0. 图 10. 9 给出了原点周围 
解曲线的集合.当两个特征值都为负时，相应的临界点称为 稳定点 （stable node). 

(b) 两个特征值都为正 （r 2 — 4A>0, t >0, 且 A >0) 

不稳定点 （ CKAzCA !) :对这种情况的分析与 （ a ) 类似. 还是由 （2) 可得，随着《的增加 
而无限增大.进一步再假设 KA 】， 并利用（3)， X («) 沿着由特征向量 [决 定的两个方向之一 
(当 Cl ^0 时）或沿由特征向量民决定的直线（当 ci =0 时）变为无穷大•图 10. 10给出了一个典 
型的解曲线集合.当两个特征值都为正时，相应的临界点称为不 穗定点 （unstable node ). 



图 10. 9稳定点 图10_ K ) 不稳定点 


( c ) 特征值异号（？一4么>0且 A <0} 

鞍点 ( AzCCXAO : 在这种情况下对解的分析除一点以外其余与 （ b ) 都相同.当0 =0 时， 
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X (0= c 2 K 2 e ^< , 因为 A 2 <0, 所以 XU ) 会沿由特征向量 K 2 决定的直线而趋近于 0. 如果 
X (0) 不在民决定的直线上，那么由 K , 决定的直线是 XG ) 的渐近线.因此，即使一些解随《的 
增加而趋于 0, 该临界点也是不稳 定的. 这个不稳定临界点称 为鞍点 （saddle point ). 请参考 
图 10. 11. 



n 不同的实特征值 

确定临界点（0, 0) 是以下每个线性方程组的稳定点、不稳定点还是鞍点 • 


( a ) A 


( b ) A = 




对于每种情况讨论解在 (0, 0) 邻域内的性质 • 

解 （ a ) 因为轨迹 r =3， 行列式 A =— 4，所以特征值为 

.r+vV — 4 厶 3± /3 2 —4(—4) 一 = A . — 1 

入= 2 2 2 

因为特征值异号，所以（0, 0) 点为 鞍点. 不难证明（请参考 8.2 节的例 1) 相应于 A 1= 4 和 


A 2 = — 1的特征向量分别为 

& = 0和& = (一1) • 

如果 X (0 )= X 。 在直线上，那么叉 G ) 趋近于 0. 对其他初值条件， 会沿民 确定的 
方向而趋向无 限大. 也就是说，直线是所有这些解曲线的渐近线.请参考图 10 . 12 . 

(b) 由 r =—29 和厶=100得 A 的特征值为 = — 4和 = — 25. 两个特征值都为负，所以 
(0, 0) 点为稳定点.因为相应于 A ,=— 4和 A 2 = — 25的特征向量分别为 
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所以除了那些在反 2 定义的直线>=一|^上的解 x ( o )= x 。外，其余所有解都沿反确定的方向 
而趋近于 0. 请参考图 10. 13. 



图 10.12 图 10.13 ■ 

情形 I :重复的实特征值（¥_4厶=0} 

退化 节点： 回顾 8. 2节中通解取两种不同的形式之一，这取决于从重复特征值1能找到一 
个还是两个线性无关的特征向量. 

( a ) 两个线性无关的特征向量 

如果 K 和&是相应于纟:的两个线性无关的特征向量，那么通解为 
XU ) = Cl K ie ^ + c z K z e ^ 1 = ( c , K , + c 2 K 2 )eV • 

若；^<0,则 AXO 沿着由向量决定的直线而趋近于 0, 且该临界点称为是退化 
稳定点 （degenerate stable node ) (请参考图 10.14( a )). 当；1!>0时图 10. 14( a ) 中的箭头相反， 
且有退化不稳定点 （degenerate unstable node ). 



图 10. 14退化稳定点 


b ) 
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( b ) 线性无关的特征向量 

如果仅存在一个线性无关的特征向量 K ,， 那么通解为 

X(0 = +c 2 (K 1 te A i , +Pe 、'） • 

其中 (A— (请参考 8. 2 节中的 （12) 〜 （14))， 解可以改写成 
X ( t ) = fe A > I [ c 2 «： 1 V - fK , + jP ]- 

如果 ； U <0, 那么有 t = 0 , X ( t ) 沿着由向量 & 决定的方向之一而趋近于 0( 请 

参考图 10. 14( b )). 该临界点也称为退化 稳定点 （degenerate stable node ). 当1>0时，与 
图 10. 14( b ) 所示的箭头方向相反.由反决定的直线是所有解的渐近线.该临界点也称为退化 
不穗定点 （degenerate unstable node ). 

情形] I :复特征值 ( r 2 — 4 A <0) 

如果 Al = a + ii3 和 X 1 = a _iy3 为复特征值且相应于 AiW 复特征向量，那么通 
解可写成 X ⑴=0兄（〖)+0尤 2 («)，其中 

A\ ⑴ = (B! cos/3f — B 2 sin/3«)e a， , X 2 (i) = (B 2 cos ( 3 t +B, sin/SOe"*. 

请参考 8. 2 节中的 （23) 和 （24) 式.所以解也可以写为 

xit ) = e at ( cucos^t + cusin ^ t ) , y ( t ) = e a, ( c zl cosj 3 t + c 22 sin ^ t ) , (4) 

的形式.并且当时有 

xit ) = c n cos/3t + c 12 sin 讲， : yU) = c 21 cosjSt + c 22 sin/Si • (5) 

( a > 纯虚数根 （？一4 A <0, t =0) 

中心：当<* = 0 时，特征值为纯虚数，并由（ 5 )可得，所有解的周期为 P = 注意如果 

c 12 和 c 21 恰好都为0,那么 （5) 可简化为 

xit ) = Cn cosj 3 i , y ( t ) — c 2 2sin/?f , 

它是楠圆 x 2 / c 2 u + y 2 /ch = l 的标准参数方程•利用 sin 2 ^ + cos 2 ^ = l 可以求出 （4) 中的 
cos 辦和 sin / 3 1 ， 可以证明所有解都是以原点为中心的椭 
圆.临界点 （ 0 ， 0) 称为中心 （ center), 图 10. I 5 给出了一 
个典型的解曲线集合.楠圆围绕顺时针或逆时针方向 
运动. 

( b ) 非零实部 （ r 2 —4 A <0, T ^ o ) 

螺旋点： 当时， （4) 中影响与 5. 1节中阻尼 
运动分析里指数项的影响类似.当 a <0 时， e °'— 0,且类 
似于楠圆的解以螺线方式趋近于 原点. 该临界点称 为穗定 
螺旋点 （stable spiral point ). 当 cr >0 时，其影响相反，类 
似于椭圆的解以螺线方式远离原点，且该临界点称 为不稳 
定螺旋点 （unstable spiral point ). 请参考图 10. 16. 



图 10. 15 中心 
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由初值条件得^=0及 c 2 = 2, 所以解的参数方程为 

x =(6 f + l ) e~ 3 S y= 2 te~ 31 . 

( b ) 中方程组的通解为 

( cost+ si 叫 { COS 尤一 5 

XW=Cl 咖 卜 2 -Siru 


由初值条件得0=0及0 = 1，所以 



a ) b ) 

图 10. 16稳定和不稳定螺旋点 


MB 霣复特征值及复特征值 

确定临界点 (0, 0) 在以下每个线性方程组 x '= ax 中的类型. 

/3 _ 18、 ( _ 12、 

(… (2 —J (b)A= Ul l) 

讨论满足 x (0) = ( l , 0) 的解的 性质. 确定每个解的参数方程. 

解 （ a ) 因为 r =_6 且 A = 9, 特征多项式为 A 2 +6 A + 9= (A + 3) 2 ,所以（0， 0) 点为退化稳 

定点.对于重复的特征值 A = — 3, 可以求出单个特征向量为私=，所以满足 X (0) = (1，0) 

的解 XU ) 沿着由直线 y = x / 3 所确定的方向趋近于(0，0)点. 

( b ) 因为 r =0 且△=；!，特征值为 A =± i ， 所以（0, 0) 点是中心点.满足 X (0) = (1，0) 的 
解 X ( i ) 是一个每 2 tt 个单位时间绕原点一周的椭圆. 

由 8. 2节中的例4可知， （ a ) 中方程组的通解为 
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x = cos ;! — sini =— sini 

为楠圆的参数方程.注意到 当/取 较小的正值时 y <0, 所以椭圆的方向是顺时针的. 
( a ) 和 （ b ) 的解分别如图 10. 17( a ) 和 （ b ) 所示. 



a ) b } 

图 10. 17 ■ 

图 10. 18概述了本节的结果.解的几何性质可以通过计算 A 的轨迹和行列式来确定•实 
际操作中，获得解的图像的最简便的方法并不是利用显式特征值一特征向量法，而是利用数值 
求解程序和一阶方程组的龙格-库塔法- 



_临界点的分类 

对于正常数 t 6、 c 、 d 、 x & y , 确定临界点（0, 0) 在以下每个线性方程组中的 
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类型 • 


( a)A 




1.01 3. 10\ -ax - ahx \ 

( b)A = 

10 -1.02 / {-cd y - dy \ 

解 （ a ) 对于这个矩阵 r =—0. 01， A =2.379 8, 所以 r 2 —4 A <0. 在图 10. 18 中，我们可 
以看到 （0, 0) 是稳定螺旋点 • 

( b ) 这个矩阵来自我们将在 10. 4节中研究的 Lotka - Volterra 竞争模型矩阵.因为 r = 


—( a.f + d 5 i ) 且矩阵中的所有常数为正，所以 r <0, 行列式可写为 △== &) .若& • > 1， 

则 A < 0 ， 临界点为鞍点.若 ic < 1 ， 则 △ > 0 ， 临界点有可能为稳定点、退化稳定点或稳定螺旋点.在 
所有三种情况中都有 itXG ) = 0. ■ 

对于本节一开始提出的针对线性平面自治方程组 （1) 的问题，下面的定理在 ad — 的情 


况下做了一个总结性回答. 

kMl W l 线性方程组的稳定性判别法则 

对于 detA^O 的线性平面自治方程组尤=人*■，令 X == X (0 表示满足初值条件 X (0)= X 。 的解， 


其中 X 。关 0. _ 

(a) lim X(i) =0 当且仅当 A 的特征值有负实部•当 A>0 且 r<0 时会发生这种情况‘ 

( b ) X ^) 是周期性的当且仅当 A 的特征值为纯虚数•当 A 〉0 且 r =0 时会发生这种 


情况. 、 

( c ) 在所有其他情况中，任意给定原点的邻城，邻域中至少存在一点 X 。使得 XG ) 随着 t 的 


增加而无限 增大. 

注 每本书中用来描述临界点类型的专用名词可能不同，下表列出了您在阅读中可能 
遇到的其他表示方法. 


本书术语 

其他可能术语 

临界点 

均衡点、奇点、平稳点、休止点 

螺旋点 

焦点、旋涡点 

稳定点或螺旋点 

吸引子、吸收点 

不稳定点或螺旋点 

排斥子、起源点 

练习 10.2 


在习题1〜8中已经给出了线性方程组 X = AX 的通解. 

( a ) 在每种情况下讨论解在（0, 0) 的邻域内的性质. 

&(!>) 借助于图像计算器或计算机软件绘出满足 X(0) = (1 ， 〗）的解的图像. 

— (：： ::卜 )0+ 會 

2 - ^=(~3 — :) ， XU) = q (一 1 
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3 ，(； - ;)，一 [0(:)] 

4 . A = r ;^ a)=e_, [ c >( 2 r 2 2 /) +c2 (" coi ? )] 
5 - A= (~l :)’ x(0= O _,+c2 [(;) te - ,+ [i] e_, ] 

xa )= c , ( i ) e 4 ,+ c 2 [( i ) te4,+ (!) ei, ] 

7 - #(;=)’ X ( t )= c ,( 1 i ) e <+ c 2 ( 1 3 ) e - 


/ —1 5\ / 5 cos 2 f \ , / 5 sin 2 / \ 

8 ' (_! X(t)=Cl \ cos 2t-2sm2t) +C2 \2co S 2t+sm2t) 

在习题 9 〜 16 中，通过计算轨迹 r 和行列式 △， 并利用图 10. 18确定临界点（0, 0) 在所给线性方程组中的 


类型. 

9. x = —5x+3y 
y =Zx-\~l y 
11. : i /二一 5工十 3：y 
y = — 2 x J rSy 

13. / =- 音： c++：y 


10. = — 5工十 3) 

y ^ 2 x-ly 
12. x / = —5 x + 3 y 
: y ' = —7 _r + 4 y 
14. x =-~ x+^y 


' T y 


y = — 


1 


15. x=^Q. 02-r~0. 11^ 16. / = 0. 03 工 +0. 01) 

y=0. IOjc — O. 05y 〜 01_r+0 ‘ 05) 

17. 确定实常数"应满足的条件，使得(0, 0) 为线性方程组 


x — — fLX^ry 

y = — j ：+"： y . 


的中心. 


18. 确定一个实常数^应满足的条件使得(0, 0) 为线性方程组 


■y=— 工 +"y_ 


的稳定蜾旋点. 

19. 证明 （0, 0) 总是线性方程组 

j x ，= = fix-^y 
\/= — x + y , 

的不稳定临界点，其中"为一实常数且"乒一 1. 什么时候(0, 0) 为不稳定鞍点？什么时候(0, 0) 为不 
稳定螺旋点？ 

20. 令 X = X ( r > 为线性动力系统 

j X ^ax—py 

\ y ^ Px-\-ay 
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满足初值条件 X(0)=X D 的响应.确定实常数 0 和/3应满足的条件以确保 limA"(i) = (0, 0) 成立 •（0, 
0) 是节点或鞍点吗？ 


21 •证明 当 AsdetA^O 时，非齐次线性方程组 X'=AX+F 有唯一临界点 Xl 证明如果 jf=x(/0 是非齐 
次方程组的解， r<0 且 △>(), 那么有 li^n A ■⑴=足.[提 示： X(«)= 足⑴+及.] 

22. 在例4的 （b> 中，证明当 6c<l 时（0, 0) 为稳定点. 

在习题23〜26中给出一个非齐次线性方程组 = 

U) 在每种情况下确定唯一的临界点足. 

& (b> 利用数值求解程序确定 （a) 中所得临界点的性质. 


(c) 研究不与齐次线性方程组 X'=AX 的临界点（0, 0) 之间的关系. 

23. = 2_r 十 3;y_ 6 24. x ~ —5^+9^4- 13 

y = ~ x~2y~\~5 y — —a：—ll^ - 23 


25. j ： / = 0. lx —0. 2^ + 0. 35 
y = 0. lxH~0. ljy — 0. 25 


26. x = ^x — 2y — \ 
y = 5a：-33；—2 


10.3 线性化和局部稳定性 


本节的核心思想是线性化.回顾微积分学中，对于一个可微函数/( I )在某点（:^， 
/( xj ) 处的局部线性近似，或线性化 （ linearization )， 就是/的图像在该点的切线方程 ： y = 
对于接近 A 的: T ， 由切线方程获得的 〆 : T ) 值是 / U ) 的 近似. 线性 
化使我们可以用线性方程作为非线性方程的近似，线性方程组作为非线性一阶微分方程组的 
近似. 

滑行的小圆珠首先，我们推导 10. 2节中介绍的稳 
定性在非线性自治方程组中的 应用. 虽然线性方程组 
X '=4 X 在 det 4 乒0时仅有一个临界点，但在 10. 1节中 
可以看到，非线性方程组可能有多个临界点.所以不能 
肯定初始时位于 X 。的质点会留在给定临界点的附近， 

除非总与叉,足够接近.质点可能会移动到其他的临界 
点.为了强调这一思想，考虑如图 10. 19所示的物理系 
统，一个小圆珠在重力作用下沿曲线 z = /( d 滑动•我 
们将在 10. 4节中证明小圆珠的工坐标满足非线性二阶微 
分方程 x 〃 = gU , x ), 所以可以设 y = /满足非线性自治方程组 
[x=y 

\ y = g ( x , y ). 

如果小圆珠置于 P = U , /( x )) 且初速度为 0 ,那么当 /'( x )= 0 时小圆珠会停止在 P 点 • 
如果小圆珠放在临界点1 = 4附近，那么仅当初速度不足以使其翻越 ： T = A 处隆起的部分而到 
达临界点时，小圆珠才会停留在:^=4附近.所以 j (0) = u (0)， /( 0 ))必须在 U ， 0 ) 
附近. 

下面我们将以丨 x-y 丨来定义两点 x 和 y 之间的距离.如果 x = o " 而，…， xj . 
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(%， a ，…，： y ») ，那么 

| X —Y ! = ,/ (j：i — 3^, ) 2 + (x 2 — y 2 Y ~\ -+ (x„ — y„y. 

IfiaKMIW 稳定临界点 

设兄为自治方程组的临界点，并设 X == X ⑴表示满足初值条件 X (0)= A ■。的解，其中 X 0 # 
X ,.称 X ,为稳定临界点 （stable critical point ) ，当任给定半径 ( O 〉0 时，存在一个相应的半径 r 
>0使得当初始位置 X 。满足 | X 0 - X , | < r 时，相应的解 X ( Z ) 对所有的 < > 0满足 
| X ( i ) — X ] | <. p . 另外，如果只要 | X 。 一 兄 | 〈r 就有1士 X ( f ) = X \ ,则称 _ X \ 为渐近▲定临界 
点 （asymptotically stable critical point ). 

图 10. 20(a) 诠释了这一定义.任给定以临界点&为中心，以 P 为半径的圆面，若 X(0) = 
X 。足够接 近兄， 则解将停留在给定圆 面内.兄是稳 定的并不意味着解一定要趋近于临界点 • 
线性方程组的稳定点、稳定螺旋点及中心都是稳定临界点.为强调 X 。必须接近足，我们用到 
了 术语局 部稳定临界点 （locally stable critical point). 



a) b) 


图 10. 20 


k ^ mnm 不稳定临界点 

设兄为自治方程组的临界点，并设表示满足初值条件 x ( o ) = x 。的解，其中 
X ^ X x . 称 1为 不稳定 临界点 （unstable critical point), 如果存在一个半径为 |O>0 的圆面， 
使得对任意 r 〉0, 至少存在一个初始位置 X 。满足 I X 0 - X , | < r , 但存在至少一个 t >0, 使 
得相应的解 X ( t ) 满足丨 X { t )- X x | > P . 

如果临界点兄是不稳定的，那么无 论兄的 邻域有多小，总可以找到一个初始位置 X 。，使 
得解在未来某时刻 f 离开半径为 P 的 圆面. 请参考图 10. 20( b ). 线性方程组的不稳定点、不稳 
定螺旋点及鞍点都是不稳定临界点.图 10.19 中的临界点（々， 0) 是不稳定的 • 非常小的偏移 
或初速度都会使小圆珠滑离点 (:3：2 ， ^ (X2)) - 

_稳定临界点 

证明 （0, 0) 点是非线性平面自治方程组 

^=-3--xv^+y 


y f = x — y^/x z -\~^ 


的稳定临界点_考虑 10.1 节中的例 6. 

解 在 10.1 节的例6中，我们证明了在极坐标系下 


0= r + c 2 是方程组的 
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解.如果 X (0) = ( r 。， 0。）为极坐标系下的初值条件，那么 


r Q 


0 — . 


注意且 r 随着 r 的增大趋近于(0, 0)，所以给定^>0,起始点与（0, 0) 的 
距离小于^的解当 时都在与原点的距离小于 p 的范围之内.所以临界点（0, 0) 是稳定且渐 

近稳定的•一个典型的解如图 10.21 所示. ■ 


_不稳定临界点 

极坐标系下的平面自治方程组为 

|^ = 0.05 r (3- r ) 

证明（ I ，_>0 = (0， 0) 为不稳定临界点. 
证 因为： r^rcosh y ^ rsind ^ 所以有 


4^- 


, dr 


=— rsmd 丁 + 


n c 


图 10. 21 


由 dr/dt = 0. 05 r (3 — r ) ，可以看到当 0 时 dr / d ( = 0 ，所以通过把代人新的方程组 
可得 ( x , 30 = (0， 0) 为临界点， 

微分方程 dr/d , = o. 05 r (3— r ) 是一个逻辑斯谛方程，可以利用变量分离法或 2 节中的方 
程 （5) 来求解.如果 r (0)= r D 且 r 。 关0，那么 


l + r 0 e - 0 . 157 


其中 = (3 — r 。）/ r 。• 因为 

3 

^l + coe- 0 - 151 ^ 3, 

所以无论解从多靠近(0， 0) 点的位置开始，它都会运动到以原点为中心，半径为3^的圆周上. 
所以（0, 0) 点是不稳定临 界点. 一个典型的由（0, 0) 点附近开始的解如图 10. 2 2 所示. ■ 
线性化 实际上很少能像在例1和例 2 中那样，通过求出非线性方程组的显式解来判断其 
临界乓的稳 定性. 另一种方法是，用线性项— XJ 替换原自治方程组 x ' = g ( x ) 中的 
giX ), 其中 々( X — l^gOO 在1邻域内的近似.这种方法被称为线性化 （ lineamatum ) 方 

法，我们首先介绍它在一阶微分方程中的 应用. ，一 

曲线 : y = 在1=心处的切线方程为）=尽(心）+/(々）（工一々），若工 1 是 / = 的临 

界点，则有： r ’ = g ( x) （: ^Kx — 々），线性微分方程 

x = g'(xi)(x —Xi) 

的通解是:，其中 Al = 〆 （: r ,). 所以若有 〆 （心）<0,则 x ⑴趋近 于〜定 
理 10. 2说明了当给定的 • x (0> = x Q 足够接近 A 时，原微分方程的解是怎 样的. 






: gU ) 的稳定性判别法则 

设心为自治微分方程 V =发(：1：)的临界点，其中貧在〜处可导. 

(a) 如果)<0，则是漸近稳定临界点. 

(b) 如果〆 （xOX)， 则乃是不稳定临 界点. 

非线性一阶微分方程的稳定性 

n/4 和 x = 5 n / i 都是自治微分方程 = COS.T — sin.r 的临界点.我们很难求出这个方程 
的显式解，但可以利用定理 10. 2预测靠近这两个临界点的解的性态 • 


MB 

x = n / 


因为 g\x) — ~sixu：—-cosxj g iit/ 4) = — V ?<0 且 g ^n/ 4) = >0，所以 oc~k/ 4 是渐近稳 
定临界点，而^ = 5^4是不稳定的.在图 10.23 中，我们利用数值求解程序给出了始于（0, tt /4) 
和 (0, 5 tt /4) 附近 的解. 正如预测的那样，始于(0, 5 tt /4) 附近的解很快远离了直线: r = 5 7 r /4. 




_逻辑斯谛微分方程的稳定性分析 

不求解方程，分析逻辑斯谛微分方程（请参考 3. 2节）— x)/K 的临界点的性质， 
其中 r 和 K 为正常数 • 

解 方程的两个临界点为 tsO 和工二尺，所以由 〆 0)= r(K — 2: r )/ K ；， 得 〆 （0)=厂及 
g r { K )= ~ r . 由定理 10. 2可知， _r = 0 为不稳定临界点，而: c = K 为渐近稳定临界点. ■ 

雅可比矩阵 我们可以对平面自治方程进行类似的分析，曲面 z = 工， W 在兄=(^’ 
%)处的切平面为 

并且 g ( x , : y ) 在&的邻域内可以用切平面来近似. 

当又为平面自治方程组的临界点时， P (^，3- 1 ) = Q (^. » % )=0 且有 

- ,=PU ， 

3/=Q(x ，— 

在临界点叉 I 的邻域内，原方程 X ' = g ( X ) 可由线性方程组 X ' = A ( X 一 Xl ) 来近似，其中 
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\±p\ 

3P\ 

5 X 1 Cxj , 3 1 ] ) 

5 ^ U, ，々 > 

1Q| 

IQ\ 

d X 1 Ctj - i 

^ y 1 > 


这个矩阵称为兄 的雅可比矩阵 (Jacobian matrix ), 并可用 〆 （^来表示.如果令 = 

X ,，那么线性方程组 X ' = A ( X — 兄）变为我们曾在10_ 2节里分析了这种形式的线性 
方程组. X '= A(X — 兄）的临界点的临界点 H =0 相对应.若 A 的特征值有 
负实部，则由定理 10. 1可得，0为 H'=AH 的渐近稳定临 界点. 如果其特征值有正实部，那 
么 if = 0 为不稳定临 界点. 定理 10. 3断言，原方程组的临界点会有同样的结论. 
kai ^ gginKi 平面自治方程组的稳定性判别法则 

设 X !为平面自治方程组 X ' = g ( X ) 的临界点，其中 PU ， y > 及 QU ， : 的邻域内有 


连续的一阶偏导数. 

( a ) 如果 A = g '( X ,) 的特征值有负实部，则兄为渐近稳定临 界点. 

( b ) 如果 A = 的特征值有正实部，则 X ,为不稳定临界点. 

睡 非线性方程组的稳定性分析 

对以下每个平面自治方程组的临界点是否稳定进行判断（如果可能的 话）： 
ix' = x 2 + y — 6 I x' = 0. 01x(100 ~ x y) 

( a )|j/ =:r 2 — y ( \y r = 0. 05>|(60 — y — 0. 2x) 

解每个方程组的临界点已经在 10. 1 节的例 4 中确定了. 

( a ) 方程组的临界点为（#，2)和（一力，2)，雅可比矩阵为 


g ，（ X ) = 


2x 

2 r 



所以 

\2j2 4 ] ^ f-272 4] 

A 'L 2))= [ 2V 2 - ir A2==g，(( "^ 2))= l -2 V 2 - l |- 
因为 A , 的行列式为负，所以 A , 的特征值是正 实数. 故（#， 2 )为不稳定临 界点. 矩阵戾的行 
列式为正，轨迹为负，所以这两个特征值都有负实部.由此可得（一#，2)为稳定临界点. 

( b ) 方程组的临界点为（0，0)、（0，60)、（100， 0) 及（50， 50)’ 雅可比矩阵为 
, _ /0. 01( lD 0-2 a '- y ) — O.Olx \ 

g (X)= I -0.01) 0 . 05(60- 2厂0_ 2_ r ； J ’ 


所以 


, 1 0 \ / 0. 4 0 \ 

A^g r ((0, 0))=( o 3 ), A 2 =g’((0 ， .6(m=(_ a6 — 3 )’ 


A 3 = g ， ((100, 0))= 


n 


一 i . 


A 4 = g '((50，50)): 


/ — 0.5 — 0. 5、 

_ \-0.5 —2.5/ 


因为矩阵為,的行列式和轨迹都为正，所以其特征值有正 实部. 故（0, 0) 为不稳定临界点. 
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矩阵 A 2 和為的 行列式为负，所以它们都有一个正的特征值.故 （0, 60) 和 （100, 0) 都为不稳定 
临界点.因为矩阵山的行列式为正且轨迹为负，所以（50, 50) 为稳定临界点. ■ 

在例5中我们没有计算 r 2 — 4△(如在 10. 2节中所做的那样）并且把临界点进一步分为稳定 
点、稳定螺旋点、鞍点等类型‘例如，在例 5( a ) 中又= ( 一 #，2)， r 2 -4 A <0, 如果方程组 
是线性的，则可知叉,为稳定螺旋点.图 10. 24 给出了由数值求解程序得到的几条在兄附近的 
解曲线，每个解都螺旋地趋近于临界点. 



图 10. 24 图 10_ 25 

临界点的分类我们很自然地想到是否能通过一些类似于对线性方程组所做的分析，推出 
非线性自治方程组在临界点兄附近的更多几何性质.这个问题的答案总结在图 10 . 25 中，不 
过应该注意以下 几点： 

(j ) 类似于线性方程组，这里的临界点也可分为5类（稳定点、稳定螺旋点、不稳定螺旋 
点、不稳定点及鞍点）.这里的解与线性方程组中的解有大致相同的几何特性，且又的邻域越 

小，相似性就越强. B ^ 

(||)如果/= 4 ^且^>0,则临界 点不不 稳定，但无法确定在这种边界情况下的兄是不 

稳定螺旋点、不稳定点， M 雛不銳点._地 ， M r 2 = 4 Aa r <0, MX , 是稳定的但 

可能是稳定螺旋点、稳定点或退化稳定点. _ 

( iii ) 如果 f = o 且 A >0, 那么 A = g ，（ x ) 的特征值为纯虚数，在这种边界情况下，兄可能 
是稳定螺旋点、不稳定螺旋点或中心，所以无法确定它是稳定的还是不稳定的 • 

_非线性方程组的临界点分类 

确定例 5( b ) 中平面自治方程组的每个临界点属于以下哪种类型：稳定点、稳定螺旋点、 

不稳定螺旋点、不稳定点或鞍点. .. 

解 相应于（0, 0) 的矩阵义，有 A =3, r -4, 所以 r 2 — 4 A =4， 故（0， 0) 为不稳定， • 
对于（0, 60) 和（100, 0)，因为 A <0, 所以它们都是鞍点.对于矩阵山， A >0, T <0, 且 r 2 _ 
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4 A >0, 所以（50, 50) 为稳定点.请利用数值求解程序验证这些结论. ■ 

1软弹簧的稳定性分析 

回顾 5. 3节中的二阶微分方程=0， k >0 , 它表示质量为 m 的物体在非线 
性弹簧的作用下做自由无阻尼振动的 模型. 如果々=1，怂=一1，那么弹簧被称为软弹簧，相 
应于非线性二阶微分方程 x '+ x - x 3 =0 的平面自治方程组为 

= 〆 一二 

求出其临界点并进行分类(如果可能的话). 

解 因为 X 3 — :r = : c (: c 2 — 1)，所以临界点为（0, 0)、（1， 0) 和（一1， 0). 相应的雅可比矩 

阵为 

Ai = g (( 0 , 0))=1 ° ， A 2 = g '(( l ，（))）= 〆 ((一 1， 0))= j ^ 2 Q j . 

因为 detA 2 <0, 所以临界点 （1，0) 和（一 1, 0) 都是鞍点.矩阵 A , 的特征 值为士 *•，所以由 
前面的 （ iii )， 临界点（0, 0) 的状态无法确定，它可能为稳定螺旋点、不稳定螺旋点或中心点- 

■ 

相平面法 有时可以利用线性化方法获得解在临界点附近的 信息. 但如果我们感兴趣的解 
初始位置 x ( o )= x 。 不在临界点附近，或者我们希望能获得解曲线组的全局情况，那么线性化 
方法没有太大帮助. 相平面法 （ phase-plane method ) 是基于 


= Ay/At = 

dx Ax/ At P(x^y) 


的，我们想用求解一阶微分方程的方法(请参考第 2 章）求出3>，： y 是关于工的 函数. 如例8和 
例9所示，这一方法有时可以用来确定如例7中的（0， 0) 那样的临界点是稳定螺旋点、不稳定 
螺旋点还是中 心点. 


相平面法 

利用相平面法确定平面自治方程组 

b = ^ 


的唯一临界点（0, 0) 的类型 • 
解 方程组的雅可比矩阵 




2x 


o 


的行列式在(0, 0) 处为0,所以它在临界点（0, 0) 处的性质还不能确定. 


利用相平面法，可以 


得到一阶微分方程 


dy _ Ay J At ^x 1 
da: Ax/ At y 1 


由变量分离法很容易求解 
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j y dy = j > r 2 dr 或 ：y 3 = x 3 + c . 

若 X (0) = (0， y 。）， 则有/=文 3 + 3 «。 3 或_>>=)；*： 3 + y 0 3 ■ 图 10. 26 给出了相应于不同 y 。 取值的 
解曲线集合.这个相平面可以清晰地表明临界点的 性质： 

无论解在开始时有多接近（0, 0)， XU ) 总会随时间 i 的增 
加而远离原点.所以临界点（0, 0) 是不稳定的. ■ 

_ 软弹簧的相平面分析 

利用相平面法确定/+工一工 3 =0的解在 （0 ， 0) 邻域 
内的性质. 

解设 dz/dt = > 则 d 3；/ d ? = ： r 3 — x . 由此可得一阶 
微分方程 

d：y — d ; y / d ， — x z ~ x 
dx dx/dt y ’ 

它可用变量分离法求解•对 
j ： yd：y = J " U 3 — : r)dx 积分，得 | = Y — Y +c . 

配方后，可将解写成父 = (P — 1)2 / 2 + c 。. 如果 x ( 0 ) = ( x ° ，0)，其中0<々<1,则 c 0 
一 U 。 2 —1) 2 /2,所以 

(x 2 -I ) 5 



图 10.26 


y = 


(w — I” 一 （2 — 工 2 D(m 
~ ■ 2 2 


注意当工=一: r 。 时，： y ==0. 此外，当一 xoCxCx 。 时，等式右边为正，所以相应于每个工 
有两个: V 的值. 满足 X (0) = U 。，0) 的解是周期性的，所以（0， 0) 为中 心点. 

图 10. 27给出了原方程组的解曲线族，即 相图. 我们可 
以利用原平面自治方程组来确定每条轨迹的运动方向. ■ 

练习 10.3 

1. 对于非线性自治方程组 

x =ax — ^ y J ry 2 
y =j3x-f ay—xy 

证明当 a <0 时， （0，0) 为渐近稳定临界点，当 a >0 时，它为 
不稳定临界点.[提 示： 将方程组变为极坐标形式 •] 

2. 一 个平面自治方程组的极坐标形式为 

4^ = ar (5 — r 0 



二 —1. 


图 10. 27 


证明当且仅当 a <0 时，（0， 0) 为它的渐近稳定临界点. 、 

在习题 3 〜10中，不求解方程，麵所给-阶自治微分方程组的临界点是渐近稳定的还是不稳 ' 

假设所有的常数都为正. 
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3- - = H- 1 — o') 

5. ~ = i(T-T 0 ) 

7. ^ = ^(a — x ), a > j 3 

9. ~ = P(a-bP)(l~cP-'), P>0, a<bc 
at 


4. ~= —^xln , x>0 

^ dv , 

b. m ~ = mg — ku 

8. ^ = k{a — x){^x)(y—x) , a>p>y 
10. ~^ = k ^ A ( K ~,/ A ), A >0 


在习题 11 〜 20 中，对所给平面自治方程组的每个临界点进行分类（如果可能的话），类型有稳定点、稳定 
螺旋点、不稳定螺旋点、不稳定点及鞍点. 


11. x=l-2xy 
y ^ 2 xy~y 
13. 工 ' = _y-i 2 +2 
: = — 巧 

15. : r ' 二 一 3jt+/ 1-2 
: y ’ = ■^一 / 

17. x= —2xy 

y = xy~ y z 


12. x =jc 2 — y 2 

y=^y 

14. y = 2.x-y 
y — ~ y^rjcy 
16. x ^=xy— 3y — 4 
3 /二: y 2 -_ r 2 

18. -c^orCl —x 2 — ) 

y ^y{?> — x 2 — Zy 2 ) 


19. 




20. x = ~2x~\~y^rlO 


y — y{\Q — y~ x) 


/ = 2 门 -15 為 


在七题 21 〜 26 中，对所给二阶微分方程的临界点进行分类（如果可能的话），类型有稳定点、稳定螺旋 
点、不稳定螺旋点、不稳定点及鞍点. 

21. if 二 （ cos(9—0. 5)sin0 ， \ d \ <k 22. x ， J rx=- —3(jc') 2 )x~x t 


2 ^. x ^ xi \- x z )- x 2 ^0 


25. x w + x = e x 3 , e >0 

26. x " + x - cx \ x \ = 0 , , >0 [提 示 ： |x I =2 U I .] 

27. 证明当 /3<0 时 （0, 0) 为非线性二阶微分方程 

( l + a 2 o : 2 ) x ， +(^+ a z ( x / ) z )x = 0 

的鞍点. 

28. 证明当 碎>1 时，动力系统 

x = — ax-^rxy 

存在唯一临界点，且当/?>0时这个临界点是稳定的. 

29. ( a ) 通过绘出一 i + y — J ： 3 =0和 一 x—：y + y = 0的图像说明平面自治方程组 

x — - x^-y — jc 3 

y'=-a:~y + y 2 

有两个临界点.确定临界点（0, 0) 的类型 • 

( b ) 证明第二个临界点 ^=(0. 8 80 54 ， 1. 563 27) 为鞍点. 
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30. (a) 证明（ 0 ， 0) 是瑞利微分方程 （Raleigh differential equation) 

JC ，， + £(y^ ， ) 3 -^ ， ) +X=0 - 


唯一的临界点. 

( b ) 证明当 e >0 时，点 （0, 0) 是不稳定的.什么时候(0, 0) 为不稳定螺旋点？ 

( c ) 证明当 E <0 时，点（0, 0) 是稳定的.什么时候（0, 0) 为稳定螺旋点？ 

( d ) 证明当 e = 0 时，点（0, 0) 为中心. 

31. 利用相平面法证明（0, 0) 为非线性二阶微分方程: r " + 2: r 3 =0 的中心. 

32. 利用相平面法证明非线性二阶慠分方程 x " + 2 x -- x 2 =0 满足 • r (0) = l 及 x (0)-0 的解是周期性的. 

33. ( a ) 求出平面自治方程组 

X = 2 xy 
V = i — I 2 十 y ， 

的临界点并说明不能通过线性化获得关于这些临界点性质的 信息. 

( b ) 利用相平面法说明 （ a ) 中的临界点都是中心 ■ 

[提 示： 令“ = yAr ， 并证明 u — c ) 2 + y =/— i .] 

34. 原点是非线性二阶微分方程 x " 十 U ') 2 十工= 0唯一的临界点 • 

( a ) 证明由相平面法可得到伯努利微分方程 d 3 -/ dx =- 3 >- x ^ 1 . 

( b ) 证明满足1(0) = 1/2及 x / (0) = 0 的解不是周期性的. 

35. 非线性二阶微分方程0：" + ^： — 1 3 =0的一个解满足: r (0)=0 及 x '(0) = t ;。. 利用相平面法确定什么时候 
解是周期性的.[提 示： 请参考例 9.] 

36. 利用相关理论分析行星运动时可得非线性微分方程/+工=1+« 2 .对相应的平面自治方程组的所有 
临界点进行分类（如果可能的话）. 

37. 在 LCi ? 电路中有一个非线性电容，电压不再由 9/ C 表示而是更精确地描述为叫十沟 3 ，其中 a 和;3为 
常数且 a >0. 那么 5. 1节中自由电路的微分方程（ 3 4)可被 

L ^ + i ? ^ { + aq +^ q 3 =0. 

代替. 求出这个非线性微分方程的所有临界点并对它们进行分类.[提 示： 分成^>0和0<0两种情 
况讨论 .] 

38. 非线性方程 m : r 〃+ i ^ + b ： r 3 =0, A >0, 表示一个连接在弹簧上质量为 m 的物体做自由无阻尼振动的 
通用模型.如果1>0,则弹簧被称为是硬的（请参考5_3节中的例 1). 确定+ 1 + ¥ =0的解在 
(0, 0) 邻域内的性质. 

39. 非线性方程 # + S in 0= l /2 可看作是一个钟摆的数学模型，它具有恒定的施迫函数. 

( a ) 证明 （7 t /6，0) 和 （5 jt /6，0) 为相应平面自治方程的临界点- 

( b ) 利用线性化确定临界点 （5 W 6, 0) 的类型 • 

( c ) 利用相平面法确定临界点&/6, 0) 的类型. 

讨论题 


40. ( a ) 证明 （0, 0) 为平面自治方程组 

x^x'-Zjcy 3 


孤立的临 界点. 但无法通过线性化获得关于临界点性质的信息. 
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( b ) 利用相平面法证明 Y+y = 3 rx . v . 这条经典的曲线被称为笛卡儿叶形线.叶形线的参数方程为 
3c-； 3c/ 2 

尸 IT?. 

[提 示： 关于 t 和^的微分方程是齐次的 .] 

SL ( c ) 利用绘图软件或数值求解程序绘出解曲线.能够根据图像确定临界点是稳定还是不稳定的吗？可 

以确定临界点的类型.即是节点、鞍点、中心或螺旋点吗9请加以解释. 

10.4 利用自治方程组建模 

很多物理方面的问题都会用到形如 x 〃 = g (: r , /) 的非线性二阶微分 方程. 例如，在 5.1 
节对自由阻尼运动的分析中，假设阻力与速度 x ' 成正比，那么得到的模型一;^为 
线性微分 方程. 但如果阻力大小与速度的平方成正比，则新的微分方程 3 x ' 1 | — 

々• r 是非线性的.相应的平面自治方程组 



是非线 性的. 在本节中，将利用10. 3 的结果分析非线性钟摆、在曲线上运动的小圆珠、 
Lotka - Volterra 捕食者-被捕食者模型以及 Lotka - Volterra 竞争模型.更多的模型将在练习中 
给出. 

非线性钟摆 在 5. 3节的 （6) 式中，我们证明了简单钟摆的偏移角0满足非线性二阶微分 

方程 

^+fsm0=O. 

当令 .r = 6> 及; y =0' 时，这个二阶微分方程可以改写成动力系统 



它的临界点为（土 h ， 0)，且容易证明雅可比矩阵为 

0 1 

g ’ （（士 < br ， 0))= ( _ 1/+1 0 • 

如果 A = 2 n +1, A <0, 那么所有临界点（± (2” + 1) tt ，0) 都为鞍点.特别地，临界点 （ it ’ 0) 
如预期的那样是不稳 定的. 请参考图 10. 28. 当6=2” 时，特征值为纯虚数，所以这些临界点 
的性质也就无法确定.因为假设钟摆没有受到阻力，所以我们预期所有临界点（士 0) 都 
是中心.可以用相平面法证明这一点.由 

dy ^ dy/dt = _ g ^ smx 
d.r Ax / dt l y 

可得 y = (2 g / Z ) cosj ： + c . 如果 AXO ) = ( x 。 ， 0) ，那么 

y 2 — 亨 (cost — cosa. 0 ). 
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注意当 ： r = — j :。 时； y = 0， 并且对于丨 | < | J ：。 丨 <rr 有 （2 g /7) ( cos : c — cosx 。 ）>0.所以 
每个: r 有两个相应的 y 值，满足 X (0) = ( x 。，0) 的解是周期性的.所以可得 结论： 
(0, 0) 是一个中心.经过观察发现，相应于大的初速度，解中的 x = 0 会增大，如图10_29所 
示.在这种情况下，钟摆会围绕其支点整圈地旋转. 



a) e = 0, «' = 0 

图 



b) 0 = n, = 0 


10.28 



ma 钟摆微分方程的周期性解 

一 个在均衡位置0=0的钟摆有初始角速度 coorad / s . 确定在什么条件下得到的运动是周期 


性的. 

解这里要求平面自治方程组满足叉(0) = (0,⑽） 的解. 由: y 2 = (2 g /7 )cosx + c •可得 

3> 2 = 亨 (cosj: - 1 + g—<wo ^ . 


要确定解 XG ) 是周期性的，需要证明在一 x 到 rt 之间存在由截取的一段区间，且 
对于 | _r | < | _ r 。 丨，上式右边为正.每一个这样的 X 值对应于两个: V 值. 

如果: V ^ O，cosx = l — ( l / 2 g ) coo 2 f 且有1 一 u /2 g )«；。 2 〉一 1，那么这个方程在 一 K 到”之 
间有两个解注意对于丨 _r I < | A I ，有 （2 g /0( co S _r — C o S _ r 。） 为正.这个对初始角 


速度的限制可以写成丨⑴。丨 < 2 ^/ gU - 、 1 

非线性振动：滑动的小圆珠如图 10. 30所示，假设一个质量为 w 的小圆珠沿着函数 
/( x ) 描述的曲线滑动.非线性振动可以通过改变曲线形状和 
改变施于小圆珠的力得到. 

由重力 W = mg 分解出来的切向力 F 大小为 mgsin (?， 所 
以 F 在 x 轴上的分量为= 一 w g sin (3 cos 6 l •因为 tand = 

/( x ), 所以可以利用恒等式 1 + tan 2 卜 sec 2 0 和 sin 2 0 =l — 
cos 2 0 得到 


=— m^sin0cos0 


"Tr7u)T 



假设（如 5. 1 节）在小圆珠上施加一个与其运动方向相反的阻力是小圆珠速度的常数 
倍，则 D 在: r 轴上的分量为如果忽略曲线与小圆珠之间的摩擦力并假设系统中没 
有其他力的影响，那么由牛顿第二定律可得 
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fix ) 


+ Lf(x)J 




相应的平面自治方程组为 




K ^ l + m y - 

如果1 = (:^，％)是方程组的临界点，％=0，因此有/'(^)=0,那么小圆珠会在某点 
停下，而这点的切线是水平的.若/二次可微，则兄处的雅可比矩阵为 


0 1 
- gfUl ) 1 /m 

所以 r =—；8/ m ， A = gf (^), 且 r 2 — 4 A = /3 Vm 2 — ^/'(a ) . 利用 10. 3 节的结果，有以 
下 结论： 

(i ) fiocx )<0. 

工= 4为 相对极大值，因为△〈()，所以 0) 为不稳定鞍点. 

(ii )/(々）>0且 ( D > Q ‘ 

相对极小值出现在:? = 4处，因为 r <0 且 A >0， 所以 ^ = ， 0) 为稳定临界点.如果 


g (兄)= 


jf > Agm 2 /\ xi ) , 那么系统称为是过 阻尼的 （ overdamped ) ， 临界点为稳定点.如果 
/'(々），那么系统称为是欠 阻尼的 （ underdamped )， 临界点为稳定螺旋点.如果 #= 4 gm 2 
则无法确定稳定临界点的准确性质. 

(iii )/( x 1 )>0 且系统无阻尼（/3=0). 

在这种情况下，特征值为纯虚数，但是可以利用相平面法证明临界点为中心.所以足= 
( x , , 0) 附近的解 X (0) = ( x (0)，/( O )) 是周期性的. 

_ 小圆珠沿正弦波形滑动 

一个重量为 10 g 的小圆珠沿曲线 2= S in : r 滑动.根据结论 （ ii )， 在々 = —7^2和 3 tt /2 处 
取得的相对极小点是稳定临界点（请参考图 10.3 D . m % = 所以若 

/3 2 <4 gm 2 , 则系统是欠阻尼的.如果使用标准国际单位 ， m = 0 . 01 kg 且 g = 9. 8 m / s 2 ，那么系 
统为欠阻尼的条件变为矿 <3. 92 X 10- 3 . 

如果阻尼常数为/?=0. 01，那么这两个临界点都是稳定螺旋点，分别相应于初值条件叉(0)= 
0(0)， ： r '(0)) = ( —2 tt , 10) 和 X (0)= (― 2 jt ，15) 的两个解可由数值求解程序求得，其图像如 
图 10. 32 所示. 当 ■ z '(0) = 10 时，小圆珠有足够的冲量翻过 x =— 3 k /2 处的波峰，但无法翻过 
工=^2处的波峰.然后小圆珠将靠近 一 tc /2 处的相对极小点.如果 x '(0) = l 5 , 则小圆珠 
可以翻越这两个波峰，但它还是会 回到工 = 3 tt /2 处的波谷并靠近点 （3 tt /2，一1). 可以利用数 
值求解程序验证其他初值条件. 

图 10. 33给出了无阻尼情况下由数值求解程序得到的解曲线集合.因为/?=0,所以相应于 
Xl = — „/2和 3 x /2 的临界点是 中心. 当 X (0) = ( — 2 jc ，10) B 寸，小圆珠有足够的冲量翻越所有 
的波峰.图像也说明，若小圆珠静止地在工=一37：/2和工= 7：/2之间释放，则得到的运动是周 


期性的. 
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Al = ^((0,0)) = 

/0 bd / c \ 

A 2 =g ，（ W/c ， a/6))=(i /6 0 )• 

临界点（0， 0) 是鞍点，图 10.34 给出了第一象限内（0, 
0) 点附近的一个典型解的图像 • 

因为矩阵為有纯虚数特征值 A =± v ^ i ，临界点 （ d / c ， 
a /6) 可能为中心.这种可能性可以利用相图法分析，因为 

dy 一 ^ y ( 一 cx d ) 
dx x ( — a + fry ) 

分离变量后可得 




Lotka-Volterra 捕食者-被捕食者模型捕食者-被捕食者的相互影响（ predator-prey 
interaction ) 发生在两种动物之间，其中一种动物（捕食者）以另一种动物（被捕食者）为食.例 
如，雪枭几乎仅以一种在北极很常见的啮齿动物旅鼠为食，而旅鼠以北极苔原植物为食 • 对北 
极地区多种哺乳动物数量循环的观察引起了人们用数学工具解释捕食者 - 被捕食者相互影响的 
兴趣. 例如，加拿大的 Mackenzie 河地区，猞猁的主要食物是雪兔，且两种动物的数量循环周 
期都是10年. 

有很多捕食者-被捕食者模型都可以推出至少有—个周期性解的平面自治方程组.第一个 
这样的模型分别由生物数学家 A • Lotka (1925)* V • Volterra (1926) 各自独立构造.如果工表 
示捕食者数量而: V 表示被捕食者数量，那么 Lotla - Volterra 模型的形 式为： 

= — ax + bxy = x ( < — a -\ rby ) 
y =— cxy +dy = : y (— cj >+ d ), 

其中 a 、 6、 c 和为正常数. 

注意如果没有捕食者(工 = 0)，那么有:/被捕食者的数量将以指数方式增长.如果 
没有被捕食者，则有/ =_ aa ：， 捕食者会灭绝， _ d ： y 代表了由于捕食造成的被捕食者的死亡 
率.这个模型假设这一死亡率与某特定时刻 f 的捕食者和被捕食者可能相遇的次数工^成正比， 
bxy 代表对捕食者的数量带来的正的贡献 • 

这一平面自治方程组的临界点为(0， 0) 和 W / c ， a / b ), 相应的雅可比矩阵为 
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f - a + b ydy = f 二^土 ^dr ， 

J 夕 J .r 

所以 

— aln^ + by = — cx + d\nx + C! n5c(a: J e" Q ) (y e ) = c„. 

接下来的讨论是为了说明，所有始于第一象限的解曲线都是周期性的. 

典型的非负函数和 G(j)=ye — 的图像在图 10. 35中 给出. 不难证明 F ( x ) 
在1 = ^八处取绝对极大值，而 G(j) 在3" = ^/纟处取绝对极小值.注意除了 0和绝对极大值外， 
F 和 G 在它们的区间上都恰好经过这些值两次. 



图 10. 35 


这些图像说明始于第一象限的某非临界点（X。， j。） 的解曲线有如下性质 • 

(1) 如果 y = a/b, 那么方程 FO)G(30=r。 恰有两个解〜和〜且 

(2) 如果： ^ = ,那么 F(:r)G (: y)=c。 恰有两个解: y, 和:^且 A<a/6<j 2 . 

(3) 如果: c 在区间 [x,„, : c M ] 之外，那么无解. 

我们将证明 （1) 并在练习中略述( 2 )和（ 3 ).因为（〜， yo)^(d/c, a/b) ,所以尸 0。）(^(3>。）< 
F(d/c) - Gia/b). 若 _y=«/6， 则有 

Co F(x 0 )G(y 0 ) ^F{d/c)Gia/b) 

0< Gi^irr Gia/b') ■'< ~~GW« t{d/Ch 

所以 FU) = c„/G(a/6) 恰有两个解，和 im , 且—个典型周期解的图像如 
图 10. 36所示. 

_捕食者-被捕食者数量 的循环 

若在1. 0 “-¥ 0 1比^1捕食者-被捕食者模型中令“ = 0.1，6=0.002, r = 0.0025, d = 0.Z, 
则第一象限内的临界点为 （^/r, a / h ' ) = (80, 50), 并且知道这个临界点是中心.请参考 
图10.37，我们利用数值求解程序生成了这些封闭解.初值条件X。越靠近 （ 80， 50)’ 周期解就 

J2 

越像相应线性方程组的椭圆解./((80, 50)) 的特征值为 A=±vWi=±j^i， 所以靠近临界点 
的解的周期为或约等于 44. 4. 


■ 
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d fc x \ X M 

图 10. 36 


80 120 160 

捕食者 


Lotka - VoUeira 竞争模型当两个或多个物种在一个生态系统中竞争食物、水、光和空间 
等资源时，就会发 生竞争交互作用 （ c o m P et iti ve interaction ). ―■个种群对某种资源的利用会限 
制其他种群的生存和 发展. 那么在何种情况下两个竞争性物种可以共存呢？人们构造了很多数 
学模型来探讨物种可以共存的条件.如果 x 表示物种 I 的数量，表示物种 n 的数量’那么 
Lotka - Volterra 模型的形式为 


K, 


x{K x —x — a\ 2 y) 


(1) 


受 y(K 2 -y_ 


注意到当物种 n 不存在时（3 1 ，），有■!■】），第一个种群以逻辑 斯诗方 
式增长并达到稳定状态的数量尺,（请参考 3.3 节和10_ 3 节中的例 4). 如果物种 I 不存在，则 
物种 II 会以同样的方式 增长. 第二个方程中的项一 a 2 ^ V 源于物种1和物种 D 的竞争影响•该 
模型假设在某一特定时刻《，物种数量增长率与可能出现的竞争对数成 正比. 



图 10. 38 

这个平面自治方程组有临界点 （0，0)、 （&， 0) 及 （0， K ： 2 ). 当郎咖參。时，直线 Ki — x — 
_3；=0和&—咖工=0相交产生第四个临界点文 =( 支，夕）.图10_ 38 给出了（支， 5) 在第一 
象限内的两种情形 . （5, 5>)点的雅可比矩阵的轨迹和行列式分别为 
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r= — 和 A=(l-a 12 « 2 ,)^^；. 

在图 10.38 所示的 （a) 中，尺,/ 012 >尺 2 且 K 2 /« 2 ,>K,. 所以有 fll2 奶, <1， r<0 且 A>0. 因为 

r-4A = + +4(a, 2 a 2 i -1)5-5^^ 

= (^ _ 5 E) +Aa ^'^i^t 2 ' 


r 2 -4 A >0, 所以 （1，50 为稳定点.这样如果 X (0)= X •。充分靠近 X =( 丘， 5)， 则有 li ;^ X («) = 


X , 此时我们认为共存是可能的分析情形 （b) 可得到一个鞍点，而对临界点（0, 0)、 （K, ， 0) 
及 （0, K 2 ) 性质的分析留作练习. 

当两个物种间的竞争交互作用比较弱时，系数出 2 和财都会比较小，所以条件&/« 12 >]< 2 
和尺 2 / 021 >心可能会满足.当两种猎取一种食物的捕食者在小范围内同时存在时，这种情况 
就会发生. 

卿應置 Lotka-Volterra 竞争模型 

一种竞争交互作用由 Lotka-Voherra 竞争模型 

jc ' = 0 . 004, r (50- x -0. 75 y ) 
y=0. 001_y(100 —y—3. 0a-) 

描述.求出方程组的临界点并对其进行分类. 

解临界点取在（()， 0K (50，0)、（0， 100) 以及方程组 
IJ + 0. 75) = 50 
1 3. 0x + 3 ;= 100 

的解（2()， 40) 处.因为 ai2a21 =2. 25>1，所以有图 10. 38所示的情形 （b)， 因此临界点（20, 


40) 为鞍点.方程组的雅可比矩阵为 


g ( X ) 


0. 2 -~ 0 . 008 x —0. 003) 
— 0. 003^ 


— 0.003 :r 

0. 1—0. 002 y — 0 . 003 a : 


我们可得 

, / 0 - 2 

g ，（〈0,0) 卜 



g (( b0 , 0 ))= 



-0. 15\ 
— 0. 05) 


所以 （0，0) 是不稳定点，而（50， 0) 和（0， 100) 都是稳定点.（请读者检验 .） ■ 

在 Lotka-Voherm 竞争模型中，如果在第一象限内至少完整地存在一个周期解，那么共存 
现象也会发生 • 但是，这个模型也存在没有周期解的情况. 

练习 10.4 

非线性钟摆 ^ 

1. 一个钟摆在 0= ir /3 处被释放，初始角速度为⑴。 rad / s . 确定在何种情况下得到的运动是周期性的. 

2. U ) 如果一个钟摆在0=0。处由静止释放，证明在处的角速度又变为 0. 
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( b ) 钟摆的周期了是指由0。开始变动到一 0。再冋到0。所需要的时间.证明 



滑动的小圆珠 

3. 一个质量为 m 的小圆珠沿着由函数2 = /(:^所确定的细线滑动.如果； _ Vl ) 是由滑动的小圆珠 

得到的平面自治方程组的临界点，证明 Xi 处的雅可比矩阵为 

, / ° 1 \ 
g(Xl 卜 . 

V —gf (jti ) — ^/ m > 

4. 一个质量为 m 的小圆珠沿着由函数 z = 所确定的细线滑动.当/(々）=()，/(^)>0,且系统无 

阻尼时，临界点 0) 是中心.当 1(0) 靠近： n . 且 y ( o ) = o 时，求出小圆珠的运动周期. 

5. 一个小圆珠在曲线 z 二£“！1 上的 ■ x (0)= I z () 处以初速度 x ， (0)-^ o cm / s 被释放. 

U ) 利用相平面法说明当系统无阻尼时可得周期解 ■ 

( b ) 证明小球达 到的最 大高度 2 max 可由 2—1] 给出. 

6. 令2： = 。051^，重做习题 5. 

捕食者-被捕食者模型 

7. (请参考图 10* 36) 如果4<心<.且^ 1 ，证明 F (_ r ) G (: y 0 二 r 。 恰有两个解％和火满足 yi < a / b < 
y z . [提 示： 首先证明 

8. 由图 10. 35所说明的解曲线的性质 （1) 和（ 3 ).说明当 : V = 时捕食者的数量达到最大值. 

9. 在很多渔业科学模型中，对一个物种的捕捞速率与该物种的数量成正比.如果捕食者和被捕食者都可 
以被捕榜，那么 Lotka - Volterra 微分方程有如下形式 

x ^ —ax^rbxy— ei oc 
y — cxy -\~ dy — t 2 y ^ 


其中 £1 和 £2 为正常数. 

( a ) 当时，证明在第一象限内存在一个新的临界点，且它为一个中心_ 

( b ) 沃尔泰拉原理 （ VoUerra.s principle 〉 认为适当的捕捞量会使被捕食者的平均数量增加而使捕食者的 
平均数量减少.这个渔业模型与沃尔泰拉原理一致吗？ 

10. 一个捕食者-被捕食者之间的交互作用由 Lotka - Volterm 模型 

= — (X lx +0* 02)) 

3 / = 0 . 2y~0. 02bxy. 


描述. 

^ u ) 求出位于第一象限的临界点，并且利用数值求解程序绘出这些物种数量循环的图像 • 
( b ) 估计靠近 （ a ) 中临界点的周期解的周期 • 


竞争模型 


11. 竞争交互作用由 Lotka-Volterra 竞争模型 


x^O. 08x(20-0. 4x-0.3.v) 
y =0.06^(10-0. I 3 /-O. 3x) 


描述.求出这个方程组的所有临界点并对其进行分类- 

12. 在 （1) 中证明（0, 0) 总是不稳定点. 

13. 在 （1) 中证明 （ K " 0) 在 K > K 2 / ci 2 i 时为稳定点，在 K \ < if 2 / a 2 l 时为鞍点. 





平面自治方程组及穂定性 


393 


14. 利用习题12和13确定当 X = G ，5) 为稳定点时，（0，0)、 ( K , , 0) 及（0， K 2 ) 是不稳定点 • 

15. 在 （1) 中证明当 

仏 < K 2 和 —< K ,. 
a \2 021 

时 x =( S , 5) 为鞍点 • 

混合非线性横型 

16. 如果假设一阻力施加于与钟摆运动相反的方向且其大小与角速度册 / dt 成正比，那么钟摆的偏移角0 
满足非线性二阶微分方程 

ml ^ F = — mgsin 0— /3 黑. 

( a ) 将上述二阶微分方程改写成平面自治方程组，并求出其所有的临界点- 

( b ) 求出一个关于 m 、 Z 及的条件使得（0, 0>为稳定螺旋点. 

17. 在 5.1 节中对自由阻尼运动的分析中，假设阻力与速度/成正比.这个阻力的大小常常与速度的平方 
成正比，那么新的微分方程为 

工"=一々 | --X. 

m m 

( a ) 将上述二阶微分方程改写成平面自治方程组，并求出其所有的临界点. 

( b ) 这个系统当 （0, 0) 是稳定点时被称为是过阻尼的，当（0, 0) 是稳定螺旋点时被称为是欠阻尼的. 
物理学认为 （0’ 0) 肯定是渐近稳定临 界点. 证明这个系统必须为欠阻尼的 . 提示： 


七 I :v I 


1^1 


讨论睡 / 

18. —个质量为 m 的小圆珠沿着由函数^ = /(工）所确定的细线滑动 • 施加于细线上微小的张力使其起到 
类似于斜面的作用，在力学中假设小圆珠与细线之间的摩擦力与 m S co W 成正比 （请 参考图 10 _ 30 ). 


U ) 解释为什么关于小圆珠工坐标的新微分方程为 


x"=g 


u-ru) 

l + [/ U)] Z rn 


其中"为正常数 • 

( b ) 考察相应平面自治方程组的临界点.在何种情况下临界点为 鞍点？ 或稳定螺 旋点？ 

19. 一 无阻尼振动满足形如工〃+ /(工）= 0的非线性二阶微分方程，其中/⑻= 0且对 x 判有 工/(工>>0, 

- d < x < d . 利用相平面法说明临界点（0, 0) 是否可能为稳定螺旋点.[提 示：令 PXd = [/ U ) du , 并 


证明 y 2 + 2 F ( x ) — c . J 

20 .在 Lotka - Vok ⑽捕食者-被捕食者模型中，假设娜没有捕食者，那么被捕食者醜量按指数增长. 
如果做另一假设，即被捕食者数量按逻辑斯谛增长，那么新的方程组为 


c-\-bxy 


y{K — y) 


其中 a 、 b 、 c 、 r 及 K 为正，且 K > a /6_ 

( a ) 证明方程组有临界点 （ 0 , 0)、（0, K ) 及 （ i ，5) ，其中 》 = a/bEcx = ~(K 
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( b ) 证明临界点 （0, 0) 和（0, K ) 为鞍点，判断临界点 （ i ，5) 为稳定点还是稳定螺旋点. 

( c ) 如果5 证明 GG ) 为稳定螺旋点.解释为什么当被捕食者的总数量 K 较大时会出现这 

种情况. 

21. 动力系统 

/ =— 由工―7+戶 

被用于描述恒化器中微生物的繁殖 模型. 恒化器是一个简单的实验装置，即一个营养物质会不断流入 
的培养皿.在这个方程组中，工表示培养皿中微生物的浓度， y 表示营养物质的浓度，且 <*>1 和办> 

0是可由实验员调节的常数 •求 a 和 P 满足的条件以保证方程组在第一象限内有唯一的临界点（2,3>)， 
并考察这个临界点的稳定性. 
fl , 22 - 利用本章中的方法和数值求解程序考察由 

; r " + 8 x —6 x 3 十工 5 =0. 

建模的非线性弹簧/质量系统的稳定性.（请参考练习 5 . 3 中的习题 8 . ) 

第10章复习题 

不看课本的内容，在习题1〜10中填空或判断对错 • 

1. 二阶微分方程 x 〃 + /( x ') + g (; c ) = 0 可写成一平面自治方程组为- • 

2 . 如果 X = X ( t ) 是某平面自治方程组的一个解且对有叉 (< 1 )= 奶 2) ，那么 X ⑴是周期解. 

3. 如果矩阵 A 的轨迹等于0且 detA 乒0,那么线性方程组•的临界点（0, 0) 可能的类型 

为_ _• 

4. 如果(0, 0) 是线性方程组 X '= AA •的稳定蟫旋点，那么 A 的特征向量为- . 

5. 如果 （0, 0) 是线性方程组 X '= AX 的鞍点且叉=太(0是一个解，那么 $1^ X (0 不存在. 

6. 如果雅可比矩阵 4=8(^) 在一平面自治方程组的某临界点处有正的轨迹和行列式，那么临界点 X i 不稳定. 

7. 我们有可能利用线性化方法证明非线性平面自治方程组有周期解. 

8. 钟摆方程 ^+ f S in 0= O 的所有解都是周期性的. 

9. 当 a 取何值时平面自治方程组 

x — ax—ty 
y = _crx 十 : y 

有周期解？ _ — 

10. 当„取何值时为自治一阶微分方程 / = sinJ ； 的渐近稳定临界点？- - 

11. 通过转换成极坐标形式求解以下非线性平面自治方程组，并且描述满足所给初始条件的解的几何 

形态： _ 

x =— : y — 工( \/ x 2 + y ) 3 
y = x — yi \/x 2 + 3 ^ ) 3 ， 

X (0)= (1,0). 

12. 讨论线性方程组 X ' = AX 的解的几何性质，其给定的通解为： 
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(a)X(t)=c l (;)e- " 十。 (i — 2 ) e 〜 Z, (b)X(f)= Cl (LJe- ， +c 2 Q e z, 

13. 对于所给的线性方程组，通过计算轨迹 r 和行列式△来确定临界点（0, 0) 的类型. 

(a)^^ —Sx~\~4y (b) ： c' = —3x+2y 

y = ~5x+3^ y ^ ~2x-\- y 

14. 求出平面自治方程组 

x* = x~\~ xy — 3x 2 
y f = 4y~2xy^ y 2 . 

的临界点并确定其类型（如果可能的话）. 

15. 确定 a 的值使得（0, 0) 为平面自治方程组（极坐标下） 

r —ar 

的稳定临界点. 

16. 对于非线性二阶微分方程 

:r" + "(x 2 — 1) 工 ’ + 工 = 0 ， 

确定其相应平面自治方程组的临界点（0, 0) 的类型，其中^为一实常数- 

17. 不用求出方程的显示解，确定自治一阶微分方程 ~ r ' = (P — 1)^ /2 的临界点是渐近稳定的还是不稳定 
的（如果可能的话）. 

18. 利用相平面法证明非线性二阶微分方程 •/ = - 21 7 Cr') 2 +1满足 • r (0) = .T 。 和 ^(0) = 0 的解是周期 性的. 

19. 在 5.1 节中假设弹簧的回复力 F 满足虎克定律 F = 其中^是弹簧的伸长量，々是正比例常数•如 
果用非线性定律 F =/ b 3 代替这一假设，那么在硬弹簧作用下，阻尼运动的新微分方程为 

mx= ^~k(s~\-x) 3 J rmg, 

其中 h 3 = mg . 系统当 （0，0) 是稳定点时称为是过阻尼的，当《， 0) 是稳定螺旋点时称为是欠阻尼 
的.求出新的 m 、 A 及^满足的条件使得系统为过阻尼的或欠阻尼的. 

20 . 钟摆的杆连接在可移动点 P 上，以角速度 a / rad / s ) 在垂直于杆的平面内转动.请参考图10. 3 9.这样 
旋转钟摆的振动就受到一个额外的向心力，则关于0的新微分方程为 

ml to 2 mls'\ndcosd— mgsind~ j3 ^ . 


支点 / 



图 10.39 


( a ) 如果证明 （0, 0) 是稳定临界点且是区间上唯一的临界点_肖述当⑽）=沐’ 
^(0) = 0,且0。很小时会出现什么物理现象_ 

( b ) 如果 o /> g "， 证明（0, 0) 是不稳定的且在区间一上存在另外两个稳定临界点（士 g ’ 0) - 
描述当扒0) = 0。， ^(0) = 0, 且 ft 很小时会出现什么物理现象_ 




傅里叶级数的部分和；见图 11.2 


第11章正交函数和傅里叶级数 

读者曾在微积分学中学习过二维或三维空间中的向量，并且知道当两个非零向量的内积为 
0时，它们是正 交的. 若超出微积分学的范围，向量、正交和内积就失去了它们的几何意义. 
这些概念已经得到了推广；很容易将一个函数理解为一个 向量. 当两个不同的函数的内积为0 
时，我们可以说它们是正交的，但是后面将看到这些向量（函数）的内积其实是定积分.正交函 
数的概念对第12和13章的内容来说是很基 础的. 

微积分学中的另一个概念是给定函数/的幂级数展开.在本章中我们将看到如何利用一系 
列无穷多个的正交函数展开函数 /• 

11.1 正交函数 

在高等数学中，函数被认为是向量的 推广. 在本节中，我们将看到两个向量内积的概念以 
及正交性在函数意义下的 推广. 回顾有关内容，如果《和》是3维空间中的向量，那么内积 
( M ， 1； ) (也可以写作《 • W ) 具有以下性质： 

(j )(11，V ) = (v ， W). 

( j | ){ku y V )= k { u ， V )， k 为 一 标量. 

(III) 若 M =0, 则( II ， m ) = 0 5 若 11^0，则 ( a ， M »0. 

(| V)(M + V ， W ) = ( II ， w ) + ( v ， w ). 

我们希望内积的概念在推广以后仍然保持这些性质. 

两个函数的内积假设力和/2是定义在区间 [ a , 6] e 上的 函数. 因为只要乘积 / i ( 工 )/ 2( * r) 在 
这个区间上的定积分存在，它就具有向量内积的性质（丨）〜（ IV )，所以有如下定义. 

味囑 ■— 函数的内积 

两个函数/!和 / 2 在区间 [ fl ，6] 上 的内积 （inner product ) 为 

= J f \ (工)(戈)*!!. 

正交函数两个向 量“和 w 的内积为0时正交，受这一事实的启发，我们以类似的方法定义 

正 交函数 （orthogonal function ). 


© 这个区间也可以是（一+«>>、[0， 等等- 
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feBMl 正交函数 

两个函数和 / 2 称为在区间 [a,6] 上是正交的 （ orthogonal ) ，如果 

(/i »/z) = J fi ( x ) f 2 (. x)dx = 0. (1) 

例如，函数 /Kx) = P 和 / 2 (:c) = x 3 在区间[一 1，1]上正交，因为 

(/i ,/ 2 ) = | • 'r 3 dr = yx 6 I ^ = 0. 

与向量分析不同，这里的正交并不是垂直的同义词，这部分内容中的正交以及条件 （1) 没有 
几何意义. 

正交集我们主要感兴趣的是一系列的无穷多个正交函数 - 

feiaai-a 正交集 

一个实值函数 {ACr) 的集合称为在区间 [a,6] 上正交 (orthogonal ) ，如果有 

(i>m = J i> m i3 ： )j> n {x)Ax = 0 ,Tn ^ Tl. (2) 

标准正交集向量“的模或长度 II M II 可由内积表出 _ 表达式 （ U，“）= II «|| 2 称为平方模， 
所以其模为 II « II =/(!<，《). 类似地，函数九（工 ) 的平方模 (square norm) 为 II 么 U) |j 2 = ( 九， 九），所 
以其模 （ norm), 或其广义长度为 II 九（ : c) II = 九 （d ，九 ⑴ _). 也就是说，正交集 { 九（工）}中 
的函数九的平方模和模分别为 

|| 么 U) || 2 = | ^/(x)dj ： 和 I (: r) =71/„ 2 (x)d:c• (3) 

如果是区间 [ a， 幻上的函数正交集且具有性质II九（工）II =1 ，《 = 1，2’ …， 

那么 {AO)} 称为是该区间上的标准正交集 （orthonormalset). 

_函数的正交集 

证明集 U， CQSX, C0s2x , •■•} 在区间[― n，7T] 上正交. 

解利用定义九（文）=1和 t (工）= cosm 可以证明 j—/(x)t(J：)dr，?i ^ 0，且 
| </> m ( x )^„(. x)dx = 0 ,m ^ n . 在第一种情况下，有 

(h，i)= j: i > 0 ( xH „ Cx)dx = l—josrixd 工 

= isinnr j = —CsinnTt 一 sin( — n7t) 1 = 0 ^ 0» 


在第二种情况下，有 

(U»)= j— 


= 去 J " 1 " [ cos ( rw 十 ”：):c + cos ( m—wWx ■«- 三角恒等式 
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1 fsin(m + n)x | sin(m — »)xT _ 

2 L m~V n m — n „ 

晒模 

求出例 1 中给定的正交集中每个函数的模. 

解对于 AU ) = 1， 由 （3) 可得 

|| 多。 (X) || 2 = | dx = 2n , 


所以 II K ： c ) || =%/2^.对于九 （ x ) = cosm ， 《>0，有 

|| i > n { x ) II 2 = J cos 2 = yj [1 + cos 2 no:]dr = 7 t • 

所以对于《>0,有 H „ U ) || =^. ■ 

任意非零函数正交集 {^ O ) K « = 0， 1，2，…）可以被标准化，即通过除以每个函数自己 
的模使其变成标准正 交集. 由例1和例2得集 

( 1 cosx cos 2 x | 


是区间[一 7 r ,7 t ] 上的标准正交集. 

我们对向量和函数做进一步类比.假设％、奶及巧是3个三维空间中相互正交的非零向 
量. 这样的一个正交集可以作为三维空间 的基； 即任意三维向量可被写成线性组合 

U=Ci» 1 +c 2 v 2 +c 3 w 3 5 ( 4 ) 

其中 c ;( i == l , 2， 3) 是标量，称为向量的 分量. 每个分量 C , 可由 k 和相应的向量 W , 表示. 为证 
实这一点，做( 4 )与1^的 内积： 

(u, t»! )=d(t»i , Vi )+c 2 (v 2 * Vi )+c 3 (v 3 > V, ) = C, II t»i II Z +C 2 . 0 + c 3 • 0. 


所以 


Cl = 


(u,V 1 ) 

I^TT 


类似地，我们可以求出分量0和 C 3 分别为 


C 2 = 


(u,V 2 ) 

TVTP 


和 c 3 = 


(«，■» 3 ) 



所以 （4) 可被表示为 


U = 


( w ,®! ) , (, U , V 2 ) 

rvrF Wl + i ^ 7 r 


v 2 + 


(M，v 3 ) 

T^TF 


«3= E 

n = 1 


f ^7 V v 


(5) 


正交级数展开 假设 { } 是区间1>， 6] 上的无穷函数正交集.我们问 ：如果 

是定义在区间 [ a ，6] 上的函数，是否可以确定一系列系数” = 0, 1，2,…使得 

fix) = c 0 A(x) + -+d(x) + — ⑹ 

成立？正如前面求向量分量的讨论，可以利用内积求出 系数^ 将 （6) 乘以并在区间 


[ a , fc ] 上积分得 知 

[/( x )^( x ) dx = Co J ^( x ) f „(: r ) cL C + Cl jy(x)LU)dr+ 〜 + C)I jy i (x) S LU)d*r +〜 
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= c 0 (^o^ m ) D H - c n (4> n ， i> m ) H — . 

由正交性，上一个等式右端的每一项都为零除非 m = n . 在这种情况下有 


所以所求的系数为 


换言之， 


其中 


| (: r)dx = c„J i > l ( x ) dx , 

c fl = a b - ,n = 0,1,2,* 

J 

/( x ) = f c 上( X )， 

n = 0 

[ / (x)^„Cx)dx 


II 仏 ）11 


使用内积符号， （7) 可以写为 


■ T^V 仏 ). 

这样 （9) 的形式就类似于 （5) 给出的关于向量的结果. 


(7) 


(8) 


(9) 


kJW —1 正交集/权函数 

一个实值函数 { ♦ 0 U 、，. Ax ) AAx ')，，" } 的集合称为在区间|>，幻上关于权函数 wU ) 正交 
(orthogonal with respect to a weight function w ( x )), 如果 


j w ( x )^ m ( j ：)^ n ( x)dx = 0, m ^ n . 

通常假设在正交区间0, 6] 上有 ™ U )>0. 例1中的集{1， cosx , cos 2 x , …}在区间[―兀’ 
7 T ] 上关于权函数比 ' U ) = l 正交. 

如果冰 U )} 在区间[«， 6] 上关于权函数比 (1) 正交，那么在 （6) 上乘以九 U ) 并积分可得 


| /( x ) w ( x )^„( x)dx 

^ II 九 U ) II 2 


( 10 ) 


其中 4 

II 九 O ) II 2 = J (11) 

级数 （7) 的系数由 （8) 或 （10) 给出，称之为/的 正交级数展开 （orthogonal series expansion) 
或广义傅里叶级数 （generalized Fourier series). 

完备集前面所给的确定系数^的过程是形式化的；而形如 （7) 的正交级数展开实际上是 
否存在这一基本问题被忽 略了. 另外，为使/有正交级数展开，需使/不能与正交集 
中的每个九都 正交. （如果/与每个 h 都正交，那么会有<^ = 0 ，《 = 0，1，2，…）为了避免这 
一问题出现，我们将在后面的讨论中假设正交集是 完备的 （ complete ). 这意味着只有零函数才 
与正交集中的每个成员都正交. 
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练习 11 . 1 

在习题1〜6中，证明给定函数在指定区间上正交. 

I. /i ； [ — 2， 2] 2. /, ( j :) = X 3 , / 2 ( x )= J ： 2 + 1； [ — 1，1] 

3./ 1 ( x ) = e ", f 2 ( x ) = xe ~ J : - e~ I ； [0, 2] 4. /, ( x ) = cosx , / 2 (. r )- sm 2 ^； [0, ; r ] 

5. /i ( x ) = j :» fz ( x ) = cos 2 x ; [ — Jt /2 , jt /2] 6. / iCx ) 1 — e 、/ 2 ( x ) = sinx ; [兀/4， 5 tc /4] 

在习题 7 〜 12 中，证明给定函数集在指定区间上 正交. 求出函数集中每个函数的模. 

7. { siar , sin 3 x , sin 5 x , —}; [0, tt /2] 8 - { cosx , cos 3 工， cos 5 x , [0， tt /2] 

9. { sinnx }, n = 1 ， 2 ， 3 ，… ；[0 ， tc ] 10. | sin 1 ， 2 ， 3 ， •’. ； [0 ，夕] 

II. 11, cos J , n = l 9 2, 3, **•; [0, p ] 

12. { l , cos yi , sin } , ” = 1，2，3，…， m = l , 2, 3, -; l ~ p , p ] 

在习题 13 和 14 中，直接利用积分证明函数在给定区间上关于指定的权函数正交- 

13. H„(x) = l, H x U^ = 2x, H 2 Cx)=4x 2 -2 ; wU) = e— ? ， （一 oo, co) 

14. L 0 ( x )= l , Li ( x ) = -x + l , L 2 ( x ) = yx 2 -2 x +1; w ( j ：)= e - 、 [0， oo ) 

15. 令 {&( x )} 是区间 [ a ，6] 上的正交函数集且!^(工）=1.证明 = 0 ，n = 1，2,…. 

16. 令 { AU )} 是区间 [ a ， A ] 上的正交函数集且有 • kU ) = 1和! Mx ) = J •证明£(虹+/?地（工)如= 0 ，n = 2,3’" 

对任意常数 o 和 )3 都成立 • 

17. 令{九（工）}是区间[〜 6] 上的正交集•证明 

II ^ m ( x ) + ^( x ) II 2 = II k ( x ) II 2 + II 九（工） II 2 , rn ^ n . 

18. 由习题 1 可知 /,( x )= 工和 / 2 ( x )= x 2 在[一 2, 2] 上 正交. 求出常数0和 c 2 使得 / 3 ( i ) = x + Cl P + 
C 2 x 3 与/\和/ 2 在相同区间1：正交 • 

19. 函数集 { sinnx }( n = l , 2, 3,…）在区间 [—] 上正交.证明这个集是不完 备的. 

20. 假设 /h / 2 和/ 3 在区间 [ a ，6] 上 连续. 证明 （/ i +/ 2 ，/ 3 ) = </ i ， / 3 ) + (/ 2 ’ /3)- 

讨论题 

21 . 实 值函数/称为是 周期性 （ periodic ) 的且周期为丁，如果 / U +：0 = / U )_ 例如， 铋 是的周期， 
因为 sin ( x + 4jt ) = sinx . 满足 /( x + T > = / U ) 的丁的最小值称为是 /的基本周期 （ fundamental 
period ). 例如， /(B = S m ^ 的基本周期是 T = 2 vt . 以下函数的基本周期是多少？ 

( a ) fix } = cos 2 w ( b )/ U ) = sin 去 r 

( c ) / U ) = siM 十 sin 2 x ( A ) fix ) = sin 2 o : + cos 4 :c 

( e ) /( x ) = sin 3 j ： + cos 2 x 

( f ) / U ) = Ao + 2 ( A » cos y x + B " sin f )， A „ 和 仅与 n 有关 • 

11.2 傅里叶级数 

我们在前面看到，如果 { &(^：)，… } 是区间 [ a ， 幻上的正交集且/是定义在 

同一区间上的函数，那么可将/展成正交级数 c 。允 （ d +c i A (r)+C25i2(J：) + …，其中系数“ 
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可以利用内积的概念确定.三角函数正交集 

|l , cos , cos , cos , …， sin , sin , sin —x , •- | (1) 

将在后面求解特定类型的偏微分方程边界值问题的过程中起到非常重要的作用.集 （1) 在区间 
l - p , 户]上正交（请参考练习 11.1 中的习题 12). 

三角级数假设/是定义在区间 [一沁 幻上的函数，它可用正交集 （1) 中的三角函数展成 
正交 级数； 即 

fix) = ^- + 2 (a„ cos sin 〒: c ) • (2) 

系数 如， a 1? a 2 , b ,, b z , …哥 1 由 11.1 节中对正交级数展开的一般讨论 确定. 在求出 

系数之前，注意到我们将集 （1) 中1的系数写成％/2而不是 a 。. 这只是为了方便起见；当〜公 


式中的 n = 0 时可以得到 a 0 . 

现在对 (2) 的两边从_/>到 p 积分可得 


T /U)dx = |j^dx+|] (a„|^ COS + sin〒xcb:). ( 3 ) 

因为 COS ( nT ^//>) 和 sin ( mr : r / i ， 在该区间与 1 正交，所以⑶的右边化简为单独的一项 

J : 严) cb : =封:户= >匕=和。. 


求解 a 。 可得 

a 0 =含厂 f (, x ) dx . 

现在给 （2) 式乘以 cosCmirx / p ) 并积分： 
f ( x ) cos ^^-xAx = cos 

+ ^ (Ap cos ^xcos ^ J：dx + fe n j_^cos ^xsin ^ xdx ^. 

由正交性我们有 



这样 （5) 可化简为 


J P fix) cos ^xAx = 


a„ p ， 


(4) 


(5) 


所以 


★JV 


(x)cos —a:dx. 

P 


( 6 ) 


最后，如果给⑵式乘以 sin ( mjrx /々） ，积分，并利用结果 

「 sin— = 0,m>0,r sin 

J P J _P P 

( 0 , n 

\pf m = n 
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可以求得 

b n = 吾 J /( x)sin ^ xdx . (7) 

三角级数 (2) 的系数 a „, a „ 及心分别由（4)、 （6) 和 （7) 定义，称为函数/的傅里叶级数 
(Fourier series ). 由（4)、（6)和 （7) 获得的系数称为是/的傅里叶系数 （Fourier coefficient ). 

在求系数及时，假设/在区间上是可积的，且 (2) 和由 （2) 乘以 cos ( mWp ) 得到的 
级数关于其逐项积分收敛.除非 （2) 已被证明是收敛于给定的函数/，否则这里的等号不具有严 
格或精确的含义.有些教材用〜来代替 =• 因为实际应用中的很多函数可以保证其级数的收敛 
性，所以在这里使用等号.我们对上述结果做一 概括： 
faWIIM 傅里叶级数 

函数/定义在区间（一 p ，/») 上的傅里叶级数 （Fourier series ) 由 


给出.其中 


/ U ) = y + 2 (^n cos + b n sin ) 
a 0 — / ( x ) dx , 

= (工) co 今心， 


b n = /(: c)sin 〒: rdx . 


(8) 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


傅里叶级数展开 


fix )= 


— < 工 < 0 

0 < X < 7 t 


展开成傅里叶级数. 

解 /的图像如图 11. 1所示 • 对于户= K ， 由 （ 9) 和 （ 10) 可得 

«o = dx = 1 [\°0A, + £(„ - X)dx] = — Y]: = f 

a „ = 丄厂 f ( x)cosnxdx = Odx + |:(jt — x ) cosnxAz ] 

= 丄「(穴 —工 ）—|" + 丄 「 sin 虹 

TZ L W 丨0 72 jo 」 

1 cosnx 1 51 1 — (— l) n 


( 12 ) 


图 11. 


其中用到了 cosmr = (—1)' 类似地，由 （ 11) 可得 

= — I (tc — j')sinrn:dx 
7 T J 0 

因此有 

注意当令 w = 0 时由 （10) 定义的可以简化为 （ 9 ) 从而得到 a ». 但如例1所示，求〜时如 


(13) 
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果先积分再代人《 = 0 进行计算，可能会得到不同的结果. 

傅里叶级数 的收敛性 以下定理给出了傅里叶级数在某点收敛的充分条件. 

鱷■■国 收敛条件 

设 / 和 /' 在区间 （一/>， />) 上分段 连续； 即 / 和 /' 只在区间内的有限个点不连续且这些点 
有有限的函数值，那么/的傅里叶级数在该区间上的连续点收敛于 / U ). 傅里叶级数在间断 
点收敛于均值 

/U +〉+/( x -) 

2 , 

其中 /( x +) 和 / U —) 分别表示 / 在： c 点的右极限和左极限 . e 

对这一定理的证明，读者可以参考由 Churchill 和 Brown 所著的经典教材 . e 

1间断点的收敛性 

例1中的函数 （12) 满足定理 11. 1的 条件. 所以除了工= 0以外，对于区间（一 7 C ，7 T ) 内的每 
个: C ， 级数 （13) 收敛于 / U ). 在 o : = 0 处函数不连续且级数 （13) 收敛于 

f (0 + ) + /(0—) _ 7 C + 0 _ 7 C ■ 

2 2 T" 

周期性延拓 观察可知基本集合 （1) 中的函数都有不同的基本周期®，即 2 p / n ， ”>1，但 
因为周期的正整数倍仍然是周期，所以所有函数有共同的周期2/>.(证明之 .） 因此 （2) 的右端 
以2/>为周期；而2/>也恰为和式的基 本周期 （fundamental period ). 我们可以得出结论，傅里 
叶 级数不仅表示了区间（一 P ， P ) 上的函数，而且给出了 /在这个区间外 的周期性延拓 
(periodic extension ). 现在对/的周期性延拓应用定理 11. 1，或者先假设给定函数以2/>为周 
期； 即 /U + 2 p )=/ U ). 当/分段连续且在工=_/>和^ = /)处分别存在右导数和左导数时， 
级数 （8) 在这些端点收敛于均值 

[/(?—)+/ (-/>+)]/2， 

且在 ±3 p ，±5 h ±7/>等处周期性地收敛于这个值. 

(13) 中的傅里叶级数在 x 轴上收敛于 （12) 的周期性延拓.在0， ±2 jt ，±4 tt ， …和 ± tt ， 
±3： t ，±5 tt ， …处，级数分别收敛于 

f(0+)+/(0—) _ 7t )+/(— 兀 +) 一 n 

2 2 . 

图 11. 2中的实心点代表 n /2. 



图 11. 2 


0 也就是说，对于区间内的点 I 及 *>0, fU+)=\imnx+h-), fU~) = \\vaf(i-h). 

㊁ Ruel V. Churchill and James Ward Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems ( New York ： 
© 请参考练习 11. 1 中的习超 2 1- 
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部分和序列观察傅里叶级数的部分和序列 { S N U )} 如何近似一函数是件有趣的事情 • 
例如， （13) 的前三个部分和为 

S 1 (. r ) = -|-, S 2 ( X )=|+ 吾 cosx + sinx , S 3 ( x ) = -|-+-|- cosx + sinx +-|- sin 2 x . 

在图 11 . 3 中利用 CAS 绘出了 （13) 的部分和 S 3 U )、 S 5 ( x ), SgU )* S ls ( x ) 在区间 （一Tt ， 
k ) 上的 图像.图11.3( 6 )给出了5 15 (0：)在（一471， 47 t ) 上的周期性 延拓. 



-10 -5 5 10 

e ) S , 5 ( x ) 

图 11. 3 傅里叶级数的部分和 


练习 11.2 

在习题1〜16中，求出/在给定区间上的傅里叶级数 • 
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l./(x): 
3. fU ) : 
5./( x ): 



9. fix ) 


11 . * 


13. /( x ) = 


17. 利用习题 5 的结果证明 
— =1 + 


2./( x ) = 
4, fU ) = 

6. / Cx )- 
8. /( x )- 
10. f ( x )- 


n ： 

{:; 


c , 


— 冗0<0 

0< X 〈7 T 
—1< X <0 
0«1 

7r<r^：<^o 

«7 C . 

2x» _7C<X-<TC 

~n/2<j：<0 
cosx， 0^x<7t/2 


— 2, 

1, 

- l < x <0 

0< x<l 

r 

12. / U 叫： r ， 

— 2< x <0 

0<^<1 

. 0, 

l < x <2 

u ， 

l < x <2 

•1, 

— 5< j <0 

(2- hx , 

-2< x <0 


0< jt <5 

u - f(x)= \ 2 , 

0<工<2 

:， ~7 r < x < n : 

fO , 

一丌 < j <0 


和吳 =1 一: 


18. 利用习题 17 求一个级数，从它可以得到 V /8 的数值. 

19. 利用习题 7 的结果证明 


20. 利用习题 9 的结果证明 


子 : 卜 IH-f 

■ + rh _ rh + 5T7 


21. < a ) 利用余弦和正弦的复指数形式 

gin xx/p _|_ initJr/p 


^x = 


予: 


证明 （8) 可写成复 数形式 （complex form ) 


/(x)= 2> ，办， 

其中 C 。心 a „/2, c „ = U n — 队）/2,且 C -„ = ( a „ + i 6„)/2 ,n = 1,2,3,-. 

( b ) 证明 （ a ) 中的 Co 、 c „ 及 Ci 可由积分 

c„ = ^ fix)<r^ lp Ax,n = 0, 士 1±2,…. 

表示. 

22. 利用习题 21 的结果求 /(_r) = 在区间 一 71<工<”上的傅里叶级数的复数形式. 


11.3 傅里叶余弦和正弦级数 

当/是偶函数或奇函数时，可以大大简化求函数/的傅里叶级数展开系数 a 。、 〜 及心 的过 
程.函数/称为是 
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偶函数 （ even )， 如果 /(— x ) = /( x ) ; 奇函数 （ odd ) ，如果 /(— i ) =-/( x ). 

在如(一 AW 的对称区间上，所有偶函数的图像关于^轴对称而所有奇函数的图像关于原点对称. 
—些例子 这里的奇和偶源于这样一个事实， x 的偶次幂多项式函数的图像关于^ 轴 对称， 
而工的奇次幂多项式函数的图像关于原点对称.例如， 

偶整数 I 

因为 fi — x ) = (― x) z = X 2 = /( o :) ， 所以 /( x ) = x 2 是偶函数 

奇整数 I 

因为 /(— X ) = (- X ) 3 =— X 3 =—/ U )， 所以 fix ) = : C 3 是奇函数 
请参考图 11. 4和图 11.5. 余弦函数和正弦函数分别为偶函数和奇函数，因为 cos (- x ) = 
cosx , sin (— x ) =— siru ： .指数函数 /( i ) = e * 和 /(: c ) = e _ i 既非奇函数也非偶函数 • 



图 11.4 图 11.5 


偶函数和奇函数的性质 以下定理列出了偶函数和奇函数的一些性质. 

偶/奇函数的性质 

( a ) 两个偶函数的乘积仍为偶函数. 

(b) 两个奇函数的乘积为偶函数 • 

( c ) 一个偶函数和一个奇函数的乘积为奇函数 • 

(d) 两个偶函数的和（差）仍为偶函数 • 

( e ) 两个奇函数的和（差）仍为奇函数 • 

( f ) 如果 / 为偶函数，则 J "°_/ U ) cb : = 2 f / U)dj: - 

( g ) 如果/为奇函数，则 J " fdx'xix = 0 . 

( b ) 的证明 假设/和 g 是奇函数，则有 /( 一工）=一/(工)和 g (一工 ）= —如果定义 
/和 g 的乘积为 FU )=/(; c ) g (: t ：), 则 

Fi~-x^=fC — x)gC — x) = (. — fCx^^C — g(ix))=f(x)g(x)=FU). 

这就说明了两个奇函数的乘积 F 是偶函数.余下性质的证明留作 练习. 请参考练习 1L3 

的习题49. * 

余弦和正弦级数 如果/是 （一 P ，/>) 上的偶函数，那么根据前面的性质， 11. 2节中的（ 9 ) 

(10) 和 （11) 变为 

a 。 = j\j U)dx = ll / (x)dx， 
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a n = 含 J* f (jc)cos ~^jrdx = 吾 J /(jt)cos ^—-xdx , 

= 丄 [/(x)sin ~xdx = 0. 

山一 —^ P.., 

奇函数 

类似地，当 / 是区间（一夕， W 上的奇函数时， 

a n — 0,n = 0,1, 2,"* ,b n = -^-J # ， /(j：)sin ^cdx , 

我们在如下 定义中概括上述结果. 

feJMina 傅里叶余弦和正弦级数 

(j ) 区间（一{， />) 上的偶函数的傅里叶级数为余弦级数 （cosine series ) 


其中 


/(■ r ) =专•十写心 cos ， 

do = —[ /( x ) dx ， 
p J o 

a » = 7lo /U)cos ? xdx - 

ij ) 区间（一 p ， p ) 上的奇函数的傅里叶级数为正弦级数 （sine series ) 

fix ) =免 b „ sin ， 


其中 


Cl ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


b „ = /( x)sin ^- xdx . 

_ 正弦级数展开 

利用傅里叶级数展开 -2< x <2. 

解观察图11.6，发现给定函数是区间（一2， 2 )上的奇函数，所以可以利用正弦级数展 

开/由等式 2 p = 4 可得/ > = 2. 所以 （5) 在分部积分后变为 

4(-1)^ 


因此 


6 " = I/ sin T x<lx = i ^ 
/ ⑴ 


(6) 

■ 


例1中的函数满足定理 11. 1的条件.因此级数( 6 )在（一 2 ， 2) 上收敛于原函数，其周期性 
延拓（周期是 4) 如图 11. 7所示. 


-; 0 >仏产歹 ' ％ H yf 


X 、 -2 <x <2 

图 11. 6 


图 11. 
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MB 正弦级数展开 

{ 一1 一 

/ / 是区间 （_7 t ， 

1, 0<a:<Tc 

jt ) 上的奇函数.令 /> = 7 t ， 则由 （5) 可得 



吉布斯现象借助于 CAS ， 我们在图 11.9 中绘出了 （7) 的非零项部分和 S〆 ：!：）、 S 2 ( x )、 
S 3 ( x ) 及 S ls ( x ) 的 图像. 如在图 11. 9( d ) 中看到的， S 15 ( x ) 的图像在间断点 x =0, x = iz , x = 
— Tt 处附近有明显的 峰值. 这种在原函数的间断点附近得到的部分和 S N ( x ) 的值显得有些夸张， 
它的图像并不平滑但还算恒定，甚至在 N 取很大的值时也是如此.这种傅里叶级数在/间断 
点附近的性质称 为吉布斯现象 (Gibbs phenomenon ). 



c ) S 3 (x) d ) ⑽) 


图 11. 9 正弦级数 （ 7 ) 的部分和 


例2中的/在全部 x 轴上的周期性延拓是一个脉冲函数(请参考图 7 . 36) . 

半域展开在前面的讨论中，函数/总是定义在以原点为中点的区间上，即一/><工<久 
麵在很多情况下，我们感兴趣的是只在区间 0 〈工 < L 上用三角级数表示一个 函数. 我们可 
以通过在区间一 L < x <0 上给出函数的定义用不同的方法来解决这个问题.为简单起见，我们 
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只考虑三种最重要的情况.如果 _y = / U ) 定义在区间 0< x < L 上， 

(i ) 关于 > 轴将函数图像反射到一 L <: r <0 上； 则现在函数变为 _ L < o ：< L 上的偶函数 
(请参考图 11. 10). 

(ii )关于原点将函数图像反射到一 1<：1：<0 上； 则现在函数变为一 L < i < L 上的奇函数 
(请参考图 11. 11). 

(iii )在一 L < x <0 上定义 /( x)=/U + L ) (请参考图 11. 12). 



图 11.10 图 11.11 


注意级数 （1) 和 （4) 的系数只用到了函数在 0< x < f 上的定义（即区间一 p < x <? 的一半）. 
因此在实践中其实没有必要做由 （ 丨 ） 和 （ ii ) 所描述的反射.如果/定义在 0<： c < L 上，那么我 
们简单地定义半周期为区间的长度 /> = L . 由系数公式（2)、 （3) 和 （5) 以及相应的级数可得原函 
数的周期为 2 L 的 偶或奇周期性 延拓. 由这种方法得到的余弦或正弦级数称为半 域展开 （ half - 
range expansion ). 最后，在情形 （ iii ) 中定义区间 一 L <: c <0 上的函数值与 0 < 1 <[上的值相 
等.如前面两种情形一样，其实也没有必要这 样做. 可以证明 11.2 节的函数集合 （1) 中的函数 
在 + 上正交，对任意实数 a 都 成立. 选定 a = — />，我们得到上节中（ 9 )、 （10) 和 
(11) 的积分限.但对于 a = 0, 积分限是从 x = 0 到 x = 2/». 所以如果/定义在区间 0< x<L 
上，那么2/ ^ = L 或/ >= L /2 .所求得的傅里叶级数给出了周期为 L 的周期性 延拓. 这种方法得 
到的级数在一 LO <0 和 0<: c < L 上收敛于相同的值. 

_用三种级数展开 
展开 / U )=: r 2 , 0 < x < L . 

( a ) 用余弦级数 （ b ) 用正弦级数 （ c ) 用傅里叶级数 
解 函数的图像如图 11. I 3 所示. 
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其中在求^时要用到两次分部积分. 
所以 


/⑴= + (二 2 D cos 


3 1 兀 2 

( b ) 在这种情况下需要再次用到两次分部积分： 
IV (― 1) 


n 7 T 

T x - 


b „ = x 1 sin dx = 


4 L 2 


[(—ir-i]. 


所以 




( c ) 对于户 = L /2，1//> = 2/ L , 及/ 1 兀//> = 2行71/1^，有 


== * L2 ， a " = rL x2 cos ^r a 
= tL x2 sin? f xdx =_g. 


L 2 

^7 


因此有 


_ cos ， x — D 

r L n 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


/Cz ) = T + ^§ (^ Wi， L - L . 

级数 （8)、（9) 和 （10) 分别收敛于 / 以 2 L 为周期的偶延拓、以 2 L 为周期的奇延拓和以 L 
为周期的延拓 • 这些周期性延拓的图像如图 11. 14所示 ■ 





a ) 余弦级数 



c) 傅里叶级数 
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周期性驱动力 微分方程可以用来描述具有周期性驱动力 /(«) 的物理系统，而傅里叶级 
数有时对求这类方程的特解很有帮助.在下一个例子中我们求微分方程 




d 2 

m~ + kx = fit) 

的特解，需要对/进行半域正弦展开然后假设特解具有形式 

XpiO = 2 B rt 

n= 1 

_ 微分方程的特解 

一个无阻尼弹簧质点系统，其中重物质量为 

们受到了一个周期为2的外力/(0,如图 11. 15 所示. 虽然施 
加于系统的力是在 t >0 范围内的，注意到如果我们把周期为 2 
的函数拓展到<轴的负半轴上，那么可以得到一个奇函数•在 
实际求解时，只需要求出 / U ) = W ，0< t < l 的半域正弦展开 
即可. 对于= 由 （5) 及分部积分得 


( 11 ) 


( 12 ) 




Ttisinn jtitdi = 


2 (- 1 )" 


由（11)，系统运动的微分方程可写成 


+ 4 .= E 


2(- 1)" 


16 

为求出 （13) 的特解 hU )， 我们将 （12) 代人方程并使两边的 



的系数相等，则可得 




32( — 1) 叶 1 
n (64- n 2 ^ 2 ) ' 


因此 


x p ( t ) 




(14) 


我们观察发现在解 （ U ) 中，不存在整数使得 B „ 的分母 M — W 为 0. —般地，如果 


存在一个„的值，比如 ] V ， 使得版//>=£0，其中 co = v / ^， 则由 （11) 描述的系统处于完全共 
振状态.换言之，系统处于完全共振状态如果驱动力 / U ) 的傅里叶级数展开包含与自由振动 
的频率相等的项 sin ( JWL ) K 或 cos ,( Nn / L ) t ). 

当然，如果驱动力/以 2 p 为周期，在 i 轴负半轴上拓展后得到一个偶函数，那么我们用 


佘弦级数展开 /. 


练习 11.3 

在习题1〜10中，确定函数是奇、偶，或两者都不是. 


1. fix ) 二 sin3x 
3. fix) =x 2 ~\~x 
5./(j ： )=e ul 


2. fix') = xcosx 
4. fix)=x % 
6./(x) = e J —P 
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7. / U ) = 


f x 2 , 一 1<C^：<^0 


E.f(x)- 


[: c+5 ，一 2< 工 <0 


. \ O. J VX7 — \ 

j ： 2 ，0< x<l 1— j ： + 5，0^ j ：< C 2 

9. /( x )-^ 3 , 0«2 10. fU )= I x 5 I 

在习题 11 〜 24 中，利用合适的余弦或正弦级数展开给定的函数. 

— 2< 工 <- 


11. / U > 


— 兀 < 工 <0 


19. fix ')， 


13. /(x) = I x I ， 一 7r<C:r<7r 
15./( x ) = x 2 , - l < Cr<l 
17. f { x )=- K 2 ~ X Z f —7 r < X <7 T 
r — 1， —7 T < JC <0 
r 十 1， 0^ x<Cit 

1 ， 一 2< 工 < — 1 

— _r ， -l<x<0 
Xj 0^ x<Cl 
[ 1 ， Kx<2 
23. fix') = I sinx | , —7 t<j:<7c 
在习题 25 〜 34 中，求给定函数的半域余弦和正弦展开 


12./( 工叫 0 ， —1<x<1 

il, Kx<2 

14. fix) —j: 9 —7 r < Cx<Cjr 
16./( x )= j : I I ， - l < x<l 
18. fix ^ = x 3 f ~ n < x<.K 

fi + l ， - l < x <0 


20. fix }- 


U-l, 0< ： x<l 


21./ U )=- 


22. fix )-- 


r — TC , —2 tc < CjC<C —7 C 

•T ， 

[7 ：， 兀 < 工 <2 ；： 


24. /(^) = cosx, —7t/2<x<3T/2 


0< x<y 


26. fix')- 



29. /(，）= 


28. fix) ~ siiu :, 0< j ：<7 t 

(0, 0< x <7 t 

30. /(x) = 

(X 一 X ， 7C^a ： <27t 

fl, 0<X<1 

12-^:, l < x <2 

34. /( x )= x (2-^>, 0< x <2 


32. fix)- 


25. / U ): 

j^O , - y ^ X<l 

27. f ( x ) = cosxj 0< jt <7 t /2 

0<x<x/2 
tc/2^x<Ctc 
0<x<1 
l<x<2 

33. /( x ) = x z + x , 0< j :<1 

在习题 35 〜 38 中，用傅里叶级数展开给定的函数. 

35. /( x )= x z , 0<工<2兀 
37./( x ) = t +1, 0< x<l 

在习题39和40中，用例4的求解过程求方程 （11) 的特解 x ,( t )， 其中附= 

所定.假设当 / U ) 被周期延拓到 * 轴负半轴上时，得到的函数为奇函数. 

0< C ?<^7 r 

在习题 41 和42中，用例4的求解过程求方程 （11) 的特解 h “）， 其中 wi = l /4, 々=12,施迫函数 /(«) 如 
下所定. 假设当 /(£) 被周期延拓到《轴负半轴上时，得到的函数为偶 函数. 


36. fix) =jc, 0<x<tc 
38-/(x)=2 — a ， 0<x<2 

k =\ 0 , 施迫函数 / U ) 如下 


39. /(f)= 


: u 


40. /(() = l-i, 0<f<2 ； f(t+2) = fW 


41 . f{ t ) = 2nt-t z , 0<t<Zm /(« + 2tc) = /(t) 42./(t): 




/(« + !)=/(/) 


r < f<l 
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43. ( a ) 求解习题39中的微分方程 ■ r "+ l ( Xr =/( t )， 使得解满足初始条件 ^(0) =0, ^(0) = 0. 

O , ( b ) 利用 CAS 绘出 （ a ) 中的解; E ( i ) 的图像. 

44. ( a > 求解习题41中的微分方程|/+12 工 =/(0,使得解满足初始条件工(0) = 1, ^(0) = 0. 

( b ) 利用 CAS 绘出 （ a ) 中的解 1 ⑴的图像. 

45. 假设长度为 L 的匀质杆在 _ r =0 和 ;c = L 两点简单支撑，如果单位长度的载荷由 wU ) == w 。 x / L (0< 
I < L > 给出，那么关于杆的偏移 〆 : T ) 的微分方程为 

其中 E ， 1及加。为常数.（请参考 5 . 2节中的习题 U ).) 

( a ) 用正弦级数半域展开 mU ). 

( b ) 利用例4的方法求出微分方程的特解 y P ix ). 

46. 当每单位长度的载荷如图 11. 16所示时，按习题45的求解过程求出特解: y p ( x ). 

47. 当匀质杆由弹性基支撑且每单位长度的载荷为加(工）时，关于偏 
移 〆 I )的微分方程为 

El + ， 

其中 々为支 撑基的杨氏模量.假设匀质杆和弹性基的长度无限（即 
一 oo<jc< + co) 且每单位长度的载荷为周期函数 
ro, —K <x< — k/2 

Wo, -it/2<x<ic/2, -w{x+2n) = w{x). 

io jt /2< x<jr 

利用例 4 的方法求出微分方程的特解 yp (^- 
讨论题 

48. 证明定理 11. 2中的性质 （ a )、（ c )、（ d )、（ f ) 及 （ g ). 

49. 只有一个函数是既奇又偶的，这个函数是什么？ 

50. 如在第4章中所看到的，习题《中微分方程的通解为: >> = ： y t + >. 讨论为什么可以在物理背景下确定 

习题47的解为 [提 示： 考虑当 x — 士°°时的 3> = X + h _] 

计算机实验作业 

在习题51和52中，利用 CAS 绘出给定三角级数的部分和的 图像. 实验不同的 N 值并在 z 轴的 
不同区间上绘图.利用所得到的图像推测由级数表示定义在 0 <工<^上的函数，封闭形式的表达式_ 

si . f ( X ) =- f + E [ (- X - + 1_2 ?"~ sinnx ] 

52. fix ') = + + 去 2 ^( 1- c 0 S T ^ C 0 S T E ' r 

53 . 对于习题 51 和5"2,答案是唯一的吗？给出定义在关于原点对称的区间一 a<x<a 上的函数广使 
得其有与下列习题相同的三角级数. 

( a ) 习题51 ( b ) 习题52 


w(x)i 



L /3 2 L /3 L 

图 11. 16 
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11.4 施图姆-刘维尔问题 

为方便起见，我们在这里简单介绍一下在后面的章节中非常重要的一些常微分方程. 

线性方程 

通解 

y + A^=o 

y=cie~^ 

y 〃 +A;y=0, A>0 

y=C\ cosVTx H-c 2 sinVAx 

/-Ay=0, A>0 

y=ci e 一心 +c 2 # 或 
y=ci cosh VAi+C 2 sinh ^/Xx 

柯西-欧拉方程 

通解， x>0 

x 2 y-\-xy—\ z y=0 

y=C\X~ k -\-C2^ , A7^=0 

y=c\ +c 2 lnx* A=0 

参数贝塞尔方程 ( t >=0) 

通解， x>0 

xy -\ry +X 2 xy=0 

3>=ci Jo(Ax)H-c 2 Yo(Ax) 

勒让德方程 (n=0, 1， 2, …） 

特解是多项式 

(1 —2xy+n(nH-l>3>=0 

P 0 ( x ) = l, Fi ( x ) = x , P 2 ( x ) = y(3x 2 — 1), 


作为一个约定， 当1 的定义域是无限或半无限区间时，我们用指数形式:^ = 

表示/―办 ==0， A >0 的 通解； 当: T 的定义域是有限区间时，使用双曲形式 : y = c lCOS h^x + 
c 2 sinhVTx 来表示其 通解. 

特征值与特征函数正交函数也出现在微分方程的解中.进一步，可以通过求解一个两点 
边界值问题生成一个正交函数集，这个边界值问题包含一个带参数 a 的线性二阶微分方程.在 
5. 2节的例2中我们看到，仅当参数 A 的取值为 A = W / L Z («=1， 2, 3, …） 时，边界值问题 
/+ Ay =0, ： y (0)=0, y ( L )=0 ⑴ 

才有非平凡解，这时的; I 值称为 特征值 ( eigenvalue ). 相应的非平凡解:或简^ 
地尸 sin (邮: / L ) 称为该问题的特 征函数 ( eigenfunction ). 例如，对于边界值问题⑴， 又=-2 
不是特征值而 A = 97 t 2 / L 2 ( n =3) 是特征值，所以有 


和 

在本章中，_集一(” = 2, 3,…）是函数在区间[0, L ] 上的傅里叶正弦 

级数展开所使用到的基础正交集，认识到这一点是非常重要的 • 

_特征值与特征函数 

我们把证明边界值问题 

/ 切 =0, ： /(o)=o, ya)=o 
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的特征值和特征函数分别为 A = « 2 tc 2 / L 2 (« = 1， 2，3,…）和 y = c lCOS ( n 7 r : cAL )( Cl #0) 留作练 
习.与 （1) 相比 ， A = 0 是这个问题的特征值且 y = l 是相应的特征函数.后者可以通过求解满 
足相同边界值条件 〆 （0) = 0, 〆 ( L ) = 0的方程/ = 0得到，也可以通过将 n = 0 和 Cl =1代入 
: y = C o S U7txAL ) 得到.函数集 { C o S ( mr ： r / L)}( W = 0， 1，2, 3,…）在区间[0, L ] 上是正交的 • 
请参考练习 11.4 中的习题 3. ■ 

正则 施图姆-刘维尔问题 问题 （1) 和 （2) 是一类重要的两点边界值问题的两种特殊情况•设 
p , q , r 及 r ' 是区间 [ a ， 幻上的连续实值函数，并假设对于区间上的每个^有 ” U )>0 和 〆 : r )> 
0，那么 


求 解：盖 [rU)/]+ (g(x) 十 ApU))y = 0 

(3) 

使得: cn y(a) +/?i yia) = 0 

(4) 

a 2 y(b )+ 和 y(b) = 0 

(5) 


称为正则施图姆-刘维尔问題 （regular Strum-Liouville problem). 假设（ 4 )和（ 5 )中的系数为实 
值且不依赖于 A . 另外，如和呙不全为心 奶 和庳也 不全为 0. 

因为微分方程 (3) 是齐次的，所以施图姆-刘维尔问题总有平凡解 y = 但我们对这个解 

并不感兴趣.如在例1中，要求的是 A (特征值）的值以及依赖于 A 的非平凡解 7( 特征函数）. 

(4) 和 （5) 的边界条件 b 和:/的线性组合在某点等于 0) 也是齐次的 （ homo g eneous) •例 1 
和后面的例2的边界条件也是齐次的；如 m y ( a ) + /?i y ' ia ) = (:的边界条件是非齐次的 
(nonhomogeneous) ,其中 (: 为非零常数，由一•个齐次线性微分方程和齐次边界条件组成的边 
界值问题当然被称为是齐次的；否则就是非齐 次的. 由（ 3 )〜（ 5 )给出的施图姆-刘维尔问题是 
一个齐次边界值问题. 

性质 定理 11. 3列出了正则施图 姆-刘 维尔问题的一些更为重要的性质.我们只证明最后 
一个性质. 

正则施图姆-刘维尔问题的性质 

U ) 存在无穷多个实特征值， 且它们可以 按升序排列成…，使得当 

+ oo 时， A „ — + 00 • 

( b ) 对于每个特征值仅存在一个特征函数（除了它的非零常数 倍）. 

( c ) 对应于不同特征值的特征函数是线性无关的. 

( d ) 对应于特征值集合的特征函数集合关于权函数/>(工）在区间 [ a ， 幻上正交 • 

(d) 的证明 设 3V ■和％分别是相应于特征值^和彳”的特征函数，则有 

^-[ r ( x ) y ， m ]4-( g ( x )+ A „ pCx )) y m = 0 < (6) 

去 [ r ( a:)yj + ( qU )+ A „ />(:))>%>= 0. ⑺ 

给 （6) 式乘以％并给 （7) 式乘以两式相减得 
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对上述结果从: c = a 到 x = b 进行分部积分得 

( A „ — A „)| pix)y m ： y„dx —rib) \_y m {b)y'„{b) — y„ib)y 

一 r(a) ly m (a)y f „(a) — y n (a)y' m (a) 

现在特征函数知和: y „& 须同时满足边界条件 (4) 和 （5). 特别地，由 U ) 我们有 
a\ y m (a) +j3i y m (a)=0 
ai y„ (a) +^i y r „(a)=0. 

为使⑴和 A 满足这个方程组，且不全为0,系数行列式就必须为0: 

: y»y„(a) — y n (a)y m (ia)=0. 

对 (5) 进行同样的讨论得 

知 （ wy„(w— ^(6)y m cw=o. 

因为 （8) 右边的两项都等于0,所以可以证得正交关系 

| p(.x)y m (x)y„ix}dx = 0, A ffl ^ A „. 

_ 正则施图姆-刘维尔问题 

求解边界值问题 

: y 〃 +A：y = 0 ， y(0) =0, ； y(l)+y(l)=0. (10) 

解首先可以证明，对于 A <0 和 A ==0，（10) 只有平凡解; y ==0. 对于 A >0 微分方程的通 
解为 y = Cl cosVI - r + c 2 sinVX 二条件3>(0) =0意味着这个解中的 Cl = 0•当 ） = c 2 S in # r 时， 
第二个边界条件 y ( i )+/( l ) = 0可被满足，若有 

Ci sin VA + CzVTcos VA = 0. 

令 q 尹0,我们看到上一个方程等价于 

X & n-JX — — VA . (11) 

若令 : r =71，则图 11. 17说明方程 tan _ z =— x 有无数个解.由此，问题 （10) 的特征值就是 
An = Xn 2 , 其中4(„=1，2, 3 ,…）是连续的正根.借助于 CAS ， 保留四位小数后有4 = 
2.028 8， x 2 =4. 913 2, x 3 =7. 978 7,及工 4 =11. 085 5,且相应的解为: yi = sin 2. 028 8工’ ％ = 
sin 4. 913 2 x , ^3 = sin 7. 978 7 x , 及 ： yu = sinll . 085 5 a ：. 一般地’这类问题的特征函数为 
{sinv^f}，^^ 1 ， 2 ， 3 ’ 

令 r ( x ) = l ， q ( x ) = 0, p ( x ) = 1 > ai = l ，— 0 > a 2 = 1 ，及 
译 =1 ，所以我们可知 （10) 是正则施图姆-刘维尔问题 • 这样 
{ sm ^ X ： x}(n = l , 2, 3, …） 就为区间[0, 1] 上关于权函数力(工）= 

1的正交 I B 

在有些情况下，可以证明 （3) 的解的正交性，而并不需要知道 
在1 = 0和处的边界条件- 

奇异施图姆_刘维尔间题如果 rU )=0, 或者 r (6) = 0， 或者 
r («) = r («=0, 那么由微分方程 （3) 及边界条件 （4) 和 （5) 组成的施 




图 11-17 
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图姆-刘维尔问题称为是 奇异的 （ singular ). 在第一种情况下 ， x = a 可能是微分方程的奇点， 
所以 （3) 的解会随着工 - a 而变为无界.然而，由 （8) 可知，如果 r ( a )=0 且方程的解在该点有 
界，那么要证明特征函数的正交性则无需 x = a 处的边界 条件. 后一个假设保证了积分的存在 
性.假设 (3) 的解在闭区间 [ a ， 幻上有界，那么我们可以说 

(i ) 如果 rU )=0, 那么无需有在 : c = a 处的边界条件，正交关系 （9) 成立 • 

( ii ) 如果 KW =0, 那么无需有在 : c = 6 处的边界条件 ㊀ ，正交关系 （9) 成立. 

(jii ) 如果 Ka )= r ( W =0， 那么无需有 x = a 或处的边界条件，正交关系 （9) 成立. 

注意在前面的讨论中，如果考虑的区间是无限的，那么施图姆-刘维尔问题是奇异的•请 
参考练习 11. 4中的习题11和 12. 

自伴形如果系数是连续函数且对于某区间上的所有: c 有 a U ) 乒0，那么任何一个二阶微 
分方程 

a ( x ) y ，> + b ( x ) y r + Ad ( x))：y = 0 

可通过给方程乘以积分因子 

1 [(6< x )/ a ( x))dr 

^ U) eJ 

变为自伴形 （ self-adjoint form) (3). 为证实这一点，我们观察到微分方程 

y +盟 J (糾/+ ( 黑+ A 黑於此)尸0 

9 (x) / 

等价. 

为解方程，其实并不需要把二阶微分方程（ 12 )变为自伴形 （3) .我们可以利用 （14) 中给定 
的形式确定正交关系 （9) 中需要用到的权函数/下面两个例子给出了贝塞尔函数和勒让德 

多项式的正交关系 • 

_参数贝塞尔方程 

在 6. 3节中，我们看到参数贝塞尔方程工 2 /十 U ’ + U 2j：2 - w2： ^ = 0U = 0 , 扒 2 ， …） 的 
通解为戸丄 （ w + acu ). 由⑽可知1斤是积分 因子. 给贝塞尔方程乘以这个积分因 

子得到自伴形 2 

去 1>: /]+ 卜 2 x ^\)y = 0, 

其中我们令 rU )=： c ， q ( x ) = - n 2 / x , 及并用 A 2 代替 A . 现有 r (0)=0, 并且两个 
解 J „( A ： r ) 和八 ( AJ 中只有九⑹在工= 0处 有界. 故由 （ i ) 的结论’集合(人如）}(* = 1，2, 
3，…）在区间[0, 6] 上关于权函数正交.正交关系为 

| xj xyJr.CXj x)Ax = 0, A , ^ Xj » 


© 条件 （i )和（ ii ) 分别等价于 选定⑴ =0,负 =0和 0 2 =0, 译: 


( 12 ) 

(13) 

(14) 
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其中，规定特征值 A,U = 1， 2, 3,…）由 

a 2 J„(A6 )+ j 9 2 A/ ， „a6)=0 e (15) 

在 x = 6 处的边界条件定义. 

令任意给定的 a 2 和译不全为0,那么 （15) 式有无数个根: c,=A々， 由此可得 A,=x,/6. 我们 
将在下一章叙述更多关于特征值的内容. ■ 

1D 勒让德方程 

勒让德多项式 P n U) 是勒让德微分方程 （I — /)/ —2；ry + n(« + l)y=0(« = 0, 1，2，…） 
在区间[一 1， 1] 上的有界解.由自伴形 

^[(1 — x 2 )/] 十 n («+ l)：y = 0 

可以得到 rU ) = l —工 2 ， qU ') = 0 , 户 （ x ) = l ， 及；1=/1(/1+1).观察到 r ( — l )= r ( l )=0， 由 
( iii ) 可知集合{尸„(1)}(« = 0, 1，2,…）在区间[一1， 1] 上关于权函数户 U )= l 正交- 正交关 
系为 

j 1 P m (sc)P„(x)dj ： = 0,m^ n. _ 

练习 11.4 

fli 在习题 1 和 2 中，求出给定边界值问题的特征函数及定义特征值的 方程. 利用 CAS 近似求出前4个特征 

值 A ,、 A 2 、/ U 及; U . 给出相应于这些近似值的特征函数 • 

1 ./ + X y=0, y(0> = 0, y(l)+/(l) = 0 2.y" + Xy = 0, y(0)+V(0) = 0, y(l) = 0 

3_ 考虑 / + A ： y =0 使得: /(0) = 0, ya ) = 0. 证明特征函数为 U ’ cos j-x , cos ^ x , …}. 这个在 [ O ’ 

L ] 上的正交集是傅里叶余弦级数的基 • 

4 . 考虑 /+ Aj = 0 , 周期性边界条件为: y ( — L ) = y a )’ /( — L )= ya ). 证明特征函数为 

|l, cos J-X , cos^x, ", sin , sin , sin … 

这个在[一 i ， L ] 上的正交集是傅里叶级数的基- 

5. 求出习题1中每个特征函数的平方模 • 

6. 证明对于例2中的特征函数有 

|| sin yi^ll 2 = yD + cos 2 TO- 

7. ( a ) 求出边界值问题 

j ： 2 y ， r +xy' +Xy = 0, : y(l)=0 ， ： y(5)=0 

的特征值和特征函数 • 

( b ) 将微分方程变为自伴形. 

( c ) 给出一个正交关系. 

8. U ) 求出边界值问题 

/ + y + Ay = 0, 3(0)=0 ， >-(2)=0 

的特征值和特征函数. 


0多出来的因子 A 来自链式法則 （dAW J - UdU -' Uz )- 
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( b ) 将微分方程变为自伴形. 

( C ) 给出一个正交关系. 

9 •拉盖尔微分方程 （ Laguerre’s differential equation ) a ： y’+(l — ; c )： y ' + n;y = 0 (n = 0， 1，2， ..•> 有多项式解 

L n U). 将方程变为自伴形，并给出正交关系. 

10. 埃尔 米特微 分方程 （ Hermite’s differential equation);/'— 2 町 ' 十 2n ： y = 0 (n = 0， 1，2， …） 有多项式解 
H„U). 将方程变为自伴形，并给出正交关系. 

11. 考虑正则施图姆_刘维尔 问题： 

^[(l + ^)/] + p ^ 3 -= 0 , y (0) = 0, y ( l ) = 0. 

(a) 求出边界值问题的特征值和特征 函数. [提 示： 令然后使用链式法则 •] 

( b ) 给出正交 关系. 

12. ( a ) 求出边界值问题 

工 2 /+工/+(入 2 工 2 — l )： y =0 ， ： y 在 •！ = () 处有界， ^(3)=0 

的特征函数及定义特征值的方程. 

( b ) 利用表6_2求出前4个特征值 A ,、 A z 、 义 3 及义 4 的近似值. 

讨论题 

13. 考虑区间 [ a ，6] 上正则施图姆-刘维尔问题的特殊 情况： 

-^-[r(x) 3 ) ， ] + A^)(x)y=0, y ， (a) = 0, y(d>) = 0. 
ax 

A = 0 是这个问题的特征值吗？说明理由_ 

计算机试验作业 

14. ( a ) 给出习题1中施图姆-刘维尔问题的正交关系. 

( b ) 借助于 CAS 证明相应于前两个特征值 Ai * A 2 的特征函数力 和力的 正交关系- 

15. ( a ) 给出习题2中施图姆-刘维尔问题的正交关系 - 

( b ) 借助于 CAS 证明相应于前两个特征值和々的特征函数％和: v z 的正交关系. 


11.5 贝塞尔级数和勒让德级数 

傅里叶级数、傅里叶余弦级数及傅里叶正弦级数是函数正交集展开的三种 方法. 但是这样 
的展开决不局限于三角函数正 交集. 在 11.1 节中我们看到，定义在区间 ( a ，6) 上的函数/可 
以通过正交函数系展开，至少在形式上可以这么做，这个函数系在 [ a ， 幻区间上关于 
某权函数正交.很多这样的正交级数展开或一般的傅里叶级数都起源于施图姆—刘维尔问题. 
为了求解_系_线性讎分方程_，_可_出很多这_正交级顏开和广义傅里 
叶级数 • 傅里叶级数和正交级数展开以及本节讨论的两种级数将会在第 12 和 13 章的应用中 
涉及. 

11.5.1 傅里叶-贝塞尔级数 

在 11. 4节的例3中我们看到，当特征值 A , 由形如 

„ 2 JAXb)+^Xj\ab)=0 (!) 

的边界条件定义时，贝塞尔函数集2， 3 ，…）在区间[0， 6] 上关于权函数 
/>(: c )=: c 正交.由 11. 1节的 （7) 和 （8) 知，定义在(0, 6〉上的函数/利用这个正交集所做的广 
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义傅里叶展开为 

fix ) = 2 ( 丄 ( A , x )， ⑵ 

其中 

[ x ] n ( A , x ) f ( x)dx 

c i — ~^~7b - • ⑶ 

J xj n z (A ； x)dx 

以 （3) 为系数的级数 （2) 称为傅里叶 -Jfl 塞尔级数 （ Fourier-Bessel series )* 

微分递归关系由 6. 3节的 (14) 和 (15) 给出的微分递归关系 (differential recurrence relation ) 

J n ( x )]= x n J ^ dx ), (4) 

£[ x -/„( x )] = -^" J ^ 1 U ) (5) 

常用来求系数 （3) 的值. 

平方模平方模 II JAX . x ) || 2 = 的值取决于特征值 A , 的定义方式.如果 y = 

J n Ux ), 那么由 11. 4节的例3可知有 



给方程两边乘以 2； c /， 可以得到 

^[x/] 2 +(A 2 x z - W 2 )^[^] 2 =0. 

在[0, 6] 上对上述结果进行分部积分得 

2 A 2 fx^ 2 dx = ([ x /] 2 + ( A 2 x 2 -« 2 )/) T . 

Jo 丨 0 

因为 J = 九 ( Ad ， 当 n >0 时，人 （0)=0, 所以下限为 0. 当 n = 0 时， Dr /] 2 + A 2 ; c 2 / 的值 
在 ; i :==0 处为 0. 因此 

2 A 2 J ^ J ^( A^)dx = A 2 b 2 [ J ； Q 6)] 2 + ( A 2 6 2 - n 2 )[ J „( A 6)] 2 , (6) 

由链式法则有 ysAj ^ Oc ). 

现在考虑 （1) 的三种情形. 

情形 I :如果选择幻=1和角=0,那么 （1) 为 

JAXb )= 0 . ⑺ 

(7) 有无数个正根 x ; ( 请参考图 6 . 3 )，所以特征值为正且为人=右/6.因为人（一^)= 
(一 1)" J „ U ), 所以不能由 （7) 的负根得到新的特征值(请参考 6 . 3 节).因为对于”=1， 2 , 3, …， 
人(0)=0,且有所以对任意71，0不是特征值.也就是说，对于 n = l ， 2，3， … ，若 
A = 0, 则得到平凡函数(它不可能是特征函数），而对于《=0, A =0 不满足方程 (7). 当把 (5) 写成 
xJ ； U ) = 的形式时，由 （6) 和 (7) 可得入 ( A #) 的平方模为 
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|| J„(A ； x) || 2 =y/^ +1 (A, b). (8) 

情形 II : 如果选择《 2 =&>0, {3 2 = b , 那么 （1) 为 

hj „ ( Afe ) + xbj r „ ( A 6) =0. (9) 

对每个正整数 n = l , 2, 3, …，方程 （9) 有无数个正根: c ,. 和前面一样，特征值可由1 = 
A/b 获得. 对于；2=1，2, 3 ,…， A = 0 不是特征值.将; l , WUA ,6) =—/ J „( A ,6) 代人（6)，则 
求出 J „( A , x ) 的平方模为 

|| /„( A , x ) [| ! = Xlb 2 ~^ + h 2 Jl ( k , b ). CIO ) 

情形 Dl : 如果 （9) 中的 /i = 0 且 n = 0, 那么可由 

JUA 6)=0 (11) 

的根确定特征值 A ,. 尽管 （11) 只是 （9) 的一种特殊情况，但它是唯一一种 A = 0 时特征值的情 
况.为了认识到这一点，观察到对于 n = 0,（5) 中的结果意味着 

JU；UO = 0 等价于 ^06)=0. (12) 

因为4=0是这个方程的根并且_/。（0) = 1是非平凡的，所以 A !=0 是特征值.但是当九= 
0, n = 0, 8/^=0时我们显然不能使用 （10) 式.然而由平方模的定义，有 

II 1 II 2 = JX (13) 

当 /i = 0 ，n = 0 时，对于 A ,>0, 可利用 （10) 得到 

II Jo(A,x) || 2 =y^(A ; 6). (14) 

接下来我们将概括级数 (2) 的三种形式. 

bA 囑 ■■ 傅里叶-贝塞尔级数 

函数/在区间 （0, 6) 上的傅里叶-贝塞尔级数 （ Fourier-Bessel series ) 可表述为 
(j ) fix ) = Ci ] n iXi x ) (15) 

i-l 

(16) 


其中 A , 由人 （ A «=0 定义. 


fix) = XI c.Jn(hx) 

i=l 

--- j j:J n U l x)f(x)dx, 


1 — a ^ 2 - n 2 + h 2 ) j 2 n a t b ) 

其中 a , 由(劝） + 从/ /( 沾）= 0定义. 

(jjj ) fix) = Cj + Cj J o(Xj x) 


i =2 

Cl = 多 JV&) d ^ = ^ na~by\o xJo(AiX)f(x：>dx, 


(17) 

(18) 


(19) 

( 20 ) 
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其中 A , 由 J «/(； l 6) = 0定义 • 

傅里叶-贝塞尔级数的收敛性 傅里叶-贝塞尔级数收敛的充分条件并没有特别的限制. 

■_■■■ 收敛条件 

如果/ 和 /' 在开区间 （0,6) 上分段连续，那么/的傅里叶-贝塞尔展开在任何一个/连续的 
点处收敛于 /(: c )， 而在/的间断点处收敛于均值 [/(_ r —) +/(_ r +)]/2. 

MU 傅里叶-贝塞尔级数展开 

利用满足边界条件 JJ 3 A ) = 0的一阶贝塞尔函数对函数 /( x ) = x ,0< x <3 进行傅里 
叶-贝塞尔级数展开. 

解 利用（15)，其中系数 c , 由（16)给出： 

c - = F7lW)Io" 2/ia " )dx - 

为求这个积分，令《 = A , a 并利用 （ d / cU )[ r 2 J 2 (0] = PL ⑴得 

Ci = 9A 〖 / 〗 2 (3A;0 ；2(0] ^ = A,J 2 2 (3A,)- 

所以求得的级数为 

/U)=2| A -^J 1 (A,x). ■ 

_ 傅里叶-贝塞尔级数展开 

如果例1中的特征值 A , 由=0定义，那么级数展开唯一变化的地方是平方 
模的值.给边界条件乘以3得到 3/ 1 (3 A )+3 Aj ， ,(3 A ) = 0,则与 （9) 匹配且 " = 3,6= 3,及” =1. 
所以由 （18) 和 （17) 依次得 

= 18 A , J 2 (3 A ,) 

。一 (9 A ? +8) 乃 （3 又,）， 


/( x ) = 18^] 
«=1 


A ； J 2 (3A. ) t x. 
(9A? +8)/K3 A,)' /i ' 


■ 


计算机应用 因为贝塞尔函数是 CAS 的内置函数，所以可以直接求出傅里叶-贝塞尔级数 
的特征值 A , 和系数 c , 的近似值.例如，在 （9) 中可以把 A = A 力看成是方程/”'（工）= 
0的正根•这样可以在例2中利用 CAS 求出 3 J 1 ( a :)+ xJ ， 1 (^) = 0的前5个正根，并且由这些 
正根得到前5个特征 值:; U = xj 3 = 0.983 20, A 2 = x 2 /3 = 1. 947 04, A 3 = xjZ = 2. 957 58, 
A 4 = x 4 /3 = 3.985 38, A 5 = x 5 /3 = 5. 020 78. 已知根 x , = 3 A , 以及特征值，再次利用 CAS 计算 
J 2 (3 A ,) 和 A 2 (3 A ; ) 的数值，从而最后得到系数 c , •利用这种方法我们求出例 2 中 /( x ) = x ,0< 


<3的傅里叶-贝塞尔级数的前五项部分和 S 5 (: c ) 为 


S 5 ( x ) = 4. 018 44 Ji (0. 983 20 x ) — 1. 869 37 J ,(1. 947 04 工） 


+ 1. 071 06/i(2. 957 58x) - 0. 703 06 ； ! (3. 985 38x) 


+ 0. 503 431(5. 020 78 x ). 

S 5 (_ r ) 在区间 0 < i < 3 上的图像由图 11. 18( a ) 给出•在图 11. 18( b ) 中我们绘出了 S l 0 ( x ) 
在区间0 < x < 50上的 图像. 注意在定义区间0 < ^ < 3外，级数并不收敛于/的周期性延拓， 
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这是因为贝塞尔函数并不是周期函数.请参考练习 11. 5中的习题11和 12. 



a ) S 5 ( x ), 0 <x <3 



b ) S lQ ( x ), 0 < x < 50 


图 11. 18 —个傅里叶-贝塞尔级数的部分和 


11.5.2 傅里叶-勒让德级数 

由11.4节中的例4，我们知道勒让德多项式集{代匕）}(« = 0，1，2，一）在区间[一1，1]上关 
于权函数 PU ) = 1正交.进一步，可以证明多项式 P „ U ) 的平方模依赖于 
II P„(x) || 2 = j^P^(x)dx = 2n+\- 
函数的勒让德多项式正交级数展开可由如下定义给出. 

ksamwm 傅里叶-勒让德级数 

函数/在区间（一1，1)上的傅里叶-勒让德级数 （ Fourier-Legendre series ) 为 

fix) = c„ P n (x) , (21) 

n = 0 

其中 

c „ = - J ^ f ( x ) P n ( x ) dx . (22) 

傅里叶-勒让德级数的收敛性 傅里叶让德级数收敛的充分条件由如下定理给出 • 

kalfeHM 收敛条件 

如果/和 疒在 （一1，1)上分段连续，那么傅里叶-勒让德级数 （21) 在/的连续点处收敛于 
/( 工），而在/的间断点处收敛于 [/(J +)+f(x -)]/2. 

_ 傅里叶-勒让徳级数展开 

写出 

/U) = 

的傅里叶-勒让德展开的前四个非零项 • 

解 前几个勒让德多项式在 6. 3节中已经 给出. 由这些多项式和 （22) 可求得 


0, — l < x < 

1 • 0 < 工 C 1 
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C 2 = yj ^/(x)P 2 (x)dx = y| 1 • y(3x 2 — l)dx = 0， 

c 3 = -|-J i /(x)P 3 (x)dx = • +(5jc 3 — 3x)dj ： = — 士， 

c 4 = ^r\ /(x)P 4 (x)dx = 4 f 1 • 各 (35:r 4 — 30a: 2 十 3)dz = 0， 

Z J -l Z J o o 

= y|' i /(a：)P 5 (^)dx = yj:l . y (63x 5 - 70x 3 + 15x)01^ = 

因此 

/(^■) = yPt, (x) + -|-Pi (x)~ gPs (X) +||P5 ⑴ + …. ■ 

和贝塞尔函数一样，勒让德多项式也是 Maple 和 Mathematica 等 CAS 系统内置的函数， 
并且上面列出的系数可通过积分程序求出 ■ 利用 CAS 我们还可以求出 c s =0 及 c 7 =-65/256. 
例3中的函数/的傅里叶-勒让德多项式前五项部分和为 

S 5 ( x ) = y p ° < ' x ^' J Pi< ' x ^~ S P3(X) + M P5(：C) — ^ P7(X) . 


S 5 ( x ) 在区间 一 10<1上的图像如图 11. 19所示. 

级数的其他形式在实际应用中，傅里叶-勒让德多项 
式会以另一种形式出现.如果令 x = c OS 0， 那么工=1意味着 
汐=0，而： c = — 1意味着 9= n . 因为 da - = — sin 0 d 0， 所以 
(21) 和 （22) 分别变为 


F ((9) = 

U C„ P„(COS0 ) ， 

n= 0 

(23) 


V(6»)P„Ccos^)sin(9cl0 , 

0 

(24) 


图 11. 19傅里叶-勒让德级数 
的部分和 


其中 /( cos 0) 被 F ⑻代替. 


练习 11.5 


11.5.1 傅里叶-贝塞尔级数 

1. 求出由 ^(3 X ) = 0 定义的前4个特征值 A *. [提 示： 请参考 6. 3节的表 6. 2.] 

2. 求 出由九 '（2 A ) 定义的前4个特征值 A *. ~ 

在习题3〜中，利用满足给定边界条件的零阶贝塞尔函数对函数只' 1 ): 1 ，0<^< 2 进行傅里叶一贝塞尔 
级数展开. 


3. 7 0 (2A) = O 4. / ， o(2A) = 0 

5. J„(2A) + 2A/ ， o( 2A) = 0 6. Jo (2A)+AJ ， o (2A) = 0 

在习题 7 〜 10 中，利用与边界条件相同阶数的贝塞尔函数对给定函数进行傅里叶 - 贝塞尔级数展开_ 

7. = 0<工<4 8. /(工)=工 2 , 0<x<l 

3J,(4A) + 4AJ ， 1 (4A) = 0 J 2 (A) = 0 

9. /U) = x 2 , 0 〈工 <3 10. fix) = l - 0 〈工 <1 


J ， „(3A) = 0 [ 提示 ：P . f-] J 0 W = 0 


计算机试验作业 

11. ( a ) 利用 CAS 绘出： y =3 Ji ( i ) 十工 J ’ iO ) 在某区间上的图像，使得前5个 r 的正截距包含在图 像中- 
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( b ) 利用 CAS 中的求根程序近似求出方程 3 J , (: r ) 十 U ) = 0 的前5个根 x ,. 

( c ) 利用 （ b ) 中获得的数据求出满足 3 J 1 (4 A ) + 4 A ； ， 1 (4 A ) = 0 的前5个正特征值 ; U 

( d ) 如果方便的话，求出前10个正特征值. 

12. ( a ) 利用习题 11( c ) 求得的特征值和 CAS 近似求出在习题7中得到的傅里叶-贝塞尔级数的前5个系数 

c , 的值. 

( b ) 利用 CAS 绘出习题7中傅里叶-贝塞尔级数的部分和 S N ( x)(JV = l , 2，3, 4， 5) 的图像. 

( c ) 如果方便的话，绘出部分和 S , 。（: r ) 在 0< o :< 4 和 0< i < 5 0 上的图像. 

11.5.2 傅里叶-勒让德级数 

1在习题13和14中，写出给定函数的傅里叶-勒让德展开的前五个非零项.如果方便的话，利用 CAS 求 
出 系数. 用 CAS 绘出部分和 S 5 U ) 的 图像. 

(0 ， 一 l<C:c<0 

13. / ⑺= 14. = ~Kx<l 

U ， o < x<i 

15 . 前三个勒让德多项式分别是 PoU ) = 1 ， P . ( x ) = x , 及 P 2 ( a :)= (3/ — 1)_如果 x = co S 6!， 那么 

(COS0) = 1且 Pi (COS0) =COS0_ 证明 P 2 ( coid ) = - J - (3 cos 25+ l ). 

16. 利用习题 15 给出的结果求出 F (0) = 1 — cos 2(9 的傅里叶-勒让德展开 （23). 

17. 勒让德多项式 P „ U ) 是偶函数还是奇函数，取决于 ”是偶 数还是 奇数. 证明如果/是（一1， 1) 上的偶 
函数，那么 （21) 和 （22) 分别变为 

f(jo)= ^]c 2 „P 2 „(x) , (25) 

c 2 „= ( 4 « + 1) j o /(x)F 2 «(x)dx. (26) 

18. 证明如果/是（一1， 1) 上的奇函数，那么 （21) 和 （22) 分别可写为 

fix) = 2 f2»41 ?2«41 ! ( 27 ) 

Cz„\ 1 = (4n + 3)j" /(j")P 2 „ r i (j) dx. (28) 

级数 （25) 和 （26) 也可用于 / 只定义在区间（0，1)上的情况.级数 （2 S ) 和 （2?) 都可以表示（0，1)上的 
/;但在区间（一 1，0)上， （25) 表示一个偶延拓而 （2?) 表示一个奇延拓•在习题19和20中，写出给定函数展开的 
前四个非零项 • 级数在(一1， 1) 上表示什么函数？利用 CAS 绘出部分和 S 4 (文：）的图像 • 

19. /( x > - : r ，0< x < 1；(25) 20. = 1,0< j ：< 1;(27) 

讨论题 

21. 如果将习题12中的部分和图像在诸如一 3 0<工<如的对称区间上绘出，那么图像具有对称性吗？请解 

释. 

22. ( a ) 徒手绘出习题3在区间一 2 <： r < 2上收敛的傅里叶-贝塞尔级数的图像. 

( b ) 如果习题7中的特征值由 3 J z (2 A ) + 4 AJ 2 ， (2 A ) = 0定义，徒手绘出在区间 一1 <工< 1上收敛的傅 
里叶-贝塞尔级数的图像. 

23 . 讨论为什么定义在区间 （一 1，1)上的多项式函数的傅里 叶一勒 让德展开是有限级数■求出下列函数的有 
限傅里叶-勒让德 级数. 

(a)f(x) = jc 2 (b)/(_r) = x 3 



正交函數和傅里叶级數 
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不看教材，在习题1〜6中填空或判断对错. 

1. 函数 fix ) - x 2 _ 1 和 = x 5 在[― 7 r ,; r ] 上正交. 

2. 奇函数/和奇函数 g 的乘积是_ . 

3. 为了利用适当的三角级数展开 / U ) =| I |+1，一 < 7 C ， 需要用到_级数. 

4. ^ = 0 永远不会是施图姆-刘维尔问题的特征函数. 

5. A = 0永远不会是施图姆-刘维尔问题的特征值. 

6. 如果函数 fix ) = ( X+U 展开成傅里叶级数，那么这个级数在 i = — 1处收敛于 

I — JT ， 0 < JC < 1 

_，在 x = 0 处收敛于_，且在 > r = l 处收敛于_ . 

7. 假设函数/(1)=1 2 + 1，0<工<3展开成傅里叶级数、余弦级数和正弦级数，那么在1=0处每个级数 
会收敛于何值. 

8. 对于;1=25,相应于边界值问题 / + A 3>=0, V (0) = 0, : Kjt /2) = 0 的特征函数是什么？ 

9. 切比雪夫微分方程 （ Chebyshev’s differential equation) ( 1 — j 2 ) y" — xy' + n 2 y= 0 有多项式解 y= T „( x ), 
n = 0, 1, 2, 切比 雪夫多项式集 { T ；( x )} 在给定区间上关于特定的权函数正交.给出正交 
关系. 

10. 勒让德多项式集 { hU )}， 其中 P „( x ) = l , P l U )=^, …在区间[―1， 1] 上关于权函数 = l 正 
交. 解释为什么对于《>0有(: r)dr = 0. 

11. 不要做任何运算，解释为什么 / U ) = cos 2 x , 0 < x < 7i 的余弦级数为有限级数 /( d - +十 ~|~ cos 2 l 

12. (a) 证明集 

| sin ^j-x , sin , sin |£x , ••- | 

在区间正交. 

( b ) 求出 （ a ) 中每个函数的模.构造一个标准正交集 - 
13 •将 fU )= I I - x , -1< x <1 展开成傅里叶级数. 

_14 •将 f ( x ) = 2 x z - l , —1<: c <1 展开成傅里叶级数- 

15. 将 /( x )，#, 0< j :<1 展开成下列 级数： 

U ) 余弦级数 （ b ) 正弦级数 

16. 在习题13、 I 4 和15中，绘出每个级数所收敛的/的周期性延拓. 

17. 求出边界值问题 

x z /+ x / + 9 Ay = 0, /(1)=0， 3> C ?)=0 

的特征值和特征函数 • 

18. 给出习题17中特征函数的正交关系. 

19. 利用满足边界条件/。（从）= 0的零阶贝塞尔函数，将 2< x <4 展开成傅里叶_ 贝塞奸 
级数. 

20. 将，一 l <: r < l 展开成傅里叶-勒让德级数_ 







拨弦 模型； 见 12. 4节习题21 

第12章偏微分方程及直角坐标系下的边界值问题 

在本章以及后两章中将会强调两种求解某些特定类型偏微分方程的方法，这些方程经常出 
现在与温度分布、振动、势能有关的问题中.这些边界值问题可以用相对简单的线性二阶偏微 
分方程来 描述. 解它们的这两种方法其基本思想都是通过把偏微分方程化为一个或更多个常微 
分方程来求解. 

本章我们从线性偏微分方程的变量分离法讲起.这个方法的应用可以使我们回顾第 n 章 
中的一个重要概念，即特征值、特征函数以及函数无穷正交级数的展开形式. 

12.1 可分离的偏微分方程 

与常微分方程一样，偏微分方程 ( PDE ) 也可以分为线性的或非线 性的. 类似于线性常微分 
方程(请参考 1.1 节(6))，在线性偏微分方程中因变量及其偏导数仅以一次幂的形式出现.在 
本章和后面几章中，我们只关注线性偏微分方程，大部分内容将是关于二阶线性方程的 • 

线性偏微分方程若令 m 表示因变量， a : 和: v 表示自变量，则线性二阶偏微分方程 （ H near 
second-order partial differential equation ) 的一般形式为 

其中 A ， B ， C ， …， G 是 X 和; y 的 函数. 当 GO :，； y )=0 时，方程 (1) 称为是齐次的 （ homogeneous ), 
否则它就是非齐次的 （ nonhomogeneous ). 例如，方程 



分别是齐次和非齐次的. 

偏微分方程的解线性偏微分方程 （1) 的解是两个自变量的函数 K(J； , 它具有在方程 

中出现的所有偏导数，并且在 x ： y 平面上的某个区域中使方程成立. 

这里我们要讨论的不是求解线性偏微分方程通解的 方法. 不但线性二阶偏微分方程的通解 
通常很难得到，而且在实际应用中即使求出了通解也不总是有 用的. 因此，我们全部讨论的焦 
点集中在如何求解某些更重要的线性偏微分方程的特解，也就是在实际应用中经常遇到的那些 
类型的方程的特解. 

分离变置法求解线性偏微分方程的特解有几种方法. 在变量分离法 （method of 
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separation of variable ) 中，我们要 寻找； c 函数和 ; y 函数乘积形式的特解 


u { x , y ) = X ( x ) Y ( y ). 

在这个假设下，有时町以把双变量的线性偏微分方程化为两个常微分方程.我们注意到 
4^ = X r Y , ^ = XY \ 

d x S y 

4 = X " Y , = XY// > 

d x L d y 

其中撇记号表示普通的微分. 

酬 分离变置法的使用 

求^ = 4 #的乘积形式的解. 
d x i 3 y 

解如果 M (: r , j )= X (: r ) Y (: y ), 那么方程变为 
X"Y = 4 XY ，. 


在两边同除以 4 XY 之后，我们可以进行变量 分离： 

X' Y' 

4X = Y- 

因为上式左边是独立于3 1 的，并且等于右边，右边是独立于^的，由此可以得出方程两端是 
X , ^无 关的. 换句话说，也就是方程的每边必须是常数.在实际计算中，为了方便而把这个 
实的分离常数写为 A 2 或一 A 2 的 形式. 我们分三种情形来讨论. 

情形 I : 如果 A 2 >0, 那么从这两个等式 

4X y 


可以推出 


X " — 4 A 2 X = 0 和 Y ’ 一 A 2 Y = 0. 


最后两个方程的解分别为 z 

X = Ci cosh2Aj： + c 2 sinh2A；c 及 Y = c 3 e A 31 ， 

因此偏微分方程的特解是 

u = XY 

=(ci cosh2Ax + c 2 sinh2Ax)(c 3 e i2y ) 

=Ai e i2> cosh2Ax + Bi e 1 * ^ sinh2A^ > 


其中 Ai = c , c 3 , Bj = c 2 c 3 . 
情形 I : 如果一 A 2 <0 


可以推出 

因为这些方程的解分别为 

X 


,那么从这两个等式 

X " — 疒 一一 2 
4X~Y _ A 

X 7 ' + 4A 2 X = 0和 Y，+ A 2 Y = 0. 

= c A cos2^x + c 5 sin2Ax 及 Y = fs e J y ， 


(2) 


所以另外一个特解为 
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(3) 


(4) 

■ 


u = A 2 e~^ y cos2Ax + B 2 e ~^ 31 sin2Ax , 

其中 A 2 = c 4 c s , B 2 = c 5 c 6 . 

情形 IE : 如果 A 2 =o, 那么有 

y = 0 和 Y ' = 0. 

在这种情况下， x = c 7 x + c 8 , y = c 9 , 因此 

M = A 3 X + B 3 , 

其中 A 3 = c 7 c 9 ， B 3 = c 8 c 9 . 

请读者证明 （2)、（3) 和 （4) 满足所给的 方程. 请参考练习 2.1 的习题 29. 

变量分离法不是一种求特解的通用 方法； 某些线性偏微分方程是不可分 离的. 请读者证明 
在 u = XY 的假设下不能求出 d 2 u / dx 2 ~ du/d y = x 的解. 

叠加原理下面的定理类似于定理 4.2, 称为叠 加原理 （superposition principle). 
IsalMW •加原理 

如果 Ml ， U 2 , …，是齐次线性偏微分方程的解，那么线性组合 

M = C ! + …+ 

也是它的一个解，其中 Ci (i = l ， 2, …， 灸）是常数. 

在本章余下的部分里，我们假设无论何时都有齐次线性方程解的一个无穷集 A ，〜， 
u 3 , …，我们可以用无穷级数 

U = 2 c * M * 

构造它的另外一个解《，其中 Ci ( t ’= l ， 2,…)¥是常数. 

方程的分类双自变量线性二阶常系数偏微分方程可以被分为三种类型.这种分类方法仅 
仅根据其二阶导数系数的类型来分类.当然， 我们假 设系数 A 、_ B 、 C 至少有一个不为零. 

方程的分类 
线性二阶偏微分方程 

.d 2 U , D d 2 U , r，d 2 U , j-. d U , r ， d U . r, „ 

d x d x d y d y d x d y 

其中 A 、 B 、 C 、 D 、 E 、_ F 都是实常数，分别称为是 

双曲型的 （ hyperbolic ) ， 若 B 2 — 4 AC > 0， 

抛物型的 ( parabolic ) , 若 B 2 _ 4 AC = 0， 

椭 圆型的 （ elliptic )， 若 B 2 —4 AC <0. 

1 H 给线性二阶偏微分方程分类 
给下列方程 分类： 


(b) 


d 2 u 


(c) 




r ^ o _ 3 

U) 3 = Ty … 3. 

解 （ a ) 把所给的方程写为 

q ^ Zu ^ U _ n 

3 W5 = 0 ， 

由此可以看出 A =3, B = 0, C = 0. 因为 B 2 —4 AC =0, 所以方程是抛物型的. 
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( b ) 把所给的方程写为 

d 2 u 3 2 u _ n 

由此可以看出 A = l , B = 0, C = — 1， B 2 —4 AC =—4(1)( —1)>0. 因此方程是双曲型的. 

( c ) 由方程可以看出 A = l，B = 0, C = l , B 2 —4 AC = — 4(1)(1)<0，因此方程是椭圆 

型的. ■ 

关于为什么要对二阶偏微分方程进行分类更详细的解释超出了本书的范围.但是这个答案 
是根据我们希望解在某种类型边界条件下的偏微分方程而考虑的，这些边界条件可以是边界值 
或初始条件.适用于给定方程的边界条件的类型依赖于这个方程是双曲型的、抛物型的还是椭 
圆型的. 

练习 12.1 

在习题1〜16中，如果可能，利用变量分离法求出所给偏微分方程乘积形式的解. 


1. 心=七 - 

2. 4^ 十 3 4^ = 0 

dx d y 


3. u x -¥u y ~u 

4. U X ~Uy-\~U 

r d u d u 

5 .工 

c d Uj_ d M_ 

G - y Tlc +x Y^~ 0 

7 ....._H + A^ = 0 

8. y ^ ^ \~u = 0 
d x S y 

k>0 

10_*努=4^， k> ° 

o X <1 t- 


12 .a 2 |^ = iX 。。 

13. B 令。 


15. U^x ^Uyy — U 

16. a 2 u^—g = u a , g 是常数 

在习题 17 〜 26 中，对所给偏微分方程进行分类， 

分为双曲型、抛物型和椭圆型三类. 

11 - i-7 + ^IT-y + T7 = 0 

C? x 2 d x ^ y d y 


3 2 m 3 2 u d 

20 _ ll?^T^y- 3 T7- 0 

21. 4~T^ 9 f 2 }- 

d x z d x d y 

22. + 

d xd y d y d x 

23. + + + 6^ = 0 
d x 2 d xd y d y 9 OC d y 

nA 3 2 u, d 2 u 

24 _ T^ + T7 = U 

^■ a ax 2 3t 2 

26 ' k k>0 

27. 证明方程 



/ d Z U I 1 9 u \ d u 

k {T7 + T^7)=-rt 


有乘积形式的解 


= e^KAJoCAr) +BY 0 (Ar)). 
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28. 证明方程 


有乘积形式的解 


u = (ci cosA^ + c 2 sinXd) (c 3 〆 + c 4 r 一 A ). 


29. 证明乘积解 （2〉、（3)、（4) 满足例 1 中的一阶方程 • 

30. 定义 12.1 可以扩展到系数为 x 、 y 函数的线性偏微分 方程. 求平面上的区域，使得方程 

ix y +l) T7 +< ' x+2y) T^ + T^ +xytu ^° 

是双曲型、抛物型或椭圆型的. 


12.2 经典方程与边界值问题 

在本章后面的部分以及13〜15章中，我们将致力于求解下面的经典数学物理方程: 



或这些方程的 变形. 偏微分方程（1)、 （ 2 ) 和 （ 3 ) 分别称为一 维热传导方程 （ one^dimensional heat 
equation )、 一维波动方程 （ one~dimensional wave equation )、 二维拉普拉斯方程 （ Laplace’s 
equation in two dimensions). “一维，，的意思是: r 表示空间变量，而 （表示 时间.由定理 12.1 
可知热传导方程 (1) 是抛物型的，波动方程 (2) 是双曲型的，拉普拉斯方程是椭圆型的.这点在 

第15章中非常 重要. ^ 

热传导方程方程 （1) 出现在热传导理论中，也就是热通过导体杆或细的导线转移的理论. 
函数 M ( a :， f ) 表示物 体的工 处在某个时刻 * 的温度.而在机械振动中，经常会用到波动方程 
(2). 出于讨论的需要， （2) 的解 t ) 表示一个理想化弦的 位移. 最后，拉普拉斯方程 （3) 
的解 《( x ， f ) 可以解释为二维平面上稳定的(也就是和时间 无关) 温度分布. 

尽管我们不得不做出许多简化的假设 ， 但是还是很值得看看这些方程是如何构造的. 

一 个长为 L 的细杆，横截面大小为 A ， 处在 x 轴的[0, L ] 区间上.请参考图12.1， 

假设： 

• 杆上的热传导仅发生在沿工轴的方向- 
•杆的侧面或弯曲的表面是绝 热的； 即没有热量从表面散失. 

• 杆本身不会产生任何热量 • 

• 杆是同质的；即每单位体积的质量/0是恒定的， 

•杆的比热 y 和导热系数 K 是恒 定的. 
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为了推导温度 u ( z , r ) 满足的偏微分方程，我们需要两个热传导的经验 法则： 
( I ) 质量 m 所具有的热量 Q 为 


Q = ymu ， 


⑷ 


其中^是物质的温度. 

(ii ) 如图 12. 1所示的热量沿横截面传导的速率 Q , 与横截面的大小 A 以及温度对 x 的偏导 


数成 正比： 


Q , =- KAu x . (5) 

因为热量沿温度递减的方向流动，所以 （5) 式中的负号使得 Q , 在^<0的情况下是正的（热量向 
右流动）， 在〜 >0的情况下是负的（热量向左流动）.如果图 12. 1中杆在 X 和: C + AI 之间的 
圆切面非常薄，那么《(工， 《) 可以看作是这个区间内每一点温度的近似值‘切面的质量为 
m = p { A ^ x ) ，再由 （4 )可知其上的热量为 

Q = ypA Axu . ⑹ 

进一步，当热量沿着: c 正方向流动时，由 （5) 式可以看到切面中热量的净流动速率为 

— KAuJ . xa ') — [— KAm,(x + Ao :,0] = KAlu x {x + Ax ,<) — ⑺ 

对 （6) 式求关于£的微分，我们可以看到这种净流动速率也可以用 

Q t = ypAAxu, ( 8 ) 


给出. 

由 （7) 和 （8) 式相等可得 

K u x {x J r A ： c ， 芝 ) — (q) 

---- —— u t . 

7 p 厶工 

当 A ： r -^0 时，对 （9) 式取极限，最后可以得到形如 Q 

K — 

- = u t 

y p 

的 ⑴式. 习惯上定义夫 = 尺 / 冲， 并称这个正常数为热扩散系数 （thermal diffusWity). 

波动方程 考虑一个长为 L 的弦，比如吉他的琴弦，在工轴上2=0和 x = L 之间张紧. 
当弦开始振动时，假设运动发生在平面内，弦上每一点的运动都发生在垂直于 x 轴的方1 
上（横向振动）.如图 12. 2( a ) 所示，令 w (: r ， t ) 表示弦上任一点在〖>0时距离尤轴的垂直位 


移. 我们进一步 假设： 

• 弦具有很好的 弹性. _ 

•弦是同质的；即每单位长度的质量 P 是恒定的 • 

• 位移“相对于弦的长度来说是很小的 • 

• 曲线在所有点处的斜率都是很小的. 

•张力 r 与弦相切，并且 T 的大小在所有点都相同 • 
• 张力和地心引力相比是很大的- 
• 没有外部力作用在弦上 • 


Q 由微积分的知识可知: 
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如图 12 . 2 ( b ) 所示，张力:^和！^与曲线在 1 >， x + Az ] 上的末端相切.当氏和氏很小时， 

作用在弦 As 上垂直方向的净力为 

Tsin (9 2 - Tsin 0 i =^ Ttan 0 2 — Ttan ^ 

= T[_u x ix-\- C^Xjt) — u x (.x,t)~\, Q 

其中 T= | Ti j = | T2 |. 因为 pAsasjoAx 是弦在 Dr， ： r + Ax ] 上的质量，所以由牛顿第一定律 
可得 

T\_u x (a: + Aa： ,0 - «xCx , f)] = pAxu. 

或 

«“工 + Ax，0 — u x ix,t) — 丘 〜. 

Ax T U 

若对 卜0 取极限，则上面的方程变为〜 = 令* 12 : 17 尸就 得^ 2 )^一齡肋 

拉普拉斯方程雜我 ms 不介雜普撕純是如瓣导_， 

斯方程经常在与时间无关的势能 问题中 出现，如静电场、重力 ㈣ 及，力学 

此外，拉普拉斯方程的解可以被解释为是一种稳定的温度 分布- ，图 

uU , 30 ■表示-个矩形平面上不同点讎度，它和_ 无关.二维 和二雜日拉斯方程3 

以简写为▽ 2 «= 0 ,其中 

p2 „ 3 z u , a 2 u ^_ 3 2 « , a 2 u 上位 置的 ， mm 

^- = Y ^ + T 7 mv u = ^ + ^ ^ 

分讎为函数 M 的二维拉普拉斯算子 （ Laplacian ) 和三维拉 

^拉^通常希望求巾謂⑴、⑵和⑶雜-魏界条 

件 的解. , \ 

初始条件目力⑴肖⑵釀依針_〃賴飾 
可以描述当产0时的 情况； 也就是我们可以给出初始条件 
(initial condition , IC ). ^ / U )^®12.1 中騎 的補 
温度分布，则⑴的解心， O 必须满足单一的初始条件 ^ 

_ _ 一 图 12. 3 

© tan^=u x (x-|-Ax* OfHtan(?i=«,(x, t) 是料率的等价 表示- 
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uU , 0) = /( x ), 0< x < L . 另一方面，对于振动的弦我们可以给出它的初始位移（或形状） 
/( I )以及它的初始速度 g U). 用数学语言表达就是，我们要求一个函数 《 (x ， 《) 满足 （2) 式和 
两个初始 条件： 


w ( x ,0) = f ( x ) , -yy I = gix ), 0 <： jc ■< L . (10) 

例如，如图 12.4 所示，弦可以被拉起，然后以静止状态释放 （ gU )=0). 

边界条件图 12.4 中的弦无论在何时都固定在 z 轴的 o ：= 

0和 ;r = _ L 之间.我们可以用两个边界条件 （boundary condition , 

BC ) 来 描述： 

«(0，，）= 0， m ( L ， t ) = 0， f > 0. 

注意在这里， （10) 中的函数 / u ) 是连续的，因此/(0) = 0, / 

(7.)=0. 一般地，和方程（1)、（2)、 （3) 相关的边界条件有三种 
类型.在边界上，我们可以给出下列类型边界条件之一 的值： 

(i ) «， （ ii)|A ( iii ) + 是 常数- 

d n d n 

这里表示 《 的法向导数（“沿垂直于边界方向的方向导数）.第一种类型的边界条件 
(j ) 称为 狄利克雷条件 （Dirichlet condition ) ； 第二种类型的边界条件 （ ii )称 为诺伊曼条件 
(Neumann condition ); 第三种类型的边界条件 （iii ) 称为罗 宾条件 （Robin condition ). 例如，对 
t >0, 图 12. 1中杆右端的典型条件为 

(j ) = “。， w 。 是常数， 

= 0， 

(iii )' 4^ I =- h ( u ( L ,0 一 m „) > 0和是常数. 

条件 （i )' 仅仅表示边界在 f >0 时刻时具有恒定的温度叫.条件 （ ii )' 表示边界是 
绝 热的. 由热传导的经验法则可知，热量在边界上的流量（也就是单位时间内热量流过边界上 
单位面积的数量）与温度“的法向导数值 3 “/a «成 正比. 因此，若边界 yzL 是绝热的，则没 
有热量流人或流出，所以有 



我们可以把 （ iii )， 解释为在杆的右端由于和介质的接触而损失的热量，这些介质可以是空气或 
水，但它们都保持恒定的 温度. 从牛顿的冷却定律知，由杆向外流出的热量与杆边界上的温度 
u ( L , 0和周围介质 温度〜 之差成 正比. 我们注意到如果热量从杆的左端流失，那么边界条件 
就为 



代数符号的改变和我们的假设一致，假设杆的温度比周围介质温度高 ， 则必有 M ( 0 ， 
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u ( L , t )> u m . 在 i = 0 和 _x = L 处，斜率 w (0, f ) 和0必须分别是正的和负的. 

当然，在杆的两端，我们可以同时给出不同的条件.例如，可以有 
= 0和 u ( L ，0 = m 。 ，/> 0. 

a x I x=0 

我们注意到边界条件 （ i )' 是齐次的，若 “。=0;是非齐次的，若 “„# o . 边界条件 （ ii V 是 
齐次的. （ iii / 是齐次的， 若％ = 0;是非齐次的，若 
边界值问题 诸如 


和 


解:—7 = ^ y ， 0 x <C L , «〉0 

o X O t 

约束： (BC) u (0 jt ) = 0 ? u ( L , t ) = 0, t > Q 

(IC) “(j: ，0) = /(.r) , I = 总 (:) ， 0 〈工〈匕 



= 0, 


约束 — 。 

iw(x»0) = 0, 


0 < x < a, Q 〈 y <ib 

^ u I — 0, 0 〈 y 〈厶 

3 x I w 

u(x,b) = fix') ， 0 < x <C a 


( 11 ) 


(12) 


的问题称为边界值问题 （ boundary-value problem ). 

修正 在加人内部或外部对物理系统的影响后，偏微分方程（1)、（ 2 )、 （3) 必须加以修正. 
一维热传导方程和波动方程更一般的形式分别为 


和 

例如，若从杆的侧面有热量传导人温度恒为〜的周围介质，则热传导方程（ 13) 为 

k 一 hXu — u m ) = ~r- 
3 d t 


在 （14) 中，函数 F 可以表示作用在弦上的各 种力. 例如，当考虑外部力、阻尼力以及弹性回 
复 力时， （14) 的形式为 




外力 


T7 


ku. 


阻尼力回复力 


(15) 


注对大量不同类型现象的分析使我们得到了数学模型 （1) 、 （2) 、 （ 3) 或它们包含更 
多空间变量的广义形式.例如， （ 1 ) 有时称为扩散方程 （ diffusion e q uation) ’ 因为溶 
液中可溶物质的扩散类似于固体中热的 流动. 在这种情况下，满足偏微分方程的函数 
M(x , f ) 表示溶解物的浓度‘类似地，方程 （1) 也可以由电缆或传输线路中电荷流动的 
规律 推出. 在这种情况下 （ 1 ) 式称为电报方程 （telegraph equation )- 可以证明在某种 
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假设下，线路中的电流和电压降均是满足和 （1) 式相同的两个方程的函数.波动方程 

(2) 也经常出现在高频传输线路、流体力学、声学和弹性学的理论中.拉普拉斯方程 

(3) 在薄膜的静态位移中也会用到. 


练习 12.2 

在习题1〜4中，长为 L 的杆放置在 x 轴的区间 [0, L ] 上.构造一个温度 dx ， Z ) 的边界值问题. 

1. 左端温度恒为零，右端是绝热的.初始温度为 / U ). 

2. 左端温度恒为《。，右端温度恒为〜.整个杆的初始温度为零. 

3. 左端温度恒为100,右端和温度为零的介质之间发生热量 转移. 初始温度为 /(： r ). 

4. 两端都是绝热的，杆的侧面和温度为50的介质之间发生热量 转移. 整个杆的初始温度为 100. 

在习题5~8中，长为 L 的弦放置在 I 轴的区间[0, L ] 上.构造位移《(1， i ) 的边界值问题. 

5. 两端都固定在 x 轴上.弦从初始位移 WL —•!) 处由静止释放 • 

6. 两端都固定在: r 轴上.初始时刻弦没有位移，但是有初始速度 sinCxr / L ). 

7. 左端固定在 I 轴上，但是右端以 sin 扣的规律横向 运动. 弦从初始位移/( I )处以静止状态释放.当 
t >0 时，横向振动受到与瞬时速率成正比的阻力的干扰 • 

8. 两端都固定在尤轴上，初始时刻弦在轴上处于静止 状态. 当 i >0 时，一个外部垂直力作用于弦上，这 
个力的大小和力与弦左端的距离成比例 • 

在习题9〜10中，构造稳定温度《(工， y ) 的边界值问题. 

9. 一个薄矩形板放在区域 0<： y <2 上. 板的左端和底部是绝热的.板的顶部温度恒为零，板 

右端的温度恒为 /( y ). _ 

10. —个半无限的板放在区域 上. 左端的温度恒为 e — v ， 右端在0<^<1处温度恒为100, 
在： y > l 处恒 为零. 板的底部温度恒为/(工）. 


12.3 热传导方程 

考虑一个长为 L 的细杆，初始温度为 / U ), 其两端的温度对 【 >0时恒为零.如果图 12. 
所示的杆满足 12. 2节所做的假设，那么杆的温度《(工， r ) 可以由下列边界值问题 决定： 


k 

d t 

l ： , 0 < x < L , t > 0 

(1) 

u = 0 


Y~i 



w(0,i) = 

0, 

u{L,t) =0 ， t > 0 

⑵ o 

L x 

u(x,0) 

- 

fix), 0<x<L. 

(3) 

图 12. 5 


边界值问题的解利用乘积《(工， t ) = XU ) 了 ( t ) 和分离常数一 A 2 可得 


kT 

X w + A 2 X - 0, ⑸ 

r + kx 2 T = 0, 

X = Ci cosAj c 2 sinA>r ， （ 6) 

T = c 3 e^ 2( . ⑺ 

由 “（0， r ) = X (0)： r ( O = 0 和 M(L ， t )= X ( L ) T { t ) = 0, 我们有 x (0)=0， X ( L ) = 0. 这些齐 
次边界条件和齐次方程 （ 5 ) 构成了正则施图姆-刘维尔问题.把第一个条件代人（ 6 )式马上可以 
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得到 Cl =0. 因此 

X = c 2 sinA ： r, 

由第二个边界条件可以得到 X ( L )= Q S inAL = 0. gc 2 =0， 则有 X = 因此 《 = 0. 为了得到 
非平凡解 m ， 我们必须有 Q 乒0,所以当 

sinAL = 0 

时上面的方程得以满足.这意味着；^ = /^或 A = rz 7 t / L ， 这里《==1，2, 3， •••• 所得到的值 


= T' n 


，2,3，”. 


(8) 


以及相应的解 


X = c 2 sin ，” =1，2,3,… （9) 

分别 是这个问题的 特征值 （ eigenvalue ) 和特征函数 （ eigenfunction ). 

由 （7) 式可得 T = c 3 e — 所以有 

u „ = XT = A „ e-* uV/L2)t sm ， （10) 

这里我们用义„代替常数 c 2 c 3 . 乘积 《„( x ， 0满足偏微分方程 （1) 和边界条件（2)，并且对所有 
正整数”都成立. 0 然而，为了使 （10) 中的函数满足初始条件（ 3 )，我们可以用下面的方式来选 
择系数 A „: 

u „( x ,0) = fix ) = A „ siny ^ x . (⑴ 


一般地，条件 （11) 不会满足任意的 /• 因此我们不得不承认〜（工， 幻不是 所给问题的解•但是 
应用叠加原理，函数 

«U,0= E«„= EA.e-Wxsin^x (12) 

n=l n =1 

—定满足 （1) 和 （2). 把 i = 0 代入 （12) 可得. 

w (_ r ，0) = / O ) 二 D 疋 sin 

这个表达式是函数 / 正弦形式的半域 展开. 因此若我们令 A » = ^， " = 2’ 3,…，由 11. 3 


节的 （5) 式有 


A „ = - j-j /( x)sin 


由此我们可以得出一个结论， G )、 （2) 、（ 3 )所描述的边界值问题的解可以由无穷级数 
uU , t ) = ~ g (£ /( x ) sin dx ) e -* ( " 2 " Z !l} )l sin 

给出. 

在有些特殊情况下，若《(工， 0)-100, L = 6=1，则读者可以证明系数疋为 


0请读者证明若分离常数为 A 2 =0 或 A 2 >0, 则 （1) 满足 （2) 的唯一解是 
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uu,o da) 

解 （13) 的图像是三维空间中的 曲面. 我们可以用计算机代数系统的 3 D 绘图程序绘制出部 
分和 S „( x ， 0在一个由 0< a :<； it ，0< t < T 所定义的矩形区域上的图形来近似这个曲面•此 
外，我们也可以借助 CAS 中的 2 D 绘图程序绘出解“( X ，0在 x 轴的[0, Tt ] 上随时间 f 增加的 
图像. 请参考图 12. 6( a ). 在图 12. 6( b ) 中所绘制的是解 “( x ， 0在 t 轴[0, 6] 上随 i 增加的图 
像 U =0 是杆的左端，1=71/2是长为兀的杆的中点）.这些函数图像说明了 （13) 式中一个很明 
显的事情，即当时， «( x , 



练习 12.3 

在习题1〜2中，解热传导方程（1)，约束条件如下 所示. 设杆的长度为 L . 

1. u (0, t)=0 9 u(L 9 0=0 

0 <x<L/2 

L/2<x<L 

2. a(0, 0 = 0 ， m(L, 0 = 0 
u(x ， 0) = x(L—x) 

3. 长为 L 的杆，初始温度为 /( z )， 若它的端点 i =0 和《2：=1都是绝热的，求杆中的温度《(工， <). 

4 . 若… 2 ,叫二:二 1 ’解习题 3 - 

5. 设一个长为 L 的细杆，热量从它的侧面散失到周围温度为零的介质中.如果热传导服从线性规律，那 
么 热传导方程可以写为灸 Wax 2 — = a u / at, o<x<l, t> 

0,打是 常数. 初始温度为 /(工）， 两端点 ： T = 0 和 i = L 是绝热的， 

求杆的 温度“ U ，《)• 请参考图 12.7. 

6. 若端点 or =0 和 o : = L 的温度恒为零，解习题 5. 热量从细杆的侧面转移 

计算机实验作业 图 12 . 7 

7. U ) 解热传导方程(1)，约束条件为 

m (0“） = 0， m (100“） == 0， f 〉0 
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(0. 8x, 0 < x < 50 

u ( jr * 0 ) = ( 

10. 8(100-^), 50 < 100. 

(b) 用 CAS 系统的 3D 绘图程序绘制部分和 S 5 (；c，i> 的图像，这个部分和是由 （a) 中解的前五个非零项 
组成的，并且 0<:r<100, 0</<200. 设 6=1. 635 2. 用各种不同的三维视角来观察这个曲面（在 
Mathematica 中称为 ViewPoint). 

讨论题 

8. 在图 12. 6( b ) 中，我们已经绘出了 m ( x ， 0在区间 0< f <6 上，在工= 0， x = n /\ 2 , x = tt /6， x -= tt /4, 
x = tt /2 处的图像.绘出或描述出0在同样的时间区间上，但是在二 3 jt /4， x 二 5 tc /6， x=lln/ 
12, 1=71处的图像. 

12.4 波动方程 


现在我们能够解 12. 2节中所讨论的边界值问题 （11) 了.如图 I 2 . 2( a ) 所示的长度为 L 的 
振动弦，它的垂直位移由如下条件 决定： 


3 2 u 一 d 2 u 
3 .r 2 — 


0<x<L,t>0 


u(Qa) = o, u(Lyt) = 0 f t > 0 
d u 


M(x ， 0) = fix) , 了 ^ = 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


边界值问题利用一般的假设 Wx ，0 = X ( x ) T (0, 对 （1) 式进行变量分离，可得 

Hi 


使得 

因此有 


;T + a 2 x = 0和 + = 0, 


X = c 1 cosAx + c 2 sialz, 

T = c 3 coskat + c 4 sinA“r 

如前所示，边界条件 （ 2) 可以化为 X(0)=0, X(L)=0. 依次可以求出 
q = 0 及 sinAL = 0. 

由最后—个方程可以得到特征值 A = «7 t / L , 其中《=1，2，3，相应的特征函数为 

X — c 2 sin 〒 : r ， « = 1 ， 2,3 ， … 

因此满足边界条件 (2) 的方程 (1) 的解为 

= (A„ cos + B„ sin )sin ， ⑷ 

以及 


u(x,t) — 

令 (5) 中的 f = 0， 可以得到 


s ( 人 

n=l V 


， jsin 〒工 • 


(5) 


u(:r ， 0) = fix) = y]A n sin 
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它是函数/正弦形式的半域展开.正如在热传导方程中所讨论的一样，我们记 A „=6„: 

A„ = 昼 j" /(x)sin^rdr. (6) 

为求我们对 （5) 式求关于 t 的微分，然后令《 = 0: 

3 u 'o ( a n na . n iza ‘ , D w ita n na^ \ . n 兀 
T7 = g (- A„—sm —t + B„ —cos —r )sin -j- x 

癸 | 户。 = 仏 )=§ (B„^f )sm^. 

为了使最后一个级数成为函数 g 在这个区间上正弦形式的半域展开，总系数 Bwtw / L 必须由 
形如 11. 3节中的 （5) 式给出，即 



由此可以得到 

B „ = — ^― [ g r (x)sin ^ xdx . ⑺ 

nnaj o L 

这个问题的解由带有人和£„的级数 （5) 组成，义„和3„的定义分别如（6)和（7)式. 

我们注意到当弦 由静止状态释 放时，有 g (: c )=0, 对 0<: c < L 中的每一个 i 都成立，因此 

B n = 0 . 

驻波 回顾 12.2 节中波动方程的推导，边界值问题（1)、（2)、 C 3) 解中的常数^为 
4 TT P ' 其中 p 为每单位长度的质量，了是弦的 张力. 当了足够大时，振动弦会产生乐音.这 
种声音是由驻波产生的. （ 5) 式是乘积解的叠加，称为驻波 （standing waves) 或正 规方式 
(normal modes) r 

M ( x ，0 = -\- U z Cx 9 t ) A - U z (x u ) + 

由 5. 1 节的 （6) 和 （7) 式可知，乘积解 （4) 可以写为 

u „ ix , t ) = C „ 4 - ^sin , ⑻ 

其中 C „ = 7 A „ 2 + B ” 2 ，九的定义为 si 滅 = AJC „, cosi „ = B „/ C „. 对于《= 1，2,3,…，驻波的图 
像以 sin (« WL ) 的图像为基础，随时间变化的振幅为 

C„ sin ( + 九 ). 

另外，从 （8) 式可以看出，对于： c 的一个固定值，每个乘积函数 O 都表示振幅为 
C „| sin (^ x / L )| ,频率为 /„= na /2 L 的简谐振动.换句话说，驻波上的每一点都有不同的振 
幅，但是有相同的频率.当〃=1时， 

Mi ( x , t ) = C x sin ( + A ) sin 士 x 

称为第一类驻波 （first standing wave )、 第一类正规方式 （first normal mode) 或振 动的基本方式 
(fundamental mode of vibration). 前三类驻波或正规方式如图 12. 8 所示.虚线表示不同时间 
的 驻波. 在区间（0， L) 内，驻波 上满足 sin(wjtAL):r = 0 的点没有运动，这些点称 为波节 
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( node ). 例如，在图 12. 8( b ) 和 （ c ) 中，我们可以看到第二类驻波在 L /2 处有一个波节，第三 
类驻波在 L /3 和 2 L /3 处有两个波节.一般地，第《类振动的正规方式有 《 — 1 个波节. 



第一类正规方式的频率 

称 为基频 (fundamental frequency ) 或第一谐波 （first harmonic ) ,它和有弦乐器的音调有直接关 
系_很明显，弦的张力越大，它所产生的声音的频率就 越髙， 其他正规方式的频率都是基频的 
整数倍，称 为泛音 （ overtone ). 第二类谐波是第一泛音，如此类推. 


练习 12.4 

在习题1〜8中，解波动方程（1)，约束条件如下所给. 


1. u(0, 0 = 0, m(L, t) = 0 

“。， 0) = ^ x ( L - x ), 訊;。=。 

3. u(0, 0 = 0, u(L, t)=0 

uU, 0), 由图 12.9 定义， 3| 1= 。= 0 

5. m(0, t) = 0, «( 丌 ， 0 = 0 

d u 1 . 

uix, 0)=0 ， -T- =sin.r 

t \ t ^o 

7. u(0, 0 = 0, u(L ， t)=0 


2. m(0, z) = 0, m(L, t)=0 

uixy 0)=0 ，~ I ^x{L — x) 

d t \ 

4. u (0 ， 0 — 0 , m(tt » — 0 

“( x ， 0 )=+W - X 2 )’ 訊 ： 0 

6. u(0, 0 = 0, ti(l ， t)=0 

u(x, 0) =0. 01sin37U ：， ~~ ~0 




，努 L = 。 


«(x» 0) = j — 。 =0 

这个问题描述了一个振动弹性杆的纵向位移 “ ( J ： ， f ) . 在工= 0和工=1处的边界条件称为自由端条件 
(free-end condition). 请参考图 12. 10. 

9. 一个弦的两端固定在 z 轴的 x = 0 和 ： r = L 处， t >0. 若横向振动发生在介质中，这种介质对运动施加 
的阻力与瞬时速率成正比，那么波动方程的形式为 

T ?- T 7 + 2 ^ il ' 0</3<1 ' £>0 - 
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m 2Z./3 L x 


若弦在初始位移 /(d 处由静止释放，求位移 W (: T，0. 
10. 证明边界值问题 


«(0f/) = O.wCtt,/) 


的解为 — — 互]/ 0 ■ ^ sin(2 是 一 Dxcos ( 2 k — l) z + 

7t Jrf i 2 k — 1)" 

长为 L 的振动梁，其横向位移 《(*r，O 由下面的四阶偏微分方程 决定: 


如果梁是简单 支撑的 （simply supported)， 如图 12. 11所示，边界和初始条件为 


w(0，f) = 0 9 u ( L , t ) = CM > 0 


I^L - 0 


u(x,0) -= /(J ：)= 犮 ( JT)，0 < X < L . 
d t \ ,^0 

t ). [提 示： 为了求解方便，分离变量时我们用 A 4 代 


图 12. 11简单支撑的梁 


12. 若习题11中梁的两端在1 = 0和 jt = L 处是嵌入式的 （embedded) ，那么对于（>0，边界条件为 


u ( 0 , t ) = 0.u(L,f) = 0 


(a) 证明这个问题的特征值是 A = 其中 a ,(«=]，2，3，…）是方程 co S krM SJ :=l 的正根. 

(b) 用图形说明 （a) 中的方程有无穷 个根. 

^ (c) 用计算器或计算机求前四个特征值的近似值.结果保留四位小数， 

13. 考虑本节所给的边界值问题（〗）、（2)、 （3). 若在 0<:r<! ■上， gU) = 0, 证明这个问题的解可以写为 

u(x,t) = + a/) + /(^ — at )]. 

[提 示： 利用积化和差公式 Zsmftcos&ssinCft+ft^ + sin (呔 一ft).] 

14. 无限长弦的垂直位移 《(~r，<) 由如下初值问题 决定： 

a 2 =货，- 。o<i<co，Z>0 
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u (_ c ，0) = /( x) ，- I = g ( x ). 


(9) 


解这个问题可以不用变量分离法. 

( a ) 证明通过代换和 7 ^ = 1 — d 可以把波动方程变为 3 2 u / 3 V 3 ?= 0 . 

( b ) 对 （ a ) 中的偏微分方程进行积分，先对 7 进行积分，再对$进行积分，证明 i )= F ( x + a «) + 
G ( x — af ) 是波动方程的解，其中 F 和 G 是任意的二次可微 函数. 用这个解和所给的初值条件证明 

F(ar) = -~/(x) + g(s)di + c , 

. G ( i ) = -^/(工)一去 _[ g (s)ds —c. 

(c) 利用 （b) 中的结果证明 

uU , t ) = y[/(o: + ai)+/(j：-a/)] + ^J^g(i)ds. (10) 

注意当初始速度 g(~r) = 0 时，我们可得 

u ( x , t ) = -y[/(^ + af) +/(x-^)], - oo < x<oo. 

这个解可以看作是两个行波 （travelling wave) 的叠加，一个向右传播(即 ■^/(i —如 ）) ，另一个向 


左传播 (+ /(:r+<2i) ). 两个波的传播速度都为〜初始位移 /(W 相同. （ 10) 中 uU, f) 的形式称 
为达朗贝尔 解 （ d’Alembert’s solution). 

在习题 15〜17 中，利用达朗贝尔解 （ 10) 解习题 I 4 中的初值问题，约束条件如下所给 • 

15. /U) = S itLT， 紅（文）=1 16. f { x ) = shu :, g(x) = cosx 

17. /( jt ) = 0, gU) = sin2x 

18. 设习题 14 中的初值条件为/0) = 1/(1 + /)， g(x)=0, a=l. 绘出达朗贝尔解在时刻£=0, f=l， 
J=3 时的图像. 


和 g ( x ) = 0, 


25) 的图像. 


计算机实验作业 

19. 考虑一个无限长弦的模型.在初始时刻，弦固定在三个点（_1，0)， d’ 0) 和 （0 , D 上，并且在 
时刻同时在这三个点处释放，这个模型可以由 （9) 给出，并且有 

fl—U 丨 ， I J 丨 < 

/( 叫 0 ， Ul > 

(a) 绘出弦在区间[― 6 , 6 ]上的初始位置 - 

(b) 用 CAS 绘出达朗贝尔解 （W) 在[一 6 , 6]上《 = 0.2*(^ = 0’ 1，2， 

(c) 用计算代数系统模拟这个解_描述弦随时间变化的运动_ 

20. 1轴上-个无限长的弦，在原点处用-个锤子打击这个弦， »^wse*0.2in. 述弦运动的模型 

由 （9) 给出，并且有 

(1，丨 JT 丨< 0. 1 

/(x)=0 和 g ⑺=| 0 ， | „ |> 0 .1' 

U) 用 CAS 绘出达朗贝尔解 （10) 在 [ — 6, 6] 上 t = 0‘2K&=0， 1，2， …， 25) 的图像. 

(b) 用计算代数系统模拟这个解_描述弦随时间变化的运动. 一 _, /9 

21. 习题7中振动弦的模娜为㈣模塑 （P luckedstri ‘ 弦两端固定在工 =0 和工- L 处，工— L / 2 处高 
屮,轴 h 单位高度请参考图 12. 4 .从《 = 0时刻开始，弦由静止状态释放. 

⑽图形，即解在㈣屬I 2, …， ⑽处前六个非零 项的秕 

设 a=l ，h = l, L=tc. 

(b) 用计算机代数系统模拟习题 7 解的运动- 
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12.5 拉普拉斯方程 

假设我们希望求出矩形平板上稳定的温度“（工，>)，矩形板的垂直边缘是绝热的，如 
图 12. 12所示.当没有热量从板的侧面散失时，我们解下列边界值 问题： 


d 2 u , 

- T 1 

= 0， 0 < X < a, 

0<y<b 

(1) 

9 x 2 

3 y z 



= 0， I =0 ， 

0<y<b 

(2) 


= 0 d X 丨 x = a 


u(x , 0) 

= 0 ， u(xjb) = fix '), 

0 <； X < <2. 

(3) 


绝热的 


u = f ( x ) 


ia 9 b ) 

绝热的 


u = 0 

图 12. 12 


(4) 

(5) 

(6) 

(7) 


边界值问题的解对 （1) 式应用变量分离法 ： v ) = 

X(x)Y(y ), 可得 

r __r__ 2 

X ^ Y ■ A 
X" + A 2 X = 0 
^ - a 2 y = o 

X = Ci cos 又 : c + c 2 sinAx , 

因为 0<： y <6 是有限区间，因此有解 

Y = c 3 coshA：y + c 4 sinhAjy. 

前三个边界条件可以化为叉’( 0 ) =0 ， X ' U )=0， Y (0)=0. 对 X 微分，并令 x = 0， 可得 c 2 = 
0，因此有 X = ClC osA ： r . 对这个表达式求微分，并令 ^ = a ， 可得一 Cl AsmAa = 0. 当 A = 0 或当 
Xa = mz , X ~ n - r . la , n = 1, 2 , …时满足最后一个条件.观察到 A = 0意味着 （4) 为 X 7 — 0•这个 
方程的通解是线性函数 X = c i + C 2 X ， 而不是（ 6 ).在这种情况下，由边界条件 x ( o ) — 0, 
X ' (a ) = 0 可得 X = 这个例子和前两个例子不同，在这里 A = 0 是一个特征值.当 A = 0 时令 
n = 0, 可得特征函数 

X = Ci , n = 0和 X = q cos ， n = 1,2, •••. 

最后，当; l >0 时把条件 Y (0)=0 代人 （7) 可得 c 3 = 0. 然而，当/= 0时，方程 （5) 可以写 
为 r = 0, 因此解为 y = c 3 + c 43 >， 而不是 （7). 但 Y (0)=0 再一次表示 c 3 =0’ 所以 Y = 因 

此，方程满足前三个边界条件的乘积解为 

A 0 y , n = 0和 A „ sinh ycos r ， n = 1,2, — . 


由叠加原理可得另外一个解 

udx , y ) = A„ ^ + 2 A - sinh^cos^x. 

n=l 

在 （8) 式中做代换;可得 沈 

«(x,W =/U) = Ao6+|] (A, sinh^)cos^x, 

它是函数 / 余弦形式的半域展开.若我们令 A » 6 = a 。/ 2 , A n sinh(«Wa)=a„, n 
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3，…，由 11. 3节的 （2) 和 （3) 可得 

2A 0 b = /(x)clr， 

A 0 = /(x)dx, (9) 

以及 

A n sinh —b = f ( x)cos 

A n — --- [ f ( x}cos —xdx. (10) 

.1_ n 7Tr J o a 

asinh —— b 
a 

这个问题的解由 （8) 中的级数构成，其中八。和 A„ 的定义分别是 （9) 和 （10). 

狄利克雷问题有一类边界值问题我们称之为 狄利克雷问题 （Dirichlet problem). 在这些 
边界值问题中，我们要在一个有界区域尺中（在平面上或3维空间中）求椭圆型偏微分方程的 
解，如拉普拉斯方程 ▽ 2 m = 0的解，以使得 m 可以在整个区域范围内取指定 的值. 在练 
习 12. 5的习题1中，要求证明矩形区域上的狄利克雷问题 

十土4 = 0， 0< x<a, 0 < y<b 

3 x B y 

w(0, ： y) = 0 ， u(a,y) = 0, 0 < 3 ； < 6 

mU ， 0) =0 ， u(x,b) = fix), 0 < x < a 

的解为 

u ( x , y ) = f] A„ sinh ^sin 其中 A - = — -^-^J Q /(^)sin ^ Ax . 

a 

在特殊情况下， /(^) = 100, a=l. b =\, 系数 A „ 为 A „ = 200 • 糊 CAS 软件， 

我们可以在区域尺： 0<_r<l，0< y <l 上绘出 mU ， 3O 所定义的曲面，如图 12. 13(a) 所示 • 
在图中可以看到边界条件是满足的；特别注意到： V = 1 时，《 = 100 ， 0<x<l . 等温线 
( isotherm ) 或矩形区域上温度为常数的曲线可以用 CAS 软件中等髙线绘图程序得到， 
如图 12. 13(b) 所示. 等温线也可以看成是水平面 M = 80 , m = 60 等与图 12. 13(a) 所示的曲面相 
交的曲线（投影在工^平面上）.注意整个区域上最高温度为“= 100 ,发生在 >=1 的边界七. 
这并不是巧合. 极大值原理 （maximum principle ) 说明，拉普拉斯方程在具有边界 B (如矩形、 
圆形、球形 等等） 的区域 J ? 上的解“在 B 上取得最大和最小值.此外，可以证明《在尺的内部 
不存在相对极值(极大或极小值）.这个解释可以清楚地从图 I 2 . l 3 ( a ) 中的曲面上看出来 • 

叠加原理若两个平行边界上的边界条件为齐次的，则矩形区域上的狄利克雷问题可以很 
容易地用 M 分雛雜 . 縣， 若矩祕 域酿上醜界条件不歸次的，那么变量分离法 
就不适合这种狄利克雷问题.为了解决这个难题，我们把问题 

+ 3 = 0, 0 < x < a, 0 < y<b 

d x 2 3 y 
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w(0,y) = F(y) 9 u(.a 9 y) = G(y) > 0 <. y <Cb (11) 

tt(x ， 0) =/(x) ， u(x,6) = g^(x), 0 < x < a 

分解为两个问题，每一个问题的平行边 界上命 具有齐次边界条件，如下所示： 

问题 1 

d U } + d = 0,0< a :< a *0< y <6 

o x a y 

u x (0*,y) = 0, Mi (a ， 3/) = 0， 0 <C y 6 

Mi ( x ,0) =/(: c )， ui ( x 9 b ) = g (, x ), 0 < x < a 

问题 2 

T ^ + " T ^ = 0,0< x < a ,0<3；<6 

u 2 (0,y) = FCy) ， M 2 (a ，： y) = G (: y) ，0 〈 y 〈 b 
m 2 (:t,0) = 0,m 2 (x ， 6) = 0,0 < x < a. 

设⑷和 m 2 分别是问题 1 和问题 2 的解 . 若定义 M(x ， y')=u l (.x, >)+m 2 (x, y '), 则可以 
看到 M 满足原始问题 (11) 的所有边界条件 . 例如， 

u(.0,y) = ui (0,y) +«2(0，，）= 0 + F(y) = F(y) , 

m(x,6) = u^Cx,^ +u 2 ix,b) = gCx) + 0 = gCx'), 

等等 . 进一步，根据定理 12.1 可知 “ 是拉普拉斯方程 的解 . 也就是说，通过解问题 1 和问题 
2, 并把它们的解相加可以得到原始问题 的解 . 解的这种可加性被称为叠加原理.请参考 
图 12. 14. 



图 12. 14解“=问题1的解叫+问题2 的解的 
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请读者自行证明问题 1( 请参考练习 12. 5的习题13和 14) 的解为 

Ui (x,y) = 2 I A„ cosh ^-y + B„ sinh ^-y | sin 


其中 


A„ = — [ f(x) sin —xAx, 
a Jo a 

- g(x)sin ^xdx — A„ cosh 〒 6 )， 


,inh 


问题 2 的解为 


u 2 ix,y) = 2 |A„ cosh +B„ sinh |! 


nit 


其中 


卜 J : F (介 


B„ = 


sinh 




(: y)sin dj> — A„ cosh 


练习 12. S 

在习题 1 〜 10 中，解矩形平板的拉普拉斯方程 （1), 约束是如下所给的边界条件. 


u(0 » : y)=0，u(a, y) = 0 
u(x, 0)=0， uix, 6) = /(jc) 


2 . m ( 0 ， ））= 0 ，uia , 3 ») = 0 

I =0， w ( x , 6) = / U ) 
^ y\ y =o 


3. u (0， v ) = 0, u ( a , ^) = 0 
w(.r, 0) = fix) , u(x, 6) = 0 
5. m( 0, : y)=0, u(l, : y) = l —：y 

■1^1 =0, 1^1 =0 
^ y\y-o 3 y\y=i 

7. I =u(0, y) » u(7T, y}= 

u(x, 0) = 0, M (工， n)=0 


u{xt 0)= x -, u ( x , 6) = 0 

6. M(0 ， y) = giy) t I 叫二 0 

4^1 二 0,4^| =0 

3 y\ y -0 9 y \ 

8. m (0, 3-)=0, w ( l ， y )^0 

冬 ^ 1 =w〈x，0)， 《(x，1) = /(x) 

3 y \ y-o 

10. w(0, = = 

〜 u ( x , 0)=0, m ( x , 1)=0 

在习题 11 和 12 中，解拉普拉斯方程 （1)， 它描述了沿 y 轴方向的半无穷平板.在两道题中均设当^ 
时，《(: r ，_ y ) 是有界的. 


9. m( 0, : y) = 0 ， 《 (1 ，： y)=0 

«(x, 0) = 100， m(j ，1) =200 
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11， 



U=f(x) 


12 . 



0 ! n 


u=/W 


图 12. 15 


图 12. 16 


在习题13和 U 中，解矩形平板的拉普拉斯方程 （1), 约束是如下所给的边界条件. 

13. m (0 , ^)=0, u(a f y) = 0 
u(x ， 0) = fix) , uix, b) = g{x) 

14. w(0, y)=F(y) , w(fl， y)=G(y) 

uix, 0)=0 ， uixi b) = 0 

在习题 15 和 16 中，用叠加原理解方板的拉普拉斯方程 （1), 约束是如下所给的边界条件. 

15. u(0, y ) = l f w(7T， y ) = l 16. w(0, y ) = 0 , m (2, y )=^ y (2 — y ) 

uCxy 0)=0 ， m (: r ， tt) = 1 u(x, 0) = 0 ， 

fx ， 0<x<l 

«Cx, 2)= 

l2- ： r ， 1< 工 <2 


计算机实验作业 

17. (a) 用 CAS 的等高线绘图程序绘出习题9的解在《=170，140， 110, 80 ， 60， 3 0 处的等温线. 

(b) 用 CAS 的 3D 绘图程序绘出部分和 S 5 U， >0的图形. 

18. 用 CAS 的等髙线绘图程序绘出习题10的解在2，1，0.5, 0.2, 0.1， 0.05, 0, —0,05 处的等 
温线. 

讨论题 

19. (a) 在习题1中，设 a = 6=7t，/(x) = 100_r(n —x). 不使用解 y)， 徒手绘制出定义在矩形 K 域 

OSjySr 上的曲面. 

(b) 温度《在上的最大值是多少？ 

( c ) 利用 ( a ) 中的信息计算习题1中所得答案的系数 • 然后，利用 CAS 中的 3 D 绘图程序绘出部分和 SU ， 
t ), 它是 〈 a ) 中在 OgySTt 上的解前五个非零项 的和. 从不同的角度比较它和 （ a > 中绘出 
的图形. 

20. 在习题16中，温度“在 0<:c<2, 0< y <2 上的最大值是多少？ 

12.6 非齐次方程与边界条件 

若偏微分方程或边界条件是非其次的，则变量分离法将不适用于解这类边界值问题.例 
如，若有限长度的杆的内部以常速率，产生热量，则热传导方程变为下面的 形式： 
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方程 （1) 是非齐次的，很容易可以证明它是不可分离的.另一方面，我们希望当边界 a; = 0 和 
i = L 分别维持在非零温度 h 和纟 2 时解一般的热传导方程尽管代换《(^, t )= 
XU)TU) 可以分离偏微分方程，但是我们很快会发现不能求出特征值和特征函数，因为从 
«(0, 0 = 乂(0)7^)=卜和 M a, z) = xa)Tw=b 得不到任何结果. 

因变量 的改变 有一些包含非齐次方程和非齐次边界条件的问题可以通过把因变量“变为 
新的因变量 r 的方法来求解，需要做代换《==”+办这种方法的基本思想是求出化它是单变 
量函数，然后可以使得双变量函数”满足齐次偏微分方程和齐次边界条件.下面的例子给出了 
具体的求解过程. 

ti — 非齐次方程与边界条件 
解方程（1)，边界条件为 

«(0,r) = 0, w(i ,0 = u 0 * t > o 


M (: C ，0) = fix ) , 0 〈: T < 1. 

解 在 X=1 处的方程和边界条件都是非齐次的.如果令 t ) = v ( x , «)+ 0 ( 1 )， 那 


么有 


3 x 2 


+/和 


3 v 

~ Y ~ t ' 


把这个结果代入 （1) 式，得到 


若令0满足 


咏〃 + r = 0或 〆 ' = — f ， 


则方程 (2) 可以化为齐次方程. 

对上面的方程积分两次，然后可以得到 

0(工） =— 告工 2 +^1 x + c 2 . 


然后有 

w(0 9 t ) = ^(0,0 十 0(0) = 0， 

w(l ， r ) 二 r(l，0 +0(1) — w 0 . 


若有 

0(0) = 0和 ^(1) == Wo , 

则可得 wo , 0 = 0 , t ； a ， t )=^ o . 

把最后两个条件代人（ 3 )式依次可得 c 2 = o , 因此 


( 2 ) 


(3) 


一） =-^ 2 + ( S +Uo ) x - 

最后，把初始条仵 〆 工， 0) = vix , 0)+4(x) 代人，得到 Wx ， 0) = «(x, 0) —〆 x)=/Cr) — 
小⑴. 因此为了求 O , 我们可以用变量分离法解这个新的边界值问题 
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用一般的方法可以解出 

其中 


T ? ~ 17’ 

v (0, t ) = 0, v(l , t ) = 0,« > 0 

W ( x ，0) =/ Cr )+ ^ 一(告 + «。卜. 

v(x 9 t) = A n e- 紜 、 2( sinn nx, 


(4) 


A „ = 2J0 [/( z ) + ~^ c 2 —(点十 Wo )^] sinn 7 rxdr . 

最后，把 0(： r ) 和 /) 相加，可以得到原始问题的解 

u { xa ) ~ x 2 + (会 + Wo ) x + 2 义 e ~ b ' 2 ^ c sinw Kx t (5) 

这里 八„的 定义如 （4). M ■ 

观察 （5) 式发现当十⑺时， uU , t 、— 扒工\ 在解热传导方程的教程里，0称为是稳定 
解 （ steady-state solution ). 因为当 f — + 00 时， t /( x , t )—0 , 所以 i ; 称为是 瞬时解 （transient 
solution ). 

代换 u = u 十0也可以用在包含波动方程和拉普拉斯方程的问题中. 

练习 12.6 

在习题1〜2中，解热传导方程々《==«,， 0< x < l , f >0, 约束条件如下所给. 

1. u(0, 0 = 100 ， m(1, t) = !00 2. w(0, t)=-u 0 , w(l, t)=^0 

w(x, 0)=0 uix, 0) = /(jt) 

在习题 3 〜 4 中，解偏微分方程 （1)， 约束条件如下所给， 

3. m (0, O = u 0 ， «(1, 0 = uo 4. m (0, r )= w 0 , u ( l ，= 

uU , 0) = 0 uCx , 0)-/( jt ) 

5. 解边界值问题 

k 4^ + Ae^ = 0,0< x< 1,J> 0 

o X o t 

u (0, f ) = 0,«(1 u ) = 0 ,r > 0 
u(j：,0) = fix) ,0 < x < 1. 

当热量产生于一个细杆内部，并且来源于 某种物 质的放射性衰减时，偏微分方程的形式为热传导方程. 

6. 解边界值问题 

k -^—7 — hu = , 0 < x < > 0 

d x l d t 

m (0, t ) = 0, uCjc»O = u Q , t ^> 0 

w ( x ,0) = 0,0 < < k . 


7. 求边界值问题 


- hiu 一 Uo ) 


u (0, r ) = uo = 0 ,r > 0 
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w(:r ， 0) = fix) ，0 < < 1 

的稳定解 私工） • 

8. 如果习题7中的细杆沿： r 轴方向是半无限的，并且热量从它的侧面辐射到温度为零的介质中，同时 
还有 

m( 0〆 ） = uq , ~ 0^t^> 0, 

u(x.O) = fix) ,x > 0. 

求稳定解 tpU), 

9. 当振动弦受外部垂直力作用，并且这种外力的大小和其与弦左端的水平距离有关，那么波动方程的形 


式为 




这里 A 是常数.解这个偏微分方程，约束条件为 

u (0 , t ) = 0 ， M (1 


M ( X ，0) = 0，-^ I 

10. 一 个弦初始时刻静止在 1 轴上，并且在^ = 0和 • 
重力作用下向下弯曲，那么位移》(心0满足 

2 d 2 U d 2 U f 

a Y^- g = T 7^ 


= 0,t>0 

= 0,0 < J < 1. 

1 处被固 定在工 轴上.如果 《>0 时，弦在其自身 


这里 g 是重力加速度.解出《(文， f ). ^ 

11. 求如图 12. 17所示半无穷平板上的稳定温度《(1， ： y )_ 设当+ 时，温度是有界的.[提示 ：试一 
下 w(x ， y) = *y(x, : y) + 0( ： y).] 


12. 泊松方程 （ Poisson’s equation) 


T 7 


-h ， h> 0 


在许多与电势相关的问题中都能 碰到. 解上面这个方程，其约束条件为 
m (0,^) = 0 ， wU ，： y) = l ， y>0 
u(x,0) 二 0,0 < x < 7C. 


12.7 正交级数展开 


对某种类型的边界条件，用变量分离法和叠加原理可以得到其三角函数形式的级数展开， 
而不是 傅里叶级数.在本节中，为了解这类问题我们将使用正交级数展开的概念或 n . 1 节中 
介绍的广义傅里叶级数. 

_正交级数展开的使用 _ 

一个单位长度的杆，热量从它的右边界散失到周围介质中，介质温度恒为零，那么这个杆 
的温度由下面的约束条件决定： 


u (0, z ) = 0, 



—hud ,t) 9 


A > 0, 


r >0 
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解出 u(.T, t). 

解 由变量分离法可得 

X〃 + A 2 X = 0，r+M 2 T = 0， （1) 

X(x) = C] cosAr + c 2 sirUi 和 T ⑴ =c 3 e^ 1 . 

因为 W ==XT， 所以我们可以把边界条件写为 

X(0) = 0和 X’（l) =—/iX(l). (2) 

由 （2) 中的第一个条件马上可以得到 Cl =0. 把 （2) 的第二个条件代人可得 

AcosA =— hsinA 或 tanA =— +• (3) 

由 11. 4节例2的分析可知， （3) 中后一个方程有无穷 个根. 这个正根序列 A„(” = l， 2，3，…） 
是该问题的特征值，相应的特征函数是 XU)= C2 sinA„:c， n=l, 2, 3, 因此有 

m „ = XT = A„ e— 心 sinA„ 工和 = XI A ” sinA„ :r. 

n=l 

令 t = u{x, 0) = 1, 0<X<1, 所以有 


l = A n sinA n x. ⑷ 

72= 1 

(4) 中的级数不是傅里叶正弦 级数； 它是正交函数形式的级数展开，这些正交函数是由正则施 
图姆-刘维尔问题得到的，而这个正则施图姆-刘维尔问题是由 （1) 中的第一个微分方程和边界 
条件 （2) 构成的 • 因此我们有一个特征函数集合 {sinA„x} ， n=l, 2, 3, - , 这里 A 的定义为 
tara=~k/h , 在区间[0, 1] 上它关于权函数〆 ^) = 1 是正交的.令 11.1 节 （8) 中的 /(x) = l， 


可得 


| sinA„ xdx 



为了计算每个特征函数平方形式的积分，我们使用三角恒等式 

I' sin 2 X n xdx = [1 - cos2A„ ^ ]dz = y[ x - 2^ sin2An ]' 

利用 sin2；U = 2sirU„cosA„ ， A„cosA„ =-/isinA„ > 可以把 （ 6 ) 式简化为 
j sin 2 A„ xAx = + cos?： 入 "] • 


并且有 


sinA n xdx — —cosA n x 


= t [1 


cosA„]. 


(5) 


(6) 


2/i(l — cosA„) 
X n ih + cos 2 A„) 


因此 （5) 式可以写为 
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最后，边界值问题的解为 

u(x ， t) = , rl _L C ° S ^i 、 e — sinA„ x. 

A„(/i + cos'" A„) 

tiB 正交级数展开的使用 

单位长度的扭转振动杆，其扭角为供工， <) 由 K 面的约束条件 决定： 

d 2 d = d 2 d 


Y7, 

6(.0,t) = 0 , 


0 < j: < 1 
=0. 


t > 0 
>0 


d ( x ,0) 


= 0， 0 < ^ < 


请参考图 12. 18. x=l 处的边 界条件 被称为悬空端条件.解出扒 X ， 0. 
解 利用0= XT '， 可得 

X w + A 2 X = 0 ,r + a 2 A 2 T = 0, 

X(^) = c x cosAa: + c 2 sialr 和 丁⑴ = c 3 cosaU + c 4 sinaAt. 

由边界条件 X (0)=0 以及； ^(1)=0 分别可得 Cl =0, c 2 cosA = 0. 因为 


扭转汗、 
图 12.18 


余弦函数在 t :/2 的奇数倍处等于零，所以这个问题的特征值为 A =( 2 «_1)( tt / 2 )，n = 
3，…，再由初始条件 T '(0)=0 可得 c 4 =0， 因此有 

6„ = XT = A „ cosa (^^~^); trsin (^ y ^)7 rx . 

为了满足剩下的初始条件，我们构造 


- \ntsm(^ n 2 l )7t ： r. 


(7) 


(8) 


9(. x ,0 二 D A „ cosa 

n= 1 

当； = 0 时，对0<工<1，我们一定有 

^ A . /2n-l 
0 (X ， O) = X = 2_J A n sin( — 2 — , 

如例 1 所示，特征函数的集合卜 in ( 各 〜」 ) 7 ^卜=1， 2 ， 3 ，…）在区间[0， 1] 上关于权函数 

户 U ) = l 是正交的.级数 i 不是傅里叶正弦级数，因为正弦的参数不是 

tw / L 的整数倍（本例中 L = l ). 这个级数是广义傅里叶级数 • 因此由 11.1 节的 （8) 式可知’ 
(7) 的系数是 




计算这两个积分，然后可以得到 


A „ = 


8( - 1) 许 1 
(2n — I) 2 丌 2 


所以扭角为 
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练习 12.7 


0{ x,O 



(_1)卄 1 

(2 n-\y 


cosa 




7TX. 


1. 在例1中，若杆的左端是绝热的，求温度 «( x , 0. 

2. 解边界值问题 


k ，o < x < 1 a > 0 

d X d t 


W (0“) = 0, I 

u ( x ,0) = /( x ) ,0 < x < 1. 

3. 求矩形板的稳定温度，其边界条件为 

«(0 ,y) = | =— hu(a ， y) ，0 < y < b 

«(x,0) = 0,u(x,b) = fix) ,0 < j： < a. 

4. 解边界值问题 

= 0 t 0<y<l,x>0 

3 x l d y' 

w(0 ， y) = w" limw(j ： T.v) = 0,0 < 3 ； < 1 

I - 0,4^1 =- huUA ), h >0, x >0. 

3 ：y I 尸。 ^ y \ y-l 

5. 长为 L 的杆，若初始温度为 / U )， 并且端有恒定的温度零度， x = L 端是绝热的，求温度 u ( i ， t ). 


6. 解边界值问题 


a 2 


d 2 u d 2 u 


，0 <x<L f t>0 


uiOu) = 0 ， E^~^ I = Fq ，r > 0 

m ( x , 0 ) ― 0,~-7 = 0,0 < x < L. 

d t \ ,=o 

解《(工， O 表示振动弹性杆的纵向位移，左端固定，右端受到大小为 F 。 的常力，请参考图 1 H 0. £是 
常数，称为弹性模量 • 


7. 解边界值问题 




3 u 
~dlc 


= 0,w(l，>>) = u 0 ,0 〈: y< 


w ( x ,0)= 

8. 单位长度的杆，其初始温度为 /( x ). 


°’勞 L ， o ’ o<j：<l . _ 

在它的两端 j ： = 0 和 I =1 处和周围介质有热交换，介质温度恒为 


零.证明 


uU,t) = ^A n e~<' (A„cosA„x + hsinA„x) , 

«=1 

其中 疋 = ( g + A + hd/(j)(A„cos/Ur 十 AsiaL~r)dr ， X„{n=\^ 2, 3, …〉 是 tanA = 2AA/U 2 — A 2 ) 
的连续 正根. 
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9. 一 个振动的悬臂梁左端 （: r = 0) 嵌在支撑物内，右端 （1=1) 是自由的.请参考图 12.19. 梁的横向位移 
uU , t ) 由如下边界值问题 决定： 

|^ + ^ = 0,0<x<l, t >0 

編= 0 ，亂。= 0 … 

u(x,0) = fix')j I - g(x) ,x > 0. 

( a ) 利用分离常数 A *， 证明这个问题的特征值由方程 cos A cosh 又=—1决定. 
a , ( b ) 用计箅器或计算机求出前两个正特征值的近似值. 

10. ( a ) 求一个方程，当习题9中梁的端点 x =0 和 • 1 = 1 都是嵌人式时，它定义了这个问题的特征值. 

( b ) 用计算器或计算机求出前两个正特征值的近似值 • 

12.8 含有双变量傅里叶级数的边界值问题 

到目前为止，我们只介绍了求解一维热传导方程和波动方程的解法.在本节中，我们将介 
绍如何扩展变量分离法求解包含二维偏微分方程的 问题. 因为未知函数“是三个自变量 
^的函数，所以若假设特解的形式为 xoc ) y ( y ) T “）， 则会很自然地推出双变量 x 和 y 的傅里 
叶级数. 

在本节的练习中，我们也将会考虑三维空间的拉普拉斯 方程. 


(办, C ) 


图 12. 20 

二维热传导方程和二维波动方程设如图 12. 20所示的矩形区域是一个薄板，其上温度“ 
是时间《和位置 U ， ： y ) 的函数.那么，在合适的条件下，可以证明》(工，> *) 满足二维热传 
导方程 （ two-dimensional heat equation) 

r ( d 2 u ■ d 2 u \_ 3_u ( 1 ) 

3^)- 3t' 

另一方面，设图 12. 21 表示一个矩形框架，它上面有一个弹性薄膜被伸展成矩形 ( f 成一个矩 
雜膜).娜娜麵起来，那么它的祕“也.雛置( I ，： V )晒数，这个位移在巧平 
面上麵 （横 _ 动）. 若振动是微小的、自由无阻尼的，那 么心， y，d 满足 二 维波动方程 
(two-dimensional wave equation) 
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a2 ( 


d 


3 2 u\ 

T 7)- 


3 z u 

T 7. 


( 2 ) 


在下面的例子中，我们对含有 a ) 式的边界值问题使用变量分离法求解. 

_二维热流方程 

求如图 12. 20所示平板上的温度 f ), 初始温度为 / U ， y )， 边界温度恒为零. 

解 我们必须求解 

+ 卜 If ， 0<X<b ，° <y<C， <>0, 

约束条件为 

uC0yy,t) = 0, u(b,y,t) = 0, 0< ： y<c ， f>0 

u(x 9 0,t) = 0, u(x,c,t) = 0, 0 〈 x 〈 b ， t>Q 

uix ^ yjO ) = /( x ，3；) , 0<: c 〈6， 0 < y 

为了分离偏微分方程中的三个自变量，我们试图找到一个乘积解 “ a ， > o = x ( J ：) y ( > ) 
TU). 把这个假设代人方程中得到 

k(X' r YT + XY r T) = XYT / 

或 

竺=— 匕 + I ： (3) 

X Y kT 

因为 （3) 的左边仅依赖于 x ， 右边仅依赖于 y 和 h 所以我们必须令两边同时等于一个 
常数一 A 2 : 


因此有 


T = __Y^,r_ = 

Y —— Y 十砰— 


矿 + A 2 X = 0 


用同样的推导过程，如果我们在 （5) 式中引进另外一个分离常数一 〆 ，那么有 


方程 (4) 和 （6) 的解分别为 


〆 和 fi + A2= — 〆 ， 
y ^ + 〆 Y = 0， r +^( A 2 + fx z ) T = 0. 

X(jr) = ci cosAx + c 2 sinA ^ ， 
Y(y)= c 3 cos"：y + c 4 sinjjLy , 


(4) 

(5) 


( 6 ) 

(7) 

⑻ 

(9) 


u(b ， y ， t) 


但是由边界条件 

m (0 , yft ) — 0, 
w (: c ，0 = 0 ， 

把这些条件代入⑺和⑻式，可得 c 3 =0, c 2 sinXb =0, c 4 sin ^ c =0. 从后两个方程依次得到 


0 1 fX( 0 ) = 0 , X(b) = o 

一」可以得到 U =0, 丫一 


，2,3,. 
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因此满足边界条件的二维热传导方程的乘积解为 

u mn U,y,t) = A nn e - 


n-K 


其中 A„„ 是任意常数.因为我们有两个独立的特征值集合，所以我们易于用叠加原理求出双和 
形式的解 


mn 

T x ' 


( 10 ) 


uix,y,t) = E 2 e-« 一 2+ 一 ！ 

在 i = 0 处，我们一定有 

u(x,y,0) = f(x,y) = 2 sin sin 〒: y. (11) 

我们可以给 （11) 式两端乘以 sinCmT^/WsinCriTO^) 并在矩形 «b, QKy<c 上积分求得系 
数 A„„， 可得 

A m „ = ^JJV(x,^)sin^x sin dxdy. (12) 

因此这个边界值问题的解为 （10)， 系数 A„„ 的定义为 （12). ■ 

系数为 （ 12 ) 的级数 （11) 称为双 变量正弦级数 （sine series in two variable) 或双正弦级数 
(double sine series). 下 面我们介绍双 变量余弦级数 （cosine series in two variable). 

定义在矩形区域 0<x=O, 0<：y< C 的函数 /U，.y) 的双余弦级数 （double cosine series)* 

fU,y) = A。。+ 2 I。 cos 十 2 A。，cos 〒: y 

m=\ ° « =1 

+ S S cos 〒rcos ， 

其中 4 

Aoo = ^jj 0 ^ (x,：y)dxcl：y， 

A m0 = ^fJ/ (x,y)cos 

A„„= £ rfj/ (x ^ )c0s 

A m ,= ^：| C JV(x,y)cos ^xcos ^ydxdy. 

请参考练习 12. 8 的习题 2. 

练习 12.8 

在习题1〜2中，解热传导方程（1)，约束条件如下所给 • 

1. m(0, y, O 二 0 ， w(7c ， ）， tX) 
u(x, 0, 0 = 0， u(x, 7t, t) = 0 
uix, :V ， 0) =Mo 
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u(xf 0) =xy 

在习题 3 〜 4 中，解波动方程（2)，约束条件如下所给. 



. I 图 12. 22 

~rX ， r s{x ' y) 

在如图 12. 22所示的直角平行六面体中，稳定的温度 U (x, 3>， Z) 满足三维拉普拉斯方程 



5. 若平行六面体的顶部 U = c) 保持温度 /U, 5)，并且其余各面温度恒为零度，解拉普拉斯方程（I 3 ). 

6. 若平行六面体的底部 （z = 0) 保持温度/(I，>0,并且其余各面温度恒为零度，解拉普拉斯方程（I 3 ). 

第12章复习题 



的稳定解 ^( x ). 

4. 对习题3中的边界条件做出物理上的解释. 

5. 单位长度的弦在时沿： c 轴正向展开，弦的两端工= 0和 i = l 在<>0时固定在 x 轴上.若初始速度 
g ( x ) 如图 12.2 3 所示，求其位移《(工， 

6. 若作用于弦上的外部垂直方向的力正比于其与弦左端的水平距离，则 
偏微分方程 

3 x 2 ^ 3 t 2 

是波动方程. t >0 时，在工=0处弦固定在工轴上方一单位处，在 工=1 



图 12.23 





偏微分方程及直角坐标系下的边界值问题 
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处固定在 x 轴上.若弦的初始位移为 / Cr )， 求位移 u ( o :， t ). 

7. 如图 12. 24所示，求方板上稳定的温度分布 u ( x ，： y ). 

8. 如图12_25所示，求半无限板上稳定的温度分布 “( z ， y ). 


y 

M = 0 

Ot ， TC) 

M = 0 


Uo 


u = 0 

X 


图 12. 24 


绝热的 




m 12. 25 


图 12. 26 


9. 若 边界: y =0 和: y =7 t 处在任何时刻温度都为零，在这种情况下解习题 8 . 

10. 如图 12. 26所示， 若初始温度为 uo , 求宽度为 2 L 的无限板上的温度 “ U ， [提 示： “ U ，0) 
( 一是 z 的偶函数 •] 

11. 解边界值问题 

w (0， t ) = 0 ， tt (7 c “） = 0〉0 

u(x» 0 ) = sinx ，0 <. x<in. 

12. 解边界值问题 

k — j + sin2itx = -^-^*0 j : 〈 1 ， f 〉 0 

u(0ft) = 0 9 u(l 9 t) = 0 9 t>0 
u(x 9 0) = siniw：，0 <C 1. 


13. 求问题 


B +2 -B 

u(0,O = o. 


=贷 + 2 癸 + w “〉。 

u (^ Tiyi ) = Ojt 0 


14 . 


d U 
~t 


0,0< x<ic 


级数形式的解.不要计算级数中的系数. 2 gc ac 

一种既在介质中扩散又在介质中对流的物质，它的浓度 〆 ^， 《) 满足偏微分 方程&■^一 


a 是常数 • 

解这个方程，约束条件为 

<7(0 “）= O,c(l,0 = 0,i > 0 

c(x» 0 ) = Co ，。< 工 < 1， 

这里 c 。 是常数. 




鼓声的形状；见 13. 2节习题13 


第13章其他坐标系下的边界值问题 

到目前为止，所有关于边界值问题的讨论都是在直角坐标系下进 行的. 但是，如果我们希 
望求圆盘、圆柱或球内的温度，那么就分别需要在极坐标、柱坐标和球坐标下来描述这些问 
题.在这三种不同的坐标系下表述拉普拉斯算子是很基本的.在 13.2 和 13. 3节中，我 
们将使用傅里叶-贝塞尔级数和傅里叶-勒让德级数的原理求解方程. 

13.1 极坐标下含有拉普拉斯方程的问题 

极坐标系和直角坐标系下坐标的关系为 

X = rcosd,y = rsin 0 以及 r 2 = x 2 + y 2 ,tan$ — y/x. 

请参考图 13.1. 第一对方程把极坐标 （ r ， 60转换为直角坐标(工， ： V )» 第 U , y ) 或 

二对方程把直角坐标转换为极坐标.这些方程使得我们可以把函数《(工， 

y ) 的二维拉普拉斯算子 X\\y 


转换成极坐标系下表示的算子- 

极坐标系下的拉普拉斯算子 读者可以用偏导数的链式法则证明 

3 x 3 r 3x 30 3x 3r r 36 

3 ji = Iu 3 j ： + lJiAl = sin e ^ + C -^^, 

a y dr 3 y 3d 3 y 3 r r dd 

9 2 m 2 0 9 2 u 2sin0cos5 3 2 u , sin 2 6 a^u , sin 2 g du _ 

= COS - r 十 r 2 十 r 9r 

3 ^ u . 2 a 2 u 丄 2sin5cos0 d z u cosl0 , cos^J 9_« . 

T7 = sin0 T^ + ~r ~~ 十 r 2 dd 2 ^ r dr 

把 (1) 式和 (2) 式相加，并简化可得《在极坐标系下的拉普拉斯算子 

0 a 2 U , a 2 u a 2 u 丄 l 9 u , i d 2 u 

v M = l# + ay = T ^ + T - a 7 + ^W 

在本节中，我们将集中讨论极坐标系下拉普拉斯方程的 问题： 
d 2 u , 1 du , 1 3 2 u _ n 



2singcosg d u 

~ V 2 ~ ~ e y 

2singcosg d u 

V 2 ~ 
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我们的第一个例子是圆盘的狄利克雷问题. 


_圆盘上的稳态温度 

求半径为 c 的圆盘上稳定的温度分布，们，若圆周的温度为 
u ( c , 0)=/(0), 0 < 9 < 2 tz . 请参考图 13.2. 

解 我们必须求解拉普拉斯方程 

9 2 u I 1 d U I 1 d 2 u A ^ ^ n ^ o a 〆 〆 

^ + V- d -r + 7-9Y^°' 0< ' d<：2n ' 0<r<C ' 

其约束条件为 《( c , Q < 6 < 2 n . 

如果我们定义 u = R ( r )©( 6 ), 那么由变量分离法可得 
r 2 jT+rR'— 矿 _， 2 
R © 



图 13. : 


以及 


r^' + rR'-^R = 0 , 

+ A 2 0 = 0. 


(3) 

(4) 


(4) 的解为 


© = cj cosA 0 + c 2 sinA 0. 


方程 (3) 是柯西一欧拉 方程. 它的通解为 

尺 = t_ 3 〆 十 c 4 r— A . 


(5) 

( 6 ) 


这个问题没有显式条件使得我们可以求出任何一个系数或特 征值. 但是这里有一些隐式 


条件. 

首先，我们的直觉是希望温度60在圆周 r = c 的范 围内. 并且温度 m 应该在圆内给定 
点有同一个温度，即使是用极坐标表示这 个点. 因为点（"， 0+2 k ) 等价于点 （ r ， 0)，所以我们 
一定有 0 )= u ( r , S + 2 n ). 换句话说，温度《(「，60的周期为 2 tt . 当且仅当；1 = «，这里 
„ = 0,1, 2,…时， （ 4) 的解的周期为 2«. 因此对于《>0, （ 5) 和 （ 6) 式可以写为 

0 = Ci cosnd + c 2 sinn 0 , (7) 

R = c^+c.r- 71 . (8) 

观察到 （8) 中广 ” = 1/ 〆 . 为了把解的范围限制在圆盘的中心（即 r =0 ), 我们必须定义 Q =0. 
因此对 A = w >0， 有 

u„ = R@ r n (A n cosnO + B n sinnd) , ( 9 ) 

其中¥!和 c 3 c 2 分別用 A n 和艮 替代. 

关于上面这个表达式有一点要说明，即《 = 0是一个特征值.对于这个值，（ 3 )和 （4) 的解 
不能由 （5) 和 （6) 式给出.微分方程0^ = 0和 r 2 ’+ rR ' = 0 的解是 
0 = c 5 d + c 6 以及 R = c 7 + c 8 lnr . 

周期性要求 c 5 =0, 并且我们希望温度在 r =0 处是有限的，因此有 c 8 =0. 在本例中，偏 
微分方程的乘积解仅为 

u 0 = A 0 , ( 10 ) 


其中 A 。 表示 c 6 c 7 . 
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然后由叠加原理可得 u ( r ， 0 )= ^或 


M(r ，0 ) = A 0 + r"(A n cosnd + B„ sinn0). 

n = 1 

最后，把 r = c 处的边界条件代人 （ 11 ) 中的结果，可得 

/(0) = A 0 + 2 cosnd + B n sinn0 ) ， 

n=l 

它是函数 / 的完全傅里叶级数 展开. 因此，可以看出 

A 0 = a 0 / 2 ,c n A n = a n ,c n B n = b„. 

也就是 

A 。 = f (M) d 0 ， 

A n = -^― I fid^cosndAd, 

B„= -7—[ fid) sinnddd. 
c JtJo 

这个问题的解为 （11) 表示的级数，其中 A >、 A n 和分别由 （12)、 （13) 和 （14) 所定义. 

观察例1，相应于每个正的特征值，都有两个不同的特征函数 c.osn0 和 simz( 9 (ra== 
3 , …）.在这种情形下，特征值有时称为双特征值 (double eigenvalue). 

[ iH 半圆盘内的稳态温度 

求如图 13. 3 所示的半圆盘内稳定的温度分布 “( r ， 0 )_ 

解边界值问题为 


( 11 ) 


( 12 ) 

(13) 

(14) 

■ 

，2, 


3 2 u 

T 7 


: + 


d 2 u 

Te ^ 


0， O <0< ji , 0< r < 


• 

M (r ， 0)=0 ， M(r, 丌 ） =0 ， 0 < r < c. 

定义 w = i ?( r ) 0 ( 0 )， 并由变量分离法可得 

r 2 Wri ? 
R 



-t 


r 2 R /， + rR ， -X 2 R= 0, 

er+A 2 0=0. 

依次把边界条件 ®(0)=0 和 @( n ) = 0 代入 （16) 的解 0 =c cosA (9 + c 2 sinA (9 可得^=0, 
«= 1 ， 2 , 3 ,…因此， e=c 2 sinn0. 和例 1 不同，在这个问题中，” = 0 不是特征值.令 
(15) 的解为 J ? = c 3 r »+ qr -". 但是由 《( r ， 0 ) 限制在 r = 0 处的假设可知 q = 0 . 因此， 
(r)0(0) =A n r H sinnff 9 以及 

u(r,0) = XI A - r " sinnd - 

n=l 

由处的边界条件可得正弦级数 


(15) 

(16) 
X = n , 
\ = n , 
u x =R 
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i(r ， 6) 


0 \ n { r / b ) — Wi ln ( r / cj ) 


w(2 ， 0) 




ln ( a /6) ' 

[提 示： 试一下形如 u ( r ， d ) = v ( r , 仍 + 〆 /■) 的解 

11. 求半圆环上稳定的温度分布 w ( r ， 仍，若有 

u ( a , 6 ) = 8 ( n - 6 ), uib . Q ) =0， 0 < d < n , 

w ( r ，0) = 0, «( r ,7 r ) = 0, a < r <6. 

12 . 求半径为的半圆平板上稳定的温度分布，若有 

uil , 6 ) = u 0 ^ 0 <C 8 <i n , 

«( r ,0) = 0,«( t , k ) = Mo i 0 < r < 1, 

« 。是常数. 

13. 求半径为 r =2 的半圆平板上稳定的温度分布，若有 

| m „ , 0 < d < n /2 

lo , 7 t / 2 < d < 7 t , 

« 0 是常数，边界0—0和0=兀均是绝热的 • 

讨论题 

14. U ) 求例1中 uir , 0) 的级数解，若有 

|100, 0 < 0< k 

10, n<6<2n. 

(请见习题 1.) 

( b ) 用绘图工具绘出部分和 s 5 ( r , 扪的 图形，它分别是 （ a ) 中的解在 r =0_9, r =0. 7, r =0. 5, r = 0. 3 
和 r =0. 1 处前五个非零项之和.在同一坐标系下绘出这些图形- 

( c ) 求出 “(0.9，1.3)，《(0.7，2)，“（0.5， 3.5), “（0.3，4)，《(0_1， 5.5) 的近似值.然后，求出 

u (0. 9, 3),«(0. 7, 2兀一2)，《(0.5， 2 k — 3.5)，“（0.3， 2^-4), «(0.1，2开一5.5)的近 

似值. _ 

( d ) 圆盘中心处的温度是多少？讨论为什么把这个值称作板上的平均温度.[提 示： 请参考 （《 屮所得 
到的图形和 （ c ) 中所得到的数值 .] 

15. 考虑一个如图 13. 6所示的圆环.讨论当边界条件为《(«， 6 ) = f ( 6 ), u ( b , 0) = g (0)’ O <0<27 t 时， 
如何求出稳定的温度分布 《<>，《• 


u(i,e) 


13.2 极坐标和柱坐标下的问题：贝塞尔函数 


二维热传导方程和波动方程 


々 (3 W 

在极坐标下依次表示为 

，/ 3 2 U, 1 3u,l a 2 m 、— a W 和 2( & + 丄 + 丄 

这里 M = W ( r ， 0， 《)• 为了用变量分离法解包含这两类方程的边界值问题，我们定义“=尺&) 
0 ( d ) TO .). 如 12. 8节所示，这个假设可以推导出多重无穷 级数. 请参考练习1 3 .2的习题 I 2 . 
在接下来的讨论中，我们将考虑一类更简单但仍很重要的问题. 

放射对称性在极坐标下的边界值问题称为具 有放射对称性 （radial s y mmetry) ， 在这类问 
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题中未知函数《独立于角坐标&在这种情形下，热传导和波动方程的形式分别为 





3 u \ d 2 u 
a r )— ~ dj 9 


( 1 ) 


这里 tt = «( r ，/). (1) 中第二个方程所描述的振动称为放射性振动 （radial vibration ). 

本节第一个例子是关于圆形薄膜自由放射性振动的问题 • 假设薄膜的位移很微小，并且薄 
膜上每一点的运动都垂直于平面（横向振动），也就是“轴垂直于工：^ 平面. 当读者学习这 
个例子时，请记住这个振动鼓膜的物理模型. 

_圆形鼓膜的放射性振动 

求半径为£•的圆形鼓膜的位移《(「，《)，它的周边被固定住，且初始位移为/(『），初始速 


度为 g ( r ). 请参考图 13. 7. 

解 我们要解的边界值问题为 
，/ 3 2 m , 1 d 

a {T^ + VT 

u ( c , t ) =0， t > 0 
d 


■)= 


d 2 u 

T 7, 


0 < r < 


>0 


g ( r ) , 0 < r < c . 


w ( r ，0) = /( r ) ， 1 

c? t I r =--o 

把》=只(「)丁0)代人偏微分方程，并分离变量可得 
矿+丄尺' 十, 


R 





图 13. 


rR v + R ' + X 2 rR = 0, 

T + = 0 . 

(2) 式不是柯西一欧拉方程，而是一个带参数的贝塞尔微分方程， v=0 - 它的通解为 
R — Ci Jo ( Ar ) + c 2 Y 0 ( Ar ). 


( 2 ) 

(3) 


同类型方程 （3) 的通解为 

T = c 3 cosaXt + c 4 sinaAr . 

回顾当 r — 0 —时，有 — —⑴.因此，这个隐含的假设为位移《(»"， 《) 应该限制在^ = 0 
处，所以我们可以定义 Q =0. 因此 ， R = cJ 0 CXr ). 

因为边界条件 m ( c ， r )=0 等价于尺 （ c ) = 0， 所以必有 qJoQcOsO . 我们排除 0 = 0 的情 
况（它会产生偏微分方程的一个平凡 解）， 因此有 

JoQc ) = 0. ( 4 ) 

这个方程定义了该问题的一个正的特征 值夂： 如果4是（ 4 〉式的正根，那么 A „ = x „/ c . 满足偏 
微分方程和边界条件的乘积解为 

u „ = RT = { A „ cosaX„t + B „ sinaA „«) ioCA „ r ) , (5) 

其中我们使用了通常用的常数记号.然后由叠加原理可得 

u ( r , t ) = 2 ( A „ cosed„t + B „ sino \„ t ) J 0 { X n r ). ⑹ 

n= 1 

由给定的初始条件可以求出系数人和 B ". 
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令 （6) 式中的〖= 0，并利用 u(r， 0)=/(r) 可得 

/( 厂） = A n Jq (A n r). ⑺ 

n= 1 

这个结果是函数 / 在区间 （0, c ) 上的傅里叶-贝塞尔 展开. 因此，把（4)、 （7) 式和 11.5 节的 
(7)、 （15) 式加以比较，我们可以发现乂„和 11. 5节 （16) 式中所给的是一 致的： 

• ⑻ 

接下来，我们对 （6) 式求关于？的微分，并令〖= 0,利用 《,(r，0)-^(r)： 
g ( r } = 2 aX n B n J 0 (A rt r ), 

n= 1 

这是函数 g 的傅里叶-贝塞尔 展开. 总系数和 11. 5节中的 （16) 式是相同的，有 

B - = aA.c-JKA„7)J/ Joar)g(r)dr - ⑼ 

最后，所给的边界值问题的解是 （6) 所给的级数，焱„和扎的定义为 （8) 和（ 9 ). ■ 

类似于 12. 4 节的 （8) 式，乘积解 （ 5) 称为驻波 （standing wave). 对 1 ， 2 ， 3 ， …， 驻波 
的图形以 hU，） 为基础，并具有随时间可变的振幅 

A^coscjAJ + B n sinaX n t. 

驻波在不同时刻的图形如图 13. 8中的虚线所示.区间（0， c) 上每个驻波的零点都是 /o(A„r)=0 
的根，这些零点对应于驻波上波节的集合-这个集合称为 结点线 (nodal line). 如果/。 （A„r) =0的 
正根(如例1所示)表示为；，那么意味着 A „= a / c ， 因此驻波的零点由下式 决定： 

JoCA„r) = Jo{y r )= 



图 13.8 


_/。 的前三个正根（近似值）为 A = 2 . 4 , 心= 5 . 5 , ^=8. 7. 因此，当 《=1 时， 
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的正根为？ 1^ = 2. 4 ,或 r = c . 因为我们要在开区间 （0] c ) 上求驻波的零点，所以最后一个结 

C 

果意味着第一类驻波没有结 点线. 当时， 


h ( fr )=0 


的前两个正根 *¥ r =2.4*¥ r ==5.5& S . 因此，第二类驻波有一个结点线，定义为广= 

x lC / x 2 =2. 4 c /5. 5. 注意到 r «0.44 c < c . 当 n =3 时，用类似的分析可以证明它有两个结点 
线，它们分别定义为 r = Qc /: c 3 =2. 4 c /8. 7， r = x 2 c / x 3 = 5. 5 c /8. 7. 一般地，第 n 类驻波有 
rl 个结点线^ 〆 /:,， r = x 2 c / x „, - r = x .- 1 c /^. 因为 r = 常数是极坐标下圆的方程，所 
以我们在图 13. 8中看到驻波的结点线是一组同 心圆. 一 

柱坐标下的拉普拉斯算子从图13_ 9中我们可以看到，空间点的柱坐标和直角坐标的关系为 
x = rcosO^y — rsindyZ — z. 


马上可以得到极坐标下拉普拉斯算子的推导 （13 . i 节）， 在柱坐标系下三维拉普拉斯算子 

▽ 2 “ = 货 + 0 + 货师 2 " = 贫 + +耷 + +發 + 货. 


酬 圆柱体上稳定的温度分布 

求如图 13. 10所示的圆柱体上稳定的温度分布 • 



解边界条件表明温度“具有放射对称性的性质.因此， M ( r ， z ) 由下式 决定: 

3 2 m . X + = 0,0<r<2,0<z<4 ， 

17 r dr 3 z 2 

m(2,z) = 0,0 < z < 4， 
u(r*0) = 0 ， u(r ， 4) = w。，0 <C r < 2. 

利用 M =R(r)ZU) 和变量分离法可得 

^ + 7 r， a2 

— R — = - Z- X 
rR^ + R'+^rR = 0 , 

丨一入 2 2 = 0. 


( 10 ) 

( 11 ) 
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这里使用负的分离常数，因为解 〆 ”，幻不可能在 z 上是周期 性的. （10) 的解为 
R = Cl / 0 ( Ar ) + c 2 Y 0 ( Ar ), 

并且由于 （11) 的解定义在有限区间[0， 2] 上，所以我们可以把它的通解写为 
Z = c 3 coshAz 4- c 4 sinhA ^. 

如例1所示，假设函数 U 限制在 r =0 处要求有&=0 成立. 条件 “(2, z )=0 意味着尺(2)= 


0. 方程 

定义了该问题正的特征值入》. 


Jo (2 A ) = 0 

最后， Z (0) =0表示 c 3 =0. 


因此，我们有尺= 0_/。（又„?0 


( 12 ) 

z= 


c ^ sinhXn ^ * 并有 


u n ^ RZ — A n smhX„zJ 0 ( A n r ) ， 


m( r) — 〉: ^A. n sinhA,, zJ"o(A n r). 

然后由在 z ^ 4 处的边界条件可得傅里叶-°贝塞尔级数 


Up = y ] A n sinh 4 A „ J 0 ( A „ r ), 

n=l 

因此根据 （12) 式， 11. 5 节 （16) 式所定义的系数为 

A - sinh4A " = F ^ fc ) L r；o(Anr)clr - 

为了计算这个积分，我们首先进行代换 《 = 有>•/ 〆 【)] = 仏（0: 


疋 sinh4A " = 2A? ， r(2AH 山 ⑴] d ' 


最后，我们得到 
因此，圆柱体上的温度为 


. _ _ Uo _ 

° A n sinh 4 A n Ji (2 A „)* 

_ ^ sinhA n zJ 0 (An r) 

M (r， Z ) = j s inh4A„ ； 1 C2A„)- 


练习 13.2 

1. 若例 1 中 /( r )=0, 圆形鼓膜有向上的初始单位速度，求位移“》， 0. _ 

2 . 半径为1酬赚膜，酬被 ES 定住.若鼓_滅位移为/卜） =1 — 0<r<1> 并_止开始运 
动，求位移 《( r , [提 示： 请参考练习 11. 5的习题10_] 

3. 在例2中，若边界条件为《(2,之）= 0, 0< Z <4, «( r , 0) = u 0 , «( r , 4)=0, 0< r <2, 求柱体内稳定 

的温度分布 〆 r , z ). 

4. 若例 2 中柱体的侧面是绝热的，则 

立上 1 = 0,0<2<4. 

3 r \ r ^2 

U ) 当 “（ r ，4) = /( r ), 0 O <2 时，求稳定的温度分布 z ). 

( b ) 证明当 /( r ) = u 。时， U ) 中的稳定温度可以化为 》(「， d = [提 示： 綱 11. 5节的 （11) 式 •] 
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5. 半径为(■的圆形板，它上面的温度由下面的边界值问题 决定： 

k (iv + ^ ir) = Tl ,0<r<c,t>0 

u ( c 9 t ) = 0 9 t ^> 0 
u ( r *0) = /( r )，0 < r < c . 


解出 u ( r * t )• 

6. 若圆盘的边界 r = C 处是绝热的，重新求解习题 5. 

7. 若半径为单位长度的无限圆柱体的侧面有热量散失到周围温度为零的介质中（见图 I 3 , n )， 则圆柱体 


内部的温度由下式决定： 


辟 - 

du \ 

T~r\ r ^ 


lr)= 


=- hua , i ), h > Q , t >0 

/( r ),0< r < l . 


u(r,0) 

解出 u (. r , O . 

8. 半径为单位长度的半无限圆柱体 ( z >0), 若它的侧面有热量散失到周围介质中，介质的温度为零，并 
且柱体的底部*=0处温度恒为叫，求柱体内稳定的温度分布《(»*， *)• 

9. 一个圆形板是由同心圆的两种不同材料复合而成.请参考图 13.12. 板上的温度由下面的边界值问题决定： 

+ 丄 lif = 4^，0 < r < 2 ，t > 0 

Sr 2 r 3 r 3t 

u(2 ， t) = 100 ， t> 0 

C , 0<r<l 

,l<r<2. 

解出 “( r , 0. [提 示： 令 “( r ，0 = vir , t ) + 0( t ).] 



10. 解边界值问题 




•|^，0< r < ld >0 ，p 是常数 


u ( l “）= 0, f >0 

M ( r ,0) = 0， 0 < r < 1. 


11. 长 L 的重链条在垂直平面内摆动，水平位移 M ( J ： ， 0满足偏微分方程 
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请参考图 13.13. 

( a ) 用 一 V 作为分离常数，证明空间变量工的常微分方程为: rX "+ X ' + 
A 2 X =0. 用代换 :c = r 2 /4 解这个方程. 

( b ) 利用 （ a ) 中的结果解出所给的偏微分方程，约束条件为 


u ( L.O =0， t > 0 

u ( x , 0 ) = /( j ) ，- j = 0, 0 < X < L . 


[提 示： 设在自由端 t = 0 处的摆动是有限的 •] 

12. 在本题中，我们考虑半径为 <'的振动圆形鼓膜的一般情况，即和0 有关： 



+ 




u(c ， 6 ， t) = 0,0 <C ^ <1 2njt > 0 
uir.0-,0) = /( r ,0) ,0 < r < c ,0 < 6 <i 2 tt 

^ g(r,d),0 < r< c,0 < (?< 2 tt. 

5 f j , = 0 

UH 5 U = R ( r )0(0) 了 (/), 分离常数为 一 A 2 和 一 V . 证明被分离后的微分方程为 

r + a 2 A z T = 0,^+ T； 2 ® = 0 
r^' + rR' + ^^-v^R = 0. 




0 


图 13. 13 


( b ) 解分离的方程. 

(cH 正明这个问题的特征值和特征函数如下： 

特 征值： v = n , n = 0 , 1, 2,—; 特征函数 ： 1， cosnd , sinnd . 

特征值 •• 夂=4八， z 二1，2,…，其中对每 一个〜 都是人 Uc ) = 0 的正根；特征 函数： 人 ( A „ r ) = 0. 
( d ) 用叠加原理求多重级数解.不用计算系数_ 


计算机实验作业 

13. 考虑一个理想化的鼓，它的半径为单位长度，一个薄膜沿圆周固定在上面.当敲击鼓的中心时，听到 
的是沉闷的声音而不是悦耳的声音 • 我们可以用例1中的边界值问题来给打鼓产生的声音建模. 


U ) 若 r = l ，/( r )-0. 


— u r , . 0 ^ r < 6 

0， b ^ r < 1. 


求 （6) 的解 w ( r , r ). _ 

( b ) 证明驻波 / O 的频率是 /,, = ^ L /2 tt . 这里 A , 是 J „( x > 的第 n 个 正根. 和 12. 4 节的了维波动方 
程的解不同’这个频率不是基频 / i 的整数倍.证明〜 2 . 2 95 ./\ 和 / a 〜 3 . 598 / i . 我们称击鼓产 
生的是 不和谐的泛音 （ anharmonit . overtone ). 因此，位移函数《(〃’ £) 不是周期性的，理想化的鼓 
不能产生稳定的声音. 

( c ) 令 U ) 中所得的解中，«= 1. b = 1/4, v 0 = 1. 用 CAS 绘出第五个部分和 S 5 ( r , O 在 t = 0, 0. 1’ 

0.2, 0.3, 5.9, 6.0 处，在一 l < r<l 上的图形.用 CAS 的模拟程序模拟振动的 过程. 一 

( d ) 用 CAS 的 3 D 绘图程序绘出圆形鼓鼓顶的振动过程，也就是 （ c ) 中所得横截面的运动 过程. [提 示： 
这里有几种方法可以做.对某个固定的时间，用+/绘出工和 y 的函 数“， 或者用与 
Mathematica 的 CylindricalPlot3D 类似的命令 • "1 

14. ( a ) 考虑例 1 中， a = l , ,= 10, g ( r ) = 0 ( / (r) = 1 一 r /10 ， 0< r <10. 借助于 CAS 求出这个边界值问 
题前三个特征值 Ai 、 A 2 和 A 3 ’ 以及形式如（ 6 )的解 aO ， f ) 的前三个系数 Ai 、 A 2 和 A s . 写出这个 
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级数解的第三个部分和氏（0 

( b ) 用 CAS 绘出 S 3 ( r , 0在 f = 0, 4，10，12, 20处的图形. 

15. 解习题5, 边界条件为 u ( c ， 0 = 200, u ( r , 0)=0. 根据这些条件，直觉上告诉我们当 + ⑴时，板 
上任何一个内点处都有 „ (r ， j )-*200. 设 c =10， 板的材料是铸铁，因此 6 = 0. 1( 近似 地）. 借助于 
CAS 求该边界值问题前五个特征值幻、/1 2 、 A 3 、 以及解 《(〜 i ) 中的五个系数 A , 、 A 2 、 A 3 、 A 4 
和 A 5 . 令相应的近似解表示为 S 5 0, z ). 绘出 S 5 (5， 0和5 5 (0，0在充分大的时间区间0<«<了上 
的图形.利用&(5,《)和3 5 (0, «) 的图形估计《(5，0^100, u (0, i )%100 的时间（单位为 s ). 再估 
计出《(5， ()^200, «(0， G 〜 200的时间. 

13.3 球坐标下的 问题： 勒让德多项式 

二 维球坐标与直角坐标的关系为 

x = rs \ ndcosii > , y — rsindsin^^z = rcos ^. (1) 

角度0称为极角，角度4称为方位角 . Q 请见图 I 3 . I 4 .尽管『、0和 {在解 球坐标下的偏微分方 
程时可以取任何实数，但通常假设 O <0<7 t , 

我们用 （1) 中的方程把 函数 〆 工，> W 的三维拉普拉斯算子 

„ 2 d 2 U , d 2 U , d 2 U 

v M== T^ + ^ + T? 

转换成球坐标下的算子. 

球坐标下的拉普拉斯算子 若像 I 3 .1节中我们所用的链式法则那样，三维拉普拉斯算子 
可以写为 

d 2 u ,2 3 u . 1 3 V 1 a ^ u.cotg ( 2 ) 

▽ M = 17^ + 7 + r 2 sin 2 d r 2 d d 2 + r 2 3 0’ 

其中 M = W ( r ， 0， {)• 正如所看到的，包含 （2) 的问题是非常可怕的.因此，我们将只考虑一些 
简单的问题，在这些问题中方位角4是独立的 • 

_球内稳定的温度分布 

求如图 13. 15所示的球内稳定的温度分布 u ( r , 9). 



O 请读者注意，关于图1 3 _! 4 中两个角符号的使用没有加以说明.目此，若参考别誠材，就会发现经常用#来表 
示极角，用0表示幅角.同时，有些作者习惯用 p 代替 r - 
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解 这个温度可由下式 决定： 


3 2 u , 2 ^ dju _^丄 

77^卞7巧7卞7 


d 2 U 


cot 8 3 u 


= 0,0 < r < c，0 < 丌， 


u(c,d) = fid) ，0 < (9 < 7t‘ 

如果 M = J ?( r )0( ⑴，那么偏微分方程可以被分离为 

r 2 E ：' + 2 rR f _ gf + cot (90' — , 2 
R —— © — 乂 


因此有 

进行代换 x = cos 0. 


r 2 ^ + 2 rR ' ~ k 2 R = 0, 
sin0© ，， + cos0 @ ， +A 2 sin00 = 0. 
0S^<7T, (4) 式可以 i 示为 


(1 - x 2 ) ^ f -2^^ + A 2 ®= 0,-1< x <1. 


(3) 

(4) 

(5) 


后一个方程是勒让德方程的形式（请参考练习 6.3 的习题 31). (5) 式的唯一解是连续的，并且 
在闭区间[一 1， 1] 上有连续导数，这个解是勒让德多项式匕（^)，它对应于不同的 A 2 =«U + 


1)， n =0, 1, 2,…均成立.因此我们可以把 （4) 的解写为 


© = F „( cos 0). 

此外，当 A 2 ==«( n +1) 时，柯西一欧拉方程 （3) 的通解为 

R = c ] r ' > + c 2 r 

再一次因为我们希望 M ( r ，0) 限制在 r =0 处，所以有定义 c 2 =0. 因此，有 M „= A „ r " P „( cos ^)， 以及 


u ( r , d ) = 2 A „ r " P n ( cosd ). 


在 r = c 处，有 / ⑻= 2 A " c " P ^^ sd ). 

rr:0 

因此， A „ c "是 11 . 5 节中傅里叶-勒让德级数 （23) 的 系数： 

A„ = 2w 2 + 1 JV ⑻ PJcasd) sin_. 


所以我们可得解为 


u(r,0) = |] (^ 1 }" /(0)P„(cos0)sin^) (-^)" P„(cos0). 


练习 13.3 

1. 解例1中的问题，若有 


_ 150, 0<6< n /2 

f{d) = \o, 7 t /2 < 0 < JT. 


写出这个级数解的前四个非零项.[提 示： 请参考 11. 5 节的例 3 .] 

2. 例1中的解 《(〜0) 可以解释为是球体内部受球体表面电荷分布 /( 仍影响下的 电势. 求球体外部的电势. 

3. 求例1中问题的解，若 /(60 = cos 化 0<^< tt . [提 示： P , ( cos 6»)= cos 0. 利用正交性 •] 

4. 求例1中问题的解，若/(扪=1 — cos 20, O <0< tc . [提 示： 请参考练习 11. 5的习题 16.] 

5. 球内部有一个的空球，若球体的内表面保持温度/(»，外表面 r = 6 保持零度，求球体 
上稳定的温度分布《(「， 0). 这个球体在第一象限的部分如图 13 . 16 所示 • 

6. 半径为 r =< :的半球，其上稳定的温度分布由如下方程 决定： 
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~ d 7 


2 du 


V ~ d ¥ 


cotd 


r<C,0<(9<-|- 


u(r ， 爷 ) = 0,0 < r < 


uCc , e ) = fie),o<e<Y- 

解出 u ( r ， 扔.[提 示： P “0) = 0 当且仅当”是 奇数. 请参考练习 11_ 5 的习题 18.] 

7. 若半球的底部是绝热的，也就是 

=0,0< r < c _ 

o U 1 0 通 

解习题 6. 

8. 当 r>c 时，解习题 6. 

9. 半径为单位长度的球体，它上面和时间有关的温度由下式决定： 


0< r < 


:>0 


d r 2 r dr 

= 100, t >0 

u ( r ,0) = 0, 0< r 〈 l . 

解出 《( r , t ). [提 示： 证明偏微分方程的左端可以写为令》"«(6 t ) = v ( r , O + ^ r ). 仅 


需要使用当 0时有界的函数 •] 

10. 半径为1的匀质实球体’初始时刻温度为常数叫，被投入一个大的液体容器，液体温度恒为常数 u i 


(«,>«„). 请参考图 13.17. 因为在边界 >• 
界值问题决定： 

a 2 “ 丄 2 a « 

1 V + TT- r 


: i 处发生热传导，所以球内的温度 “(6 «) 可由下面的边 


^,0< r < l , t >0 


=— ，0 一 Ml ) ，0 1 

3 r\r=i 

ttCr*0) = uq »0 <C r 1. 

解出 u ( r ， t ). [提 示： 利用习题 9 的求解过程 •] 



11. 解包含球形振动的边界值问题 
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u ( c , 0=0, ^>0 

u ( r , 0) = /( r ), I o = g ( r )，0< fCc . 

[提 示： 把偏微分方程的左端写为 a z + • 令 r >( r ，0 = ru ( r , O .] 

12. 一个半径为导体球放人一个匀强电场，沿 z 轴方向电场强度为 £. 球外部的电势 》( r ，（9) 可由 


下面的边界值问题 决定： 


d 2 U , 2 a M . 1 3 2 M ■ cot d U 

T ?^~ ~TrV ^ 36 


0,r> c,0<d<iz 


uCc ,(9) = 0,0<d<iz 
\imu(.r 9 d) =— Ez =— ErcosO. 

证明 M ( r ， 6) = —Ercosd+E ^j-cosd. 

[提示：解释为什么 j % os ^ P „( cos ^) sin ^^=0 对所有的非负整数都成立，仅对 ”=1 不 成立. 请参考 
11. 5节的 （24).] 


第13章复习题 


1. 求半径为 c 的圆板上稳定的温度分布奴 r , 扔，圆周的温度为 


u{c 9 d ') = 


uo,0<d<n 
I 一 Uo yTZ<id <i 2iz. 


2. 求习题 1 中圆板上稳定的温度分布，若有 

fl , 0 < (9 < it /2 
u ( c ,5) =^0, 7 t /2< tf <37 t /2 

ll, 3«/2<0<2ir. 


3. 求半径为 1 的半圆板上稳定的温度分布，若有 

u ( l ,5) = no Cnd — 0 2 ) jO < ^ < it . 
u ( r ,0) = 0, u ( r , jt ) = 0,0 < r < 1. 

4 . 求习题 3 中半圆板上稳定的温度分布，若《(1， 0^> = sind, O<0< k . 

5. 求如图 13. 18所示板上稳定的温度分布 M ( r ，的. 

6. 求如图 13. 19所示无限板上稳定的温度分布的 • 



7. 设-个半径为单位 长度賴 随，热量从其表贿失_ 關度为 零的介 质中. 若使■传导的线性 
法则，则热传导方程的形式为 

: 一 hu=^^ ， A 〉 0 ， 0<Cr*d > 右 >0. 
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请参考图 13. 20. 若边界 r = l 处的温度保持为零度，并且板的初始温度处处相同，求温度 tt ( r ， t ). 
3.设 力是 J 。 正的零根.证明边界值问题 n o 


,/3 2 « , 1 3 u \ 


«( r ,0) = UoJo (. Xi , r ) ，-^ | =0,0< r<l 

的解为 M ( r ，0 = u 0 Jo (.^ tr ') cosax t t . 

9. 求如图 13. 10 所示的柱体中稳定的温度分布 《( r , z )， 它的侧面恒 
为零度，顶部 z =4 保持恒温50度，底部*==0处是绝热的 • 

10. 解边界值问题 

+丄4^ + 4^ = 0,0 0<1，0 0< 



u ( r ,0) = /( r )， M ( r ， l ) = g ( r ) 9 0 <C r <Z 1 . 

11. 求一个半径为单位长度的球体上稳定的温度分布 “( r ， 扔，其表面满足条件 

|100, O < 0 < n /2 

u(U6)= \- 10 0 , n/2<e<n. 

[提 示： 请参考练习 11.5 的习题 20.] 

12. 解边界值问题 


a(r ， 0) = /(r) ，■^ | _ 。 = 茗 ( r ) *° < r < 1 - 

[提 示： 用练习 13.3 中习题9和10的求解过程，但是令 Mr，/) = ru(r, £). 请参考 12. 7 节. 

13. 函数 “ UJsYoCUOJdCAj ：) — JoUdKAx), a>0 是参数贝塞尔方程 


在区间上 的解. 若特征值 A „ 是方程 Y 。 （如) J 。 ⑽的正根，证明函数 
u„U)= Y 0 (A„a)J 0 (A„x)-J 0 (A„a)Y 0 CA„x), 

u«U)= Y 0 (A„a)Jo(A.x)-Jo(A»a)Yo(A»x) 

关于区间 [ a ，6] 上的权函数/ >(^) = x 是正 交的； 即 

J 4 XM m ( j ：) u ,( j：)dx = 0, m # n . 

[提 示： 用定理 11. 3 的求解过程 •] 

4 . 利用习题13所得到的结果，解圆环上温度《(『， *) 的边界值问题 

11^ + 丄 = 4^ ， a<r<6 ， t>0 
3 r * r dr 3 t 

u ( a 9 t ) = 0， m (6 ,O = 0， i 〉 0 


u ( r ,0) = /( r ) ,a <1 r <C I 




拉普拉斯方程 的解； 见 14. 4节习题22 


第14章积分变换方法 

我们在12章和13章中使用的变量分离法是解边界值问题的一个强有力的工具，但却并非 
总是有效.如果问题中的偏微分方程是非齐次的，或者边界条件依赖于时间，再或者空间变量 
的区间为无穷区间（一°°，+°°)或半无穷区间 （ a , +°°)，我们可以用积分变换求解问题.在 
14. 2节中，我们将会利用我们熟悉的拉普拉斯变换求解含有热传导方程和波动方程的问题 • 
在 14. 4节中还将引人并使用三类新的积分变换——傅里叶变换 • 


14.1 误差函数 

在数学中有很多函数是用积分来定 义的. 例如，在许多传统的微积分教材中，自然对数的 
定义为1似 = f | df ， x >0. 在前面的章节中，我们看到了误差函数 erf ( x )， 余误差函数 

erfcU )， 正弦积分函数 Si ( x )， Fresnel 正弦积分 SU ) 和 gamma 函数 r («) ; 所有这些函数都是 
以积分的形式来定 义的. 在使用拉普拉斯变换求解边界值问题之前，我们需要对误差函数和余误 
差函数有一些更多的了解.在本节中，我们将介绍 erfU ) 和 erfc ( x ) 的图像和一些较明显的性质 • 

" 性质和图像 根据 2.3 节中的（ 14 )，误差函数 （error functioiOerfU) 和余误差函数 
(complementary errorfunction)erfc (: r ) 的定义分别如下’ 

erf(x) = -^f I e _o 2 du,erfc(x) = e-’dit. ⑴ 




在极坐标下我们可以证明 

J:V“ 2 dM = f,:V“ 2 d“ = 

因此由于定积分的区间可加性，上一结果等同于 

叫 =1 _ 

这说明 erf(x) 和 erfc(or) 有恒等关系 

erf(ar) + erfc(x) = 1. ( 2 ) 

erf (: c) 和 erfcU) 在: r>0 时的图像如图 M.1 所示•注 
意到 erf(0)=0, erfc(0) = l , 以及随着工 — + °°， erf(x) — 
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1, erfcU )—0. 通过 CAS 或表格可得到 erf ( x ) 和 erfcU ) 的其他数值.在表格中，误差函数通 
常称为概 率积分 （probability integral ), erf ( x ) 和 erfc (z ) 的定义域为 （一 ⑴，+ ° o ). 在练 
习 14. 1的习题11中，读者需要求出每个函数在此区间上的图像，并推导出一些附带的性质. 

拉普拉斯变换表 14.1 对下一节的练习将会非常有用.这些结果的证明非常复杂，在本教 
材中省略. 


表 14. 1 


/ ⑴， a>0 

x{no}=F(s) 

fit) , a>0 

汉 {/ ⑴卜 FG) 

i. 士 

V nt 

e 

x 



2 - 

e -WT 

5. e 〜〜 rfc(6VT+$) 

e ‘ 

Vs" CVs + 6) 

3 - edc (tfi) 


6.-e-e^erfc(6^+^)+er£c(^) 

6e-4 


练习 14.1 

1. ( a ) 证明 erf ( W )= 

( b ) 利用卷积定理以及练习 7. 1中习题39和习题40的结果证明 
iE{er!0)i = — 


2. 利用习题1的结果证明 


3. 利用习题1的结果证明 


4. 利用习题2的结果证明 


^{ erfc ( V 7)} = |[ l - 7 ^ T ]. 


V 7 (.< — l ) 


5 . 设 C :、 G 、 i ? 和均为常数.利用表 U . 1 证明 

汉 - 1 {c7Tg ( 1 - e ^ OTr) }= e " ， Cerf (fV?)- 

6. 设 a 为一常数，证明 

--㈣ 卜 ㈤ ) ]• 

[提 示： 利用双曲正弦的指数定义.将 1/(1 一 e -济） 以几何级数形式展开 .] 

7. 利用拉普拉斯变换和表1求解积分方程 

沁) =1 -£褒扣 
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8. 根据表 14. 1中的第三项和第五项推出第六项. 

9. 证明 J " e‘“ Z du = ^[ erf (6) — erf ( a )]. 

10. 证明 J " e —— u2 du = yirerfCa ). 

计算机实验作业 

11 . 函数 erf ( x ) 和 erfcO ) 定义在 _ r <0 上. 利用 CAS 将 crf ( x ) 和 erfcb ) 的图像重叠绘在同一坐标系中 
(-10< x <10). 这些图像具有什么对称性吗？ l_im erf ( x ) 和 ljn ^ erfcU ) 分别是多少？ 

14.2 拉普拉斯变换的应用 

回顾函数 /(«) 的拉普拉斯变换为 

5£{ f ( t )}= j ^° e— “/⑴ ck 

并用 FG ) 来 表示. 两个变量的函数 m ( x ， 0关于变量 f 的拉普拉斯变换为 

SE { u ( x , t ) } = | e ' s, u { x , t ) dt , 

其中 x 被视为 参数. 我们将沿用使用大写宇母表示函数的拉普拉斯变换这一惯例，记作龙 
U ， t )}= U ( x , s ). 在本节中，我们认为在 7. 2〜 7. 4节中得出的运算性质同样适用于两个变 
量的函数- 

偏导数的变换 偏导数 3 u / dt 的变换可由 7 . 2节中 （6) 的结果类比 推出： 

i£j^J= s 汉 {uU ， 0}—w(_r ， 0) ; 

即 

汉{吾^卜^ /( X ， S )- M ( x ，0). ⑴ 

类似地， 

= 52 U (. x , s )— su ( x ,0) — u ,{ x ,0). (2) 

由于是关于 f 进行变换，所以我们进一步假定在变换 3 2 u/a l x 的过程中允许交换积分和微分 
的 符号： 

= ^^厂 eT s, u ( x , t)dt = ^£{ u { x , t ) }; 

即 

根据 （1) 和 （2)， 我们发现拉普拉斯变换适用于带有初始条件的问题，也就是说，适用于那 
按与热传导方程和波动方程有关的 问题. 
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ti — 偏微分方程的拉普拉斯变换 

求出波动方程 f ? 2 w /3 r 2 ( r >0) 的拉普拉斯变换. 
解由 （2) 和（3)， 


可写为 






2 d 2 


父 {u{j ： it) } = s 2 X }—■ su(x^O) — w ，（ :r ， 0) 


或 


2 d 2 U 

a 


—s 2 U = — suix ， Q) — u £ (x»0). 


(4) 


对波动方程或热传导方程进行关于，的拉普拉斯变换可以消去该变量，并对一维方程，变 
换后的方程是空间变量1的常微分方程.在求解变换后的方程时，我们将视$为参数. 


_ 利用拉普拉斯变换求解边界值问题 

求解 d 2 u/ 3x 2 = 3 2 «/ 心 2 ,0< 工 <1“>0 ，使得《 (0,0 = 0, M (l,O = 0，f >0, 且 M u. ， 0) = 


0,-?r-- I = sinitJ.,0 <C x 〈 1. 

^ M o 

解 该偏微分方程可视为 a = l 时的波动方程.根据 （4) 和给出的初始条件，变换后的方 

程为 


货一 H 邮， 


(5) 


其中 U ( r ，,) = 2：{«( x , 0}. 由于边界条件是（的函数，因此必须求出它们的拉普拉斯变换 
^£{ u (0, t ) } ~= U (0, s ) = 0,5£{ u (1 , t )}= U ( l , s ) = 0. (( 

(6) 中的结果是常微分方程 （5) 的边界值条件 • 由于 （5) 是定义在有限区间上，它的余函数是 

L/ C (x ， 5 ) = c 】 coshsx + c 2 sinhsx. 


由待定系数法可得出一个特解 


U p U ， s) 


因此 

L/(x,.0 ^ c x cosh.s'x + r 2 sinhsx + ^-p-^-sinTrx. 
由条件 U (0’ i ')=0 和 (7(1, .<0=0 依次可推出 <^=0 和 c 2 =0. 最后我们得到 

U(.x’ s ) = 

. u(x,t)=X 卜 {t^}- 

W 此有 

u{x,t) = —sinTt-rsinjr^. 

7 T 
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利用拉普拉斯变换求解边界值问题 

放在 X 轴非负部分上的半无界弦在开始时处于静止状态.该弦在 x =0 处被固定.而且它 
的右端远处可在一个光滑的竖直杆上自由滑动.弦在0身重力的作用下向下运动.求出它的位 
移 uix t ), 

解 由于重力被考虑在内，我们可以证明波动方程的形式 如下： 


, 3 


— g 


边界条件和初始条件分别为 


u ( Oyt ) = 0， lim 


，了 > 0 ，r > 0 e 


0, t > 0 


第二个边界条件 a w / a x =-0 表示弦在距离左端远处保持水平. 
现在由 （2) 和（3)， 

4喷-心卜4 


d l u 


可写为 

或者，根据初始条件 


d 2 U 


= S 2 U — .SM ( J . ， 0 ) — «, ( J ' ， 0 ) ， 


d 2 U S 2 - 


边界条件的变换为 

龙 U(0“”= r/(0,s) =0 和 ㈤ 上 m 監 = 0_ 

由待定系数法，变换后方程的通解为 

U(x,s) = c, e + (2 e—— ’ 

由边界条件 lim d[//dx = C 可推出 r 2 =0， 由 U ( 0 , s )=0 可得到 c ^ g / s 3 . 

x 

所以 

UU ， s) = 吾 e tj '. “)' - 聂 • 

现由第二平移定理，我们有 

心，， ) =父'{，一- fH =: 知(卜 f PM ’ — f ) 一知 ;2 

或 

r 1 ? 


0 < ^ < 




u ( x , r ) -- 1 


> 十 . 


为了理解这个解的含义，我们假定^>0为…固 定点. 当 0<_ r < a ； ■时，弦的形状是一条通 
过（0, 0) 和 ut , — +以 2 )的抛物线.当1>加时，弦可由水平线《= — 描述. 请参考 
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图 14. 2. ■ 

注意到下例中的问题可由 12.6 节中所给的求解过程求解. 
拉普拉斯变换给出了解的另外一种形式. 

_ erf ( jc ) 形式的解 

求解热传导方程 


= 


> 0 


OO 处的垂 
直支撑 " 




■V— ^ 


使得 


图 14. : 


u ( Ojt ) = 0， w ( l ， r ) = 0, 

0) = 0,0 <C <C 1. 


解由 （1) 和 （3) 以及题目给出的初始条件， 






可写为 


d z U 


■sU = 0. 


边界条件的变换为 

U(0,s) = 0 和 L/(1,.0 = 

S 

由于我们关心的是1轴上的一个有限区间，所以可以将 （7) 的通解写为 

U( , 5) = Ci cosh(V7 :) 十 c 2 sinh(V^r). 

利用 （8) 中的两个边界条件可分别得出和 c 2 -= ujis sinhV 7) • 于是 

Tr/ 、 sinh ( VIr ) 

Ukx 9 s ) = u 0 - ; - —. 

isinhVs 

在大多数表格中无法找到后一函数的逆变换.然而，通过记为 

sinhCVIr ) —斤— 产‘ 一 e — 


(7) 


(8) 


并利用几何级数 


我们可得出 


iinh^s 


iinh(V5x) 

ssmh-sfs 


s ( e ^ - e _V7 ) 




s(l 


-2n/7 


IP 


如果我们假定可以逐项进行拉普拉斯逆变换，那么由表 I 4 . 1 中的第 3 项可推出 
sinh ( VL :) 1 
ssinhV ^ 


u(x,t) = u 0 ^E~ 






-)] 



积分变换方法 


485 


= .| ： H^±ip)-e rf e(^)} 

可以利用 er fc(o:) = l- er f (: C) 将解改写为误差函数的形式： 

k ) = m 。自 [ erf ( 2 n t^+” _e di ”]• 


用 CAS 中的 3 D 作图程序绘制出的图 14. 3( a ) 给出了在长方形区域0<2<1，0«6上的曲 
面，该曲面可由令 (10) 中 uo = 100 的部分和 S w ( x ， f ) 得到. 由曲面和附带的二维图可明显看出， 
在某一固定 x 处(在区间 0«1 上垂直于 x 轴的平面与曲面的相交曲线），随着时间的增加，温 
度 uU ， f ) 迅速增大到一个常值.参考图 14. 3( b ) 和 It 3( c ). 对某一固定时间点(垂直于 f 轴的平 
面与曲面的相交曲线），温度 《 Oc ， 0从0逐渐增加到 100. 请参考图 14. 3( d ) 和 14.3( e ). 



a ) 
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练习 14.2 

如果需要的话，在以下的习题中可以使用表格. 

1. 沿 o ■轴方向在 （0, 0) 和 （ L ，0) 之间的弦.如果初始时弦处于静止状态.初始偏移为 A S in (； r * rAL )， 求出 
偏移 ^(- r , ?). 

2. 求解边界值问题 


u('0 ， t) = 0,«(1,0 - 0 

«(x,0) = 2simtx + 4sin3irx. 


-条半无穷弹性弦的偏移由下式 决定： 


^ X 2 at 2 / 

u(0 ,t) =-- fit) , liinw( x,/) 0 , f > 1 


求出 M ( J ： ， ？). 
4. ， 


I sin7r?,0 ^ ^ 1 
\ 0, t > 1 


时，求解习题 3 中的边界值问题.绘出，>1时偏移 〆 h 0的图像 ■ 

5. 在例3中，若弦左端点处的运动由振动/(0二 Asinw 描述，求出偏移 w ( x ， 

6. 一条在外力作用驱使下运动的弦的 偏移 〆 J .， 4由下式 决定： 


w(0“） = 0 ， w(l“ ） 二 0,r > 0 


M u ，0) = o ,4 f U -« 二 0,0 < ^ < i . 


求出 «(.r, t). 

7. 一根匀质棒在 1=0 处被夹紧，且在开始时处于静止. 
匀质棒横截面的纵向偏移 O 由下式 决定： 



如果将-一常力 F „ 施加于其自由端工=乙处，那么 


„(0,0 =0, e |^ U ,= f 。， £ 为常数•广>0 


u ( x ，0) = 0 ， I , il； = O ' 0 < j < L . 

求解 U (: r , O . [提 示： 将 1/(1 十 e 2 "-) 以几何级数形式 
展开 •] 

8. 一条以常速度一％沿： r 轴匀速运动的半无穷弹性勾质棒在 
/=0时撞上墙壁并突然停止，如图14.4，其纵向偏移 ub '， 
o 由下式决定： 



图 14. 4 
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求出 m(x» 0. 

9. 求解边界值问题 


10. 求解边界值问题 


d 2 u _ ^ 2 u 

X Z — a ?， 


u(0, 艺 ） = 0 ， lim 
u(x,0) = 0, | „ 

3 2 K = d\i 、 

x 一 

m( 0,/) — 0, lirru 
u(x,0) - _re — J ， 


-r > 0, t > 0 
Su 


t > 0 

队， J - > 1 


>0 

= o , t > 0 


gu : 


= T 7 ' x>0 ’ t>0 

uCOyt) = 1, HmuCj：,/) = 0, t '> 0 


「I 


u . u ) 描述半无穷固体的内部温度的模型为如下边界值 问题: 

L d Z U 3 u 


x > 0, t > 0 

limwCx ,?) — 0, t 0 


u(x ,0) — 0 , >> 0 . 


求解 M ( J ：，《). 利用该解分析确定 li^i «( x ， f ) ， x >0 的值. 

O , ( b ) 用(^^绘出“!^, t ) 在矩形区域 0< I <10, 上的图像.假设叫= 100, 々=1.在图上标 

出两个边界条件和初始条件.利用 u ( x ， f ) 的 2 D 和 3 D 图形证实 （ a ) 中所得的答案. 

12. ( a ) 在习题11中，如果从固体左端边界向其内部注人--股恒定热流，那么边界条件变为 
S u / 3 x 丨 a ._fi = — A ， A >0 , ?>0. 求解《( 1 ， O . 利用求得的解分析确定 limw ( x ， O，.r > 0 
的值. 

^ ( b ) 利用 CAS 绘出 uU ， f ) 在矩形区域 0<; r <10, 0< f <15 上的阉形.假定《。= 100, 6=1. 利用 

u (. r , /) 的 2 D 和 3 D 图证实 （ a ) 中所得的答案. 

在习题13〜20中，利用拉普拉斯变换求解满足所给条件的热传导 方程〜 =叫， - r >0, r >0. 


13. w (0, t )^= u Q , limwCo :, t ) u \ 

u(xj 0) — U \ 

15. I t ) , limwC - r , t ) = m 0 

d x ° 
u ( x , Q ) = u 0 

17. u (0, t )^ fit ) , lima ( j ：, 0 = 0 
u ( x ，0)=0 


， ， m U (、7、， t ) 

14. w (0， t ) = u-A , hm - u \ 

i * -： x 

uix , 0) = « i_r 

16. I =' «(0, i ) — 50 , lirnwCx , f ) = 0 
u ( x f 0) = 0 

18. U = 。二— /( r ) ’ 0 = 0 

uCx , 0) = 0 
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[提 示： 利用卷积定理 .] 

19. «(0， r ) = 60 + 40 ° Uit ~2) timuCx , r ) = 60 


此!■， 0) = 60 
21 . 求解边界值问题 


2 味 叫。 

u(xy 0) = 100 




, limuCx , 0 = 100 


3 x 2 


;< x < 


-> 0 


I ^ =1 = 100 — m ( 1, i ) , lim u ( xjt ) = 0, t 0 
u(x,0) = 0, — oo < x < 1. 


22. 证明边界值问题 


: > 0 , 


uCO ,t) = 0 , lim -y-^ = 0, 
wCx ， 0) =0， x > 0 


(其中 r 是一常数）的一个解是 


… r ， fc (2^) dr ‘ 


V 2 -/ h > 

23. 一 根长为 L 的杆在其两端 1 = 0 和 = I ■处保 持恒温 u 。. 如果该杆的初始温度为“。 + « tl sinCr 7 r / L )， 求 
解热传导方程！^ =«,， 0< x < L , 〖>0以得出温度 /)• 

24. 如果热量从一条长 L 的细线侧面散失到恒温“„的介质中，那么其热传导方程具有如下 形式： 

k — ~? — h(u — u ™ ) = ―― > 0〈 x < L ， t 0' 


TV 


其中； ！ 为一常数.如果初始温度常数叫，两端 : r = 0 与处是绝热的，求出 “( J ：，£). 

25. 一根单位长度的杆 ，： c = 0 处与外界隔离并且在 工=1 处保持恒温0 度. 如果杆的初始温度为“。，求解 
方程々》„=“,， 0<. r < l , i >0 以得出温度“（ X ，仏[提 示： 将 l/(l + e — 2 ^)以几何级数的形式 
展开 .] 

26. 一条具有单位宽度的无穷长多孔平板浸泡在具有恒定浓度的溶 液中. 溶液中的溶质扩散到平板的内 
部. 平板中溶液的浓度 C ( x ， 0由下列式子决定： 


0 < .r < 


t > 0 
( > 0 


- 

c(0“） = c 0 ， c(l,0 

c(x,0) = 0 ， 0 < x< 1, 

其中 D 为一常数.求出 t ). 

27. 一条很长的电话传输线在开始时具有常数电势如果该线在 r = 0 处接地并且其右端远处与外界隔 
离，那么 f 时刻线上点处的电势《(工， i ) 由下式 决定： 

—一 RGu = 0, x 〉0， t 0 


w (0 ⑺二0, 


: 0, 


:> 0 


u(x,0) = «0 » : r > 0, 
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其中 K 、 C 和 G 分别为电阻、电容和传导常数.求出 w (: r , r ). [提 示： 请参考练习 14.1 中的习题 5.] 

28. 证明边界值问题 

冬 4 — hu = 4 — » x > 0 , t > 0 

? x 2 ^ t 

m ( 0“） = ， Yimuia ^t) = 0， t > 0 

«( 工， 0) = 0， ^ > 0 


的一个解是 


wCx,f) — 



e — 心 


-y 1 / 4 r 

Th ~ dr . 


29. 人类获取信息大多数是通过视觉和 听觉. 但是许多物种却将化学信号作为主要的沟通方式；例如，蜜 
蜂在受到警告时会释放一种物质并剧烈扑打它们的翅膀来将警告信号传递给保护蜂王的蜂群.这些在 
同类成员之间传递的分子信息被称为信息素.这些信号可以通过多种方式 传递： 流动的空气或水，或 

是扩散过程（在扩散过程中，气体分子的随机运动将化学物质 —- - TjTTjT - 

送离其原来位 置）. 图 I 4 . 5描绘了一只蚂蚁向管道内的静止空 ^ 

气释放出具有示警性的化学物质.如果 f) 表示化学物质 0 X 

在（时刻离初始位置工 cm 处的浓度，那么 Kr ， i ) 满足 图 1 4 _ 5 


k 


3 2 c _ 3 c 


x>0, 


«>0 


且为一正 常数. 对信息素的离散脉冲式的释放使得如下形式的边界条件成立： 


3 c 

~ T~x 




a 


( a ) 如果有 0 )= 0 , x > 0 以及 liiji cU ， f )= 0 , t > 0 , 求解该边界值问题. 

( b ) 利用 CAS 绘出 （ a ) 中的解在固定时刻 t =0. 1， t - 0 . 5, «=1 ， f = 2 和 t =5 时 


的图像. 


( c ) 对任意固定时刻《，证明=如 • 因此，表示释放出的化学物质的总量. 

30. 从 f ==0 时幵始，一个集中载荷 F 。 以恒定速度％沿一半无穷长弦运动.在这种情况下，波动方程变为 


求解上述偏微分方程使得 

2 /( 0 ,/) = 0 , limu ( x ^) — CM 〉0 

uix , 0 ) = 0 ,癸 | ,_ 0 = 0 , 0 ： > 0 . 


( 3 )当％关《时，求解这个微分方程. 
( b > 当％ = “时，求解这个微分方程 • 


14.3 傅里叶积分 

在第11章和第12章中，我们利用傅里叶级数来表示定义在有限区间 （一 户， W 或（0, L) 
t 的函数 /'• 当/和疒在此区间上分段连续时，可以用傅里叶级数表示该函数并在区间外收敛 
于/ 的周期性延拓 • 在这个意义下，我们可以说傅里叶级数仅与周期函数相关_我们现在将以 
一 种非严格的方式推导出如何表示定义在无穷区间（一+°°)或半无穷区间（0，+°°)上的 
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若干类非周期函数. 

从傅里叶级数到傅里叶积分 假设函数/定义在（一/>，/>)上.如果我们利用 11.2 节中 
(9)、 （10) 和 （11) 在该节 （8) 中的系数的积分定义，那么该区间上的/的傅里叶级数为 

’⑴= + [(IV a)cos y fd 0 cos + (f/ a)sin y id 0 sin 17 X ]- 

( 1 ) 

如果我们令 Aa = a n + i ~ a n = ni 贝 ll ( l ) 变为 

fix') = y{\ P /(Odr) Aa + ^-X] [({ P /(^ co ^ idr ) COSar,:r + (| / ⑴ sin °»’ d ’) sina « 工]~•⑵ 

我们现在令 户 —+ oo 来扩展区间（一 p ， p \ 由于户―+⑺意味着 Aa —0,(2) 的极限具有形式 
它提示我们如何定义积分于是若 _[=/ ⑴山存在，⑵中第一项的 
极限为0并且其和的极限变为 

/ O ) =丄|" + [(j /( Ocosatdf)cosaJ + (| /( r ) sinai df ) sinax J da . (3) 

(3) 中给出的结果称为 / 在（一 ㈤ ， +oo) 上的傅里叶积分 （Fourier integral). 正如随后的 
总结中所显示的那样，傅里叶积分的基本结构让人联想到傅里叶级数的基本结构- 

ka * WH 傅里叶积分 

定义在区间（一⑻， + oo ) 上的函数/的傅里叶积分 （Fourier integral ) 为 
fix ) =丄 j " [ A ( a)cosax + B ( a ) sinaJ " ] da , 

其中 

A ( a ) = j /( x ) cosaxdx , 

「 I rx: 

B ( a ) = f ( jo ) sinaxdx . 

傅里叶积分的收敛 傅里叶积分收敛于 /( z ) 的充分条件与傅里叶级数的条件相似，但限 
制条件稍微严格一些 • 

ksiy .— i 收敛条件 

令/和/在有限区间上分段连续，并且/在（一°°， + CO ) 上绝对可积 e ， 那么该区间上/ 
的傅里叶积分在连续点处收敛于 /( x ). 在间断点处，傅里叶积分收敛于平均值 

/( x +) + fix —) 

2 ， 

其中 / Xx +) 和 /Xi —)分别表示/在工处的右极限和左极限 • 

mn 傅里叶积分表示 

用傅里叶积分表示函数 


(4) 

(5) 

( 6 ) 


O 这是指积分丨/( X ) | dr 收敛. 
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( 0 ， x <0 

/(x) = J 1 0 〈: r <2 

I。，^> 2 . 

解该函数（图像为图 14 . 6 ) 满足定理 14 . 1 的假设.于是从 
( 5 ) 和 （ 6 ) 我们马上可以得出 


A(a) = | f(x)cosaxdx 图 

=| f(x)cosaxdx + | f(x)cosaxdx + f(x) cosax dx 

_ f 2 , _ sin 2 g 

= cosax cLx — - •» 

Jo a 

I fi^sinaJodx = | sinaxdx = -- cos ^ a - ， 


B(a) 


将这些系数代人 （ 4 ) 中可得 

利用三角恒等式，上一积分可以简化为 

/(J ) = 吾 sinacosa(x-l) dgj (^) 

傅里叶积分可用于计算积分的值.例如，在 ：c=l 处由定理 14 . 1 可得，（ 7 )收敛于/(I); 


也就是说 


^da = 


后一结果值得特别关注.因为它并不能通过一般的方法得到； 


被积函数 （sin;c)/:c 并没有 


初等函数形式的原函数 • 

余弦和正弦积分若/在区间（一°°，+°°)上是偶函数，则乘积 /O)cos a i 也是偶函数’ 
而 /(dsinax 是奇 函数. 作为定理 11 . 2 中性质 （gr) 的一个结果， BCa )= 0 , 因此 （ 4 ) 可以写为 


/U) 


吾 r(r /u)cos ㈣) 


cosar da. 


同样，利用定理 11 . 2 的性质 （/)， 有 

J f(t)cosatdt = 2^ f (t) cosat dt. 

类似地，若 / 在（— oo，+CO) 上是奇函数，乘积 /U)cos a x 与 /U)sin a x 分别为奇函数和 
偶函数_因此 A(a) = 0 并有 

/(工） 



我们在下面的定义中做出总结. 

y ^ immwu 傅里叶余弦与正弦积分 

(i ) 区间（一 °o，+oo) 上偶函数的傅里叶积分为余弦私分 （cosine integral) 
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fU) 


K J 0 


A(a) cosax da ? 


其中 


f 十 oc 

A(a) — J /(jc)cosaxdx. (9) 

(fi ) 区间 （一 oo ，+ oo ) 上奇函数的傅里叶积分为正弦积分 （sine integral) 

fix) = —f B(a)sin a xda, (10) 

7 T Jo 


其中 


-B(ff) = J /(:r)sin«xdr. 


余弦积分表示 

用傅里叶积分表示函数 


/( 工） 


[ 1 » \ JC \ <a 

|o, I x I > a. 

解从图 14. 7 可明显看出 / 是一偶函数.于是我们用傅里叶余弦积分 （8) 来表示 /. 由 
(9) 可以得出 

「+oo |*a 「+㈤ 

ACa) = fix)cosaxdjo = cosax dx + /(j ： )c 0 Sax dx 

Jo J 0 J a 

=r C os«xdx = ^, 

Jo a 


因此 

fix) = lJ^sm^cosar da _ ■ 

若 / 既不是奇函数也不是偶函数，且仅定义在半轴（0， +00) 上，则可以利用积分 （8) 和 
(10). 在此例中， （8) 表示区间（0， +oo) 上的/及其在（一 …， 0) 上的偶（但非周期）延拓， 
(10) 表示（0， +oo) 上的/及其在（一00, 0) 上的奇 延拓. 下面的例子说明了这一概念. 

MB 用余弦与正弦积分表示 
表示 /(x)=e— % x>0. 

(a) 用余弦积分 （b) 用正弦积分 
解该函数的图像如图 14. 8所示. 




x 



X 


图 14. 7 


图 14. 8 
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U ) 利用分部积分法，我们求出 

A(a)= JT e — I COSard " 


于是/的余弦积分是 

( b ) 类似地，我们有 

于是/的正弦积分是 


「+00 

B(a) = J e - 工 sinaxdx = — 


fix) = I! irf da - 

图 14. 9 显示了该函数的图像以及用两类积分表示的延拓. 



a ) 余弦积分 


b ) 正弦积分 



图 U. 9 

■ 

复数形式傅里叶积分 （ 4 ) 同样具有等价的复数形式 （complex form ) 或指數形式 
(exponential form), 这与傅里叶级数的复数形式（请参考练习 11. 2 中的习题 21) 类似.如果将 
(5) 与 （ 6) 代人（ 4 )，则有 

fix) 

1 r+°° r+°° 

=— J I /⑴ [coscrfcosax + sincrfsinax]dtda 

1 r +00 r+o° 

= — /(t)cosa(t — j ： )d^da 

7T J 0 J —00 



= w-\ f(t)cosa(.t — x)drda 

ZxcJ —J — 

(12) 


=—[[ f(t) [cosa (/ — x) + isino-Cr — x) ]dfda 

Z 7 TJ 一 00 J —00 

(13) 


*1 r-j-oo f+00 

=^ - / ⑴ ewwdida 

ZttJ —00 J —00 

% 

(14) 


我们注意到 （12) 可由被积函数是 a 的偶函数这一事实推出.在 （13) 中我们仅仅在被积函数中加 
入了零 积分： 
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r+oo r-f<=o 

ij J /(Osina(r — aOcUdcr = 0 ， 

因为被积函数是 a 的奇函数. （14) 中的积分可表示为 

/(x) = C(ff)e _ktt da, 

Itzj -oo 

其中 

C(a) = J /(:c)e iaz dx. 

在下一节中我们将考察边界值问题的解，届时我们将使用傅里叶积分的后一形式. 

练习 14.3 

在习题1〜6中，求出所给函数的傅里叶积分. 

• r<-l 


/( x ) = 


3. fix)- 



2./(x) = 


4./ U ) = 



f0， x<0 

5 - /( 叫〜 >0 

! xl<1 
lo, | -r | >1 

在习题 7 〜 12 中，用合适的余弦或正弦积分表示所给函数. 

「0， x< — 1 

ro, 1 X I <1 

-5，-l<x<0 

8. fix') 7T» 1< | x | <2 

7 .叫 5，0<,<1 

lo, | X 1 >2 

10, x>\ 


f | X 1 , 1 X 1 <71 

(Jt, I X | <3t 

9 . /( 叫。， UI>, 

10. /(jr)= , 

l0, 1 J ： | >7t 

11. /u)=e— 卜 1 siru： 

12./(x> = xe-^' 

在习题 13 〜 16 中，求出所给函数的余弦和正弦积分表示_ 

13. /(^) = 6-^, k>0, x>0 

14. /U) = e _ 〜e 3 、 x>0 

15. fix)=xe~ 21 , x>0 

在习题 17 和 18 中，求解所给函数/的积分方程 • 

16. f{x)^^~ x cosx 7 工 >0 

17. | /(^)cosa-cdx = e * 

/*oo 丨 1 ， 0 < 

18. J /(x)sinazdx = 


19. U ) 利用 （7) 证明 


[提 示： a 为积分的虚变量 .] 

( b > —般地，证明对于々>0，下式 成立: 


sin 2^^ 


(15) 

(16) 
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20. 利用复数形式 （15) 求出函数的傅里叶积分表示.证明该结果与 （8) 中得到的结果一致. 

1 44.4 傅里叶变换 

函数 / U ) 的拉普拉斯变换 F ( 5 ) 由积分来定义，但直到现在我们一直在使用符号写法 
/ U ) = i £ MFO )} 来表示 FG ) 的拉普拉斯逆变换.实际上，拉普拉斯逆变换也是一个积 
分.若 

5 C {/⑴⑴ di = F 0)， 则有 iT 1 { Fa )}= 2^ J" + '~ eS F(s)ds = / ⑴ • 

后 一积分称为围 道积分 （contour integral); 对它进行估计需要利用复变量，这已经超出了本书 
的 范围. 问题在于：积分变换以 变换对 （transform pairs) 的方式出现.若通过积 分变换 

(integral transform) F ( a ) = f / UWU ， x)cLr 将 / U ) 变换成 FU ) ，则也可通过另一积分变换 

y ( x ) = 将函数/复原，该变换称为 逆变换 （inverse transform). 函数 K 和 H 

被称为它们各自变换的核 （ kernel ). 我们将 KG , 0 作为拉普拉斯变换的核，将 H ( s ， 
0 = eV 2 Ki 作为拉普拉斯逆变换的核. 

傅里叶变换对 傅里叶积分是三类积分变换的来源.由前一节的 （16) 〜（15)、 （11) 〜 （10) 
和 （ 9) 〜 （8) t 我们给出下列 傅里叶变换对 （Fourier transform pair) 的定义 • 

kaiW - a 傅里叶变换对 


( i ) 傅里叶 变换： 

9f{/(x)} = J 

f ( x ) Q^dx = F(a) 

(1) 

傅里叶逆变换： 


▲ [ Fia^e^da = fix') 

6 tzJ 

(2) 

(ii ) 傅里叶正弦变换 •• 

矛 “ /U)} = 

[ /(x)sinaxdx = F(a) 

1 0 

(3) 

傅里叶正弦逆 变换： 

3^{F( a )} = 

: —[F(a)sinaxda ^ /(x) 

7 T J 0 

(4) 

(iii ) 傅里叶余弦 变换： 

免 {/(x)}= 

I /(x)cosaxdx = F(a) 

J 0 

(5) 

傅里叶余弦逆 变换： 

9fr l {F(a)} = 

= — j JF(a) cosa-^c da — _/(工） 

7 t J 0 

(6) 


存在性 （1)、 （3) 和 （5) 存在的条件比拉普拉斯变换存在的条件更为 严格. 例如，读者可 
以证明濟{1}、淨 5 {1}和浞 <1} 不存在.存在性的充分条件是，/在适当区间上绝对可积并且/ 
和/在有限区间上分段连续. 

运算性质 由于我们的首要目标是要将这些新的变换用于求解边界值问题，所以我们需要 

考察导数的 变换. 、 M 

傅里叶变换 假定/连续，在区间（一 °°， + o °) 上绝对可积并且 /' 在有限区间上分段连 

续.若当士 m 时 / U )— 0，则由分部积分可得 

SF{/’（X)} = r / ， (^)e , ° I dx 

J -沈 
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=—iaj /(_x)e iiur dx; 


即 

9 f{/(x)}=-iaF(a). ( 7 ) 

类似地，若另外假设/在（一如，+加）上连续， /' U ) 在有限区间上分段连续，并且当： T — 士 
时/'( X )— 0 , 我们有 

gf{/(x)}= (― ia) 2 泽 {/U)}=—a 2 F( a ). (8) 

认识到正弦和余弦变换并不适合于用来变换一阶导数（或者，由于同样的原因，任何奇数 


阶导数)是很重要的.容易证明 


{fix)} =-a 3f e {/(x) },9 C {/(x)} = a 浞 {/( 工 ） }_ /(0). 

困难显而 易见； /' U ) 的变换并不是用原积分变换表示的 • 

傅里叶正弦变换 假定/和 /' 连续，/在区间[0，上绝对可积，并且 /在有 限区间 
上分段 连续. 若当: T - + 00 时/—0, /'— 0,那么 
矛 , {/'(x)}=J /’(x) si nor dr 


= / / (x)sinax 



f (x) cosax dx 


=-o"[/(x)cosar 『 +aj 。 /(x)sinffjdxJ 


= a/(0)-a 2 9f s {/(x)}; 


即 


傅里叶余弦变换 


^Afix))=~a 2 FCa) +a/(0). (9) 

在使得 （9) 成立的同样假设下，我们可以求出 _ f ( x ) 的傅里叶余弦变 


9U/U)}=— a 2 F(a) — /(0). (10) 

一个很自然而然的问题是“我们怎么知道对于一个给定的边界值问题该用哪一种变换?”， 
很明显，要利用傅里叶变换的话，待消去变量的定义域必须是（一°°，+°°)-要利用正弦或余 
弦变换的话，问题中至少要有一个变量的定义域必须是[0，+°°).但是选择用正弦变换还是 
余弦变换的决定性因素是在零点处边界条件的类型. 

在接下来的例子中，若没有特别指明，我们将假定当土°°时“和 
都趋近于 0. 由于在大多数情况下这些条件均成立，所以这并不是主要的限制. 

HI 使用傅里叶变换 

求解热传导方程= $，一 00 <^<+ 00 ，《>0使得 

«( x ，0)=/( x )， 其中 /( x )= I 。，^ 

解 该问题可以解释为求无限长杆的温度 M ( J ： ，〖). 由于工的定义域为无穷区间 （一 
+ 00)， 我们利用傅里叶变换（1)，并定义 
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9 s { «(■!'，，)}= J uix , 
如果我们变换该偏微分方程并利用 （8) 式， 


f)e ,ar dr = U(a,t). 


9 k 




可以得到 


ka 2 U ( a , t ) = ^ 或 f + fe 2 U ( a , t ) = 0. 


求解上一方程得到 U ( a ， t )= ce 现在初始条件的变换为 

9? {u(.t,0) > = | 4 f(x)e iia dx = J "' M 。 fdx 


这一结果与 U ( a ,0) = 2 u 0 ~ 
sina )/^, 因此有 

于是由逆积分 （2) 可得 

利用欧拉公式 e ^ = c < 
数是 a 的奇函数，所以有£ 


; 等价.将这一条件代人解 L / U ，<), 可得 I 7( a ， 0) = c =(2 m „ 
U ( a , t ) = 2 u 0 ^ e k ^ ! . 

a 

uixa) = e—da. 

丌 J -1 a 

t .r - isinax 可将上一表达式做一些简化，并且注意到由于被积函 
_ e〜 2t sinaxda = 0 . 因此，我们最后有 


= 

7t J 


f da . 


( 11 ) 

■ 


请读者证明，解 （11) 可以用误差函数 表示. 请参考练习 14.4 中的习题 4. 

_ 使用余弦变换 

在半无穷平面中，稳定状态的温度由下式 决定： 

= 0,0 <C x < > 0, 


d^u , 3 l 

u ( O ^ y ) = Otuin ^ y ) 
3 u I 

~Ty I 




= 0,0 < X < 


求出 w (: r ，： y ). 

解变量: y 的定义域和: v = o 处所给的条件表明傅里叶余弦变换适用于这个问题. 
我们定义 

「十 ro 

9 Au{x,y) } = j 。 w ( 工， : y)cosa_yd：y = U(_r， a ). 


根据（ 10 )， 


叫旮卜叫0卜“。 } 
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可写为 


尝- 


a U(a:,a) — Uy(x^O) 


0或 M 


由于 X 的定义域是有限区间，我们可将常微分方程的解写为 

U(x 9 a) = Ci coshax + c 2 sinhaJ ： . 

现有巩 U ( 0 ， 30 }=氣{ 0 }和炎： y )} = 9 Ue — 1依次等价于 
{7(0 , a ) — 0， C /( TC ， a ) = -~~~2 . 

1 + a 

如果我们使用后面的条件，由解 （12) 可得出 Cl =0 以及 c 2 = l /[( l + a 2 ) sinha 7 t ]. 因此 

sinhax 


( 12 ) 


U(x,a) 


(1 + a 2 )sinha7c 


所以由 （6) 我们可得 


u{x,y) 


2 f +0 ° sinhax 


-cosay da . 


(13) 


tc」o (1+ a 2 ) sinhaK 
如果在例 2 中给出的是 0) 而 不是心 （: r ， 0)，那么正弦变换将更合适. 

练习 14.4 

在习题1〜21中，利用本节的傅里叶积分变换求解所给的边界值问题.在必要时做有关边界的假设. 


u ( x ，0) = t 

2 - k T ^ = \ 


3. 利用结果9? 


— oo<x<oo, t>0 

x 1 , — OO 〈工 <00 

— oo <- r < oo , t 2>0 

’ x<~\ 

-100 ，一 1< 工 <0 
〕 0 ， 0< 工 <1 

， x>l 

Z ~ Z \ = 2^ e - f2 " 2 求边界值问题 

，— co < x < co ,?>0 


d 2 t 


m(jc, 0) = e ~ x ，一 oo < _r < oo. 

1) 若泽{/(•^)}= = 9 ? («)且9?彳尽(1)丨= 0(^)，则傅里叶变换的卷轵定理 （convolution theorem) 为 
J f (z)g(j ： ~ t) dr = {F(a)G(a)}. 

利用这一结果和 9 Me 〜 2/4p2 }= 证明边界值问题 


«( JT ，0) = fix ) 


— oo< ；： c<oo ， f〉0 

< JC < OO 


的一个解是 


心’° = 「 y 1 -) 士— 


( b ) 利用变量替换 《= (: c — r )/2 # 和练习 24. 1 中的习题 9 证明例 1 的解是 
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心 “) = 专 [ erf (f^)— erf (f^)} 

m ( C ) 设晌=100, 6 = 1. 利用 CAS 绘出 M (; c , t ) 在矩形区域 一0< t <6 上的图形.利用 2 D 程 

序将 u ( j ：， t ) 在 z =0_05, 0.125, 0. 5, 1, 2，4, 6, 15,区间一 4< x <4 上的图形绘在同一坐标系 
下. 利用这些图形推测出 r ) 和0 的值. 然后利用 erf (: c ) 的性质用解析的方法证 
明这些结果. 

5. 若 u (0, O = u 0 , t > 0 , u (. x , 0)=0, ^>0, 求出半无穷长杆的温度 “(■!， t ). 

6. 利用结果证明习题 5 的解可写为 

i u { x , t ) = u 0 ^^e- fc 2 , da. 

re J o a 

7 ■若 t /(0 ，O = 0 i t >0 且 & 

1 " (1 ， 0<x< 1 

— —L X>L 

求出半无穷长杆的温度《(工， 《)• 

8. 若左端边界条件为 

■|^丨:_。=- A ， t >0， 

其中 A 是一常数，求解习题 S . 

9. 如果 : r = 0 处是绝热的，求解习题 7. 

10. 如果 “(0， <) = 1, «>0, uix , 0) = e " x , a :>0, 求出半无穷杆的温度 uU , rt . 

11. ( a ) a ? = —° o < j ：< oo , t >0 

uU , 0) = / U )， 努丨,_。=以工)，- °°< x < oo . 

( b ) 若 gU ) = 0， 证明 （ a ) 部分中的答案可改写为 u ( x ， t ) = VZifix + at)+ fix ~ at )\ 

12. 如果 

u (0» t ) = 0 ， 广〉 0 ， 

u ( x , 0 ) = xe ~ x ，- I ,=o = 0 ，x > 0. 


求出半无界弦的位移》(工， 《)• 

13. 如果将工 = 0 和; r=7t 处的边界条件对调：《(0, ： y)=e— ，，《(7：, y)=0，y>0， 求解例2中的问题. 

14. 如果在; y = 0 处的边界条件为 《U，0) = 1, 0<j：<jt, 求解例2中的问题. 

15. 如果边界; t=0 绝热，在; y = 0 处有 

(50, 0 < x< 1 

«(^»0)= 

10, x > 1, 

求出由工>0, 3>>0定义的平面的稳定温度. 

16. 如果在1 = 0处的边界条件为《(0， y )= 0 , y > 0 , 求解习题 15. 

17. -^―7 + -§— 7 = 0, x>0, 0<3»<2 
a x 2 ay 

u(0, y) = 0, 0 < y <2 

u(x» 0) =/Cx)» uCx, 2)=0，x>0 
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18. -|-^+-|-^=0, 0<j ： <7t» y>0 

u ( 0 , y ) = /( y ) , =0， y >0 

T ^ L - o =0» 0< x<tc 

在习题 19 和 20 中，求出图中所给平面的稳定 温度. [提示，一种求解的方法是将习題19和20分别表示 
为两个边界值和三个边界值问题.利用叠加原理（请参考 12. 5节） .] 

19. 20. … 

y 

u = e~y 

u = e x x 

图 14.10 


A 


0 ； Jt 

“ =/W 
图 14.11 


21. 利用习题 3 中所给的变换承 ) 求出如图 14. 12所示的无 
穷带的稳定温度. 

22. 习题16的解可以被 积分. 利用附录 C 中表格的第42项和43项 
证明 


u ( x 9 y ) = [arctan f ■— 
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第 14 章复习题 图 14.12 

在习题1〜13中，利用适当的积分变换求解所给的边界值问题.在必 
要时做出有关边界的假设. 

1 - T^ + T^ = ° 9 x>0 , °<y<^ 2. 0<X<1, t>0 


■ f ^ U * o = 0, 0<3<7 C 

m (« t ，0)=0 ，I =^^~ x 9 x >0 
3. h >0, x >0, t >0 

m( 0，《) = 0 ， lim~^~^ = 0 ， t〉0 

m ( x , 0) = mo , x >0 

5 - T ^ = T 7* i>0 “> 0 

m (0, t ) = t 9 limuCo :, i ) = 0 

“( x ，0)=0, or >0 [提 示： 利用定理 7.9.] 


M(0 ， 0=0 ， M(l, 0=0, /J>0 
m ( x ，0) = 50 sin 27 CJ ：, 0<« r<l 



— oo < x < oo , t >0 


u(x, 0)=0, — oo<x<oo 


„ d 2 U d 2 u 

6 . T 7 = TF , 0<x<1> f>0 

K (0， 0=0， u ( l , t )=0 9 t >0 

m(j :， 0) ， sinirr ， 丨 ㈣ =—sirnw ： ， 0<x<l 






热传导方程的解；见练习 15. 2习题 6( d ) 


第15章偏微分方程的数值解 


在 9. 5节中，我们看到求二阶边界值问题近似解的一个方法是用有限差分方程代替常微分 
方程.构造差分方程的方法是用差商代替导数/和: /. 把同样的思想应用于包含偏微分方程 
的边界值问题中.在本章的各节中，我们将用差分方程代替拉普拉斯方程、热传导方程和波动 
方程，即用差商代替偏导数《»、 《 xv 、 〜和 《,. 

15.1 椭圆型方程 


利用 9. 5节导出的差商，我们可以很容易用差分方程代替线性二阶偏微分方程.在接下来 
的讨论中，我们把焦点集中在楠圆型偏微分方程上，如拉普拉斯方程 
d 2 u, 3 2 u _ 0 

用差分方程代替拉普拉斯方程如果“是双变量 x 和： y 的函数，那么我们可以构造两个中 

心差分 

uU+h, y)-2uU, y) + uix~h, : y ) 和 m(x ， ： y+/i) —2 m(x ， y'f+uU, y — h). 

然后由 9. 5 节的 (6) 式可知，对二阶偏导数和的差商近似为 

^ SK ^[mCx + h,y) — 2u(x,y) + u(x — h,y)] , ⑴ 

-^[u(a:,y + ^) — 2u(a:,y)+u(x,y — h)J. (2) 

d y L h 

把 （1) 和 （2) 相加，我们可得拉普拉斯算子的 五格点近似法 （ five-point approximation ) : 

^ lu (. x -\- h , y ') + u (. x , y -]- h ') + u(.x — h , y ')+ u (. x,y — h ') — 4«( x , y )]. 

因此我们可以用差分方程 

u(,x + h , y )+ u (. x , y -\- h ) -\- uU - h , y ') -\- uU,y — h ) - 4 w ( x , y ) = 0 (.3) 

代替拉普拉斯方程 |^ + |y = 0. 

如果我们使用记号《(工，：>0=〜和 

uix + h 9 y) = Mm.i 9 u(x 9 y + h) = u ifj +i , 
uix — h 9 y) = Ui-i^yu^xyy — h) = u itj -i 9 


那么 （3) 式可以写为 
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UH-l.j + Ui.j+1 + Ui-I.j 4- M„>-1 — ^Uij = 0. ⑷ 

为了更好地理解 (4) 式，假设一个矩形网格由水平线和垂直线组成，每格的长度为单位，它 
上 面有一个曲线 C 围成的区域!？，我们就是要在 这个区 域上求拉普拉斯方程的解.^称 为网格 
步长 （mesh size ). 请参考图 15.1(a). 网格线的交叉点巧= P (认，_/70称为 网格点 （mesh 
point) 或格点 （lattice point )， i 和_/都是 整数. 若网格点的四个临近点都是区域只上的点，那 
么我们称这个 网格点 为内点 （interior point), i ? 或 C 上不是 内点的点称为 边界点 （ boundary 
point). 例如，在图 15. 1(a) 中，我们有 

P 20 = P (2/ i , 0), Pn = P ( A , h ), F 21 = P (2/ i , h ), P 22 = P (2/ i , 2/ i ), 

等等. 在这些点中， P 21 和 P 22 是内点， P 2 a 和 Pu 是边界点.在图 15.1( a ) 中，内点是灰色的 
点，而边界点是黑色 的点. 由 （4) 我们可以看到 



因此，正如图 15. 1( b ) 所示，《〃在 K 的内部网格点上的 值是“ 在其四个临近点上值的均值■内 
点的四个临近点■?,- 1 .,和尸,.， 1 分别从对应的东、北、西、南四个方向包围 
着它. 



狄利克雷问题 在拉普拉斯方程 V 2 « =0的 狄利克雷问题 （Dirichlet probkm) 中， M(X ； 

: y ) 是区域 i ? 边界上 的值. 这个问题的基本思想是在内点上用差分方程 （4) 代替偏微分方程，以 
此求出拉普拉斯方程在这些点上随似解.眺《在隱点上随似值 ， BP Uii ' 是相互关联 
的，如果触界上酬格点綱以錢知道 “雖. 雕种施，我们可以翻-个线性代数 
方程组，从中可以解出未知量 ㈤ .接下来的例子说明了如何在一个方形区域上应用这种方法. 
till 边界值问题 

在练习 12. 5 的习题 16 中，要求读者用叠加原理解边界值问题 

+ = 0, 0<x<2, 0<3-<2, 
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u (0, y ) = 0, M (2， y ) = y (2 _ ： y ) ， 0 < < 2, 

lx , 0< x < 1 

m ( x ,0) = 0, u ( x ,2 )=( 

\2 — x , 1 < x < 2. 

为了使用数值方法来解这个问题，我们先令网格的步长为 A = 2/3. 正如我们在图 15.2 中所看 
到的，这种选择可以使我们得到四个内点和八个边界点.边界点的精确《 

值可以从所给的边界条件中 解出. 例如， 在 P 31 = P (3 h , h ) = P (2, 2/3) 

处，我们有: c =2, y =2/3, 因此由条件 m (2, ： y ) 可得 “(2, 2/3) = 2/3 - 
(2 —2/3) = 8/9. 类似地，由在 P 13 = P (2/3, 2) 处的条件 2) 得到 
«(2/3, 2) = 2/3.现在我们对内点应用 （4) 式.例如，在点处，我们 
有 i = l ，7-1, 因此 (4) 可以写为 

M21 + M12 + Uoi + «10 — 4u n = 0. 图 1 5 . 2 

因为 MoisWO , 2/3)=0, m 10 = m (2/3, 0)=0, 所以前述方程变为一4“„ + 
u 21 + u 12 =0. 在 P 21 、 P 12 和 P 22 处重复这个过程，依次可以得到另外三个 方程： 

— 41*11+ **21 + Mi2 = 0 ， 

, 丄 8 

Mil — 4 m 2 i 十 m 22 =— y ， 

u u — 4m 12 + m 2 2 = •- y * (6) 

M21 + Ml2 — 4 m 2 2 = — 

用计算机代数系统解这个方程组，可以求出在四个内点处的近似值为 
Mu = X = 0. 194 4, m 2 , = ^ = 0. 416 7, u 12 = || = 0. 361 1, m 22 = ^ = 0. 583 3. 

■ 

和常微分方程的讨论一样，我们希望用更小的&值来改进近似的精 确度. 然而，用更小的 
网格步长意味着会产生更多的内格点，相应地会增大方程组的 规模. 对一个边长为^的方形区 
域来说， bL / n 的网格步长总共会产生 (『 I ) 2 个内 格点. 在例 1 中，" =8 ,网格步长为九 = 
2/8==1/4比较合理，内格点的数目为 (8_ l ) z =49_ 因此我们有含有 4 9个未知变量的49个方 
程.在下个例子中，我们使用的网格步长为 A = l / 2 . 
tiH 在例1中使用更多的网格格点 

正如我们在图 15.3 中所看到的，令例1中的方形区域《= 4 ,网 
格步长 /i = 2/4 = l /2, 可得到3 2 =9个内网格点_在这些点处应用 
(4) 式，并把给定的边界条件代人，我们可以得到含有九个未知量的 
九个方程.读者可以证明这些结果，这里给出方程组未简化的形式： 

M 21 + M 12 + 0 + 0 — 4rMii = 0 ， 

U 3 1 + u 2 2 + Mil + 0 — 4 m 2 1 = 0, 

冬 + M32 + W 2 1 + 0 — 4 m 3 i = 0 ， 

4 

U 22 + Un + Un + o — Au u = 0» 




图 15.3 
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W32 + U 2 3 + U i2 + «21 — 4W 22 ^ 0 , 
1 + W33 + U 22 + U 3l — 4U 32 = 0, 


(7) 


0 , 


+ 1 4- Wi3 + u 22 一 4m 2 3 — 0 ， 


用 CAS 可得 

64 = u - luy4? U2i = m 
47 

Ml2 = 224 
_ 145 
M,3 = 448 

简化 (7) 式后，有趣的是系数的 9 X 9 矩阵为 
卜4 1 0 1 

1—410 
0 1—4 0 

1 0 0—4 


= 0.109 4， « 21 = ^ = 0. 227 7, « 3 , = ^ = 0. 395 1, 
= 0. 209 8, «22 = || = 0. 406 3, u n = ||| = 0. 602 7, 
= 0. 323 7, m 23 = ^757 = 30分0， u 33 = 


= 0. 584 8 ， W33 = = 0. 609 4. 


0 1 


(8) 


, 0 0 0 0 0 1 0 1 一4」 

这是一个稀疏矩阵 （sparse matrix )， 因为矩阵中相当多的元素都 为零. 矩阵 （ 8 ) 也是一种带状 
矩阵 （banded matrix ). 这种矩阵的特征是主对角线以及与主对角线平行的对角线上的元素 
非零. 

高斯-赛德尔迭代法凡是求偏微分方程近似解的问题无一例外都会产生大规模的线性代 
数方程组.解一个含有数百个方程组成的方程组是很平常的 事情. 尽管直接求解的方法如高斯 
消元法保留了矩阵带外所有的零元素，但是它在带之间填充了非零 元素. 因为储存大规模矩阵 
需要使用大容量的计算机存储器，所以一般在实际中用间接法求解大规模方程组.一种流行的 
间接法称为高 斯-赛德尔迭代法 （ Gauss-Seidel iteration ). 

我们将用 （ 6 ) 中的方程组来说明这种方法 • 出于简化的缘故，我们分别用 A 和々 


来代替双下标变量“11、 ㈣ 、 Ml 2 和《 22 . 

_高斯-赛德尔迭代法 

步骤 1 : 在每一个方程中解出方程组主对角线上的 变量. 也就是从（ 6 )中的第一个方程解 
出 x , ，从第二个方程解出^，依此类推： 

xi = 0. 25 x 2 +0. 25 x 3 ， 

工 2 二 0. 25^+0. 25^+0. 222 2, 
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x 3 = 0, 25 叫 + 0, 25x 4 + 0. 166 7, (9) 

x 4 = 0. 25 工 2 + 0. 25x 3 + 0. 388 9. 

这些方程可以通过对内格点应用 （5) 式而不是 （ 4) 式来直接得到. 

步骤2: 迭代.首先我们要先给 X !、 x 2 、 A 和〜赋初值.如果只是一个线性方程组并且我 
们对于解的情况一无所知，那么我们开始时要令而=0, x 2 =0, x 3 =0, x 4 =0. 但是因为（ 9 ) 
的解表示边界值问题的近似解，所以使用所有边界条件的平均值作为初值 « u ， = u 21 , 
x 3 = u u , A = U 22 是合理的.在这种情况下，如图1 5 .2所示，八个边界点数值的平均值近似等 
于 0.4. 因此我们所赋的初值为 A =0.4, x 2 =0.4, x 3 =0.4, x 4 =0.4. 高斯-赛德尔迭代法 
使用的 I 值是前一步的计算结果.注意到 （9) 中的第一个方程仅依赖于 々和 ~ r 3; 因此把々= 
0. 4和: c 3 =0.4 代入后可得: c , =0.2. 因为第二和第三个方程依赖于々和 x 4 , 我们使用刚才计 
算得到的；^ =0.2 和 ： c 4 =0. 4可得: c 2 =0.372 2和 而 =0.316 7. 第四个方程依赖于心和 x 3 ， 
因此用刚才得到的 々 = 0. 372 2和 j ： 3 =0. 316 7可得 ： r 4 =0. 561 1. 概括说来，第一次迭代得到 
x , = 0. 2, x 2 - 0. 372 2, x 3 = 0.316 7, x 4 = 0. 561 1. 

注意这些值和例1结束部分给出的精确值已经非常接近了 • 

第二次迭代开始时，把々 = 0. 372 2和 x 3 =0. 3 16 7 代入第一个方程.这可以得到4 = 
0. 172 2•由 x s =0. 172 2和最后一次计算得到的 4( 即 ^4=0. 561 1) 以及第二和第三个方程依 
次可得心=0. 4 0 5 5 和： t 3 =0. 35 0 0. 用这两个值，可以从第四个方程中求出而 =0. 567 8 •第 
二次迭代结束后，我们得到 

Xl = 0. 172 l,x z = 0. 405 5 ， x 3 = 0. 350 0,^ = 0. 567 8. 

第三到第七次迭代的结果在表 15. 1中给出. 


表 15.1 


迭代 

第三次 

第四次 

第五次 

第六次 

第七次 


0. 188 9 

0. 193 1 

0. 194 1 

0, 194 4 

0. 194 4 


0. 413 9 

0. 416 0 

0. 416 5 

0. 416 6 

0. 416 6 


0 ‘ 358 4 

0. 360 5 

0. 361 0 

0. 361 1 

0. 361 1 


0. 582 0 

0. 583 0 

0. 583 3 

0. 583 3 

0. 583 3 

-- ■ 


注 为了把高斯-赛德尔迭代法应用于一般的由 ”个线 性方程组成的方程组 （含有 ”个 
未知变 量）， 变量 x , 必须出现在方程组的第〖个方程中. 此外， 从每个方程中解出工' 
后， 1= =1, 2, n, 所得到的方程组具有 X = AX + B 的形式，其中 A 的主对角线 

上所有元素为零. 

注 （j ) 在本节所给的例子中，〜的值可以用 W 在边界点处的已知值求出 ， 但若区域 
尺的边界点和区域丑的实际边界 C 不重合时我们该怎么做？这种情况下， 

可以用插值法求解. __ 

(ii ) 有时可以根据对称性减少方程组中方程的个数.考虑一个如图 15. 4所示的 
矩形 区域. 边界条件为在工=0 、 ：c = 2 和5=1处《 = 0，在： y =0 处 “=100. 
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这个区域关于 x=l 和: y=l/2 是对称的，内网格点 Pn y, 
和 P 31 到临近的边界点是等距的，并且在这些边界点处 

M 值是相等的.因此，我们设所以含有三个 0( 
未知量的三个方程组成的方程组可以化为含有两个未 _ 

( 0 0 0 

下 

a 

Mo 


,: 


知量的两个 方程. 请参考练习 15 . 1 的习题 2 . 

( Hi ) 在介绍求拉普拉斯方程近似解的过程中，如例 3 所示 

100 1C 

图 

X) 100 ^ 

15.4 


的迭代法经常称为 Liebman 方法. 

(iv) 尽管在计算机上不明显，但是高斯-赛德尔迭代法或 Liebman 方法的收敛速度 
不是 很快. 或者在更多的情况下，高斯-赛德尔迭代法可能根本不 收敛. 请读 
者自行在数值分析的教科书中查阅有关高斯一赛德尔迭代法收敛的充分条件 • 


练习 IS. 1 

I 在习题1〜8中，利用计算机进行计算 • 

在习题1〜4中，用 （4) 求拉普拉斯方程在给定区域上内点处的近似解.如果有可能，尽量利用对 称性. 

1. m (0, : y ) = 0, u (3, y ) = yi 2 - y ), 0 < y <2 
u ( x * 0) = 0, m ( x , 2) = x (3 — j：)t 0< x <3 
网格步长： h=l 

2. m (0, : y ) = 0, u (2, : y )=0， 0 < y<l 
uix , 0) = 100, u ( x , 1) = 0 ， 0<x<2 

网格步长： h =\ 

3. m (0, : y ) = 0， u ( l , ： y ) = 0， 0 < y<l 
uix , 0)=0， m(x, l ) = sin 7 cx , 0< x<l 

网格 步长： 

4. m (0, : y ) = 108： y 2 ( l — : y )， 《(1，： y ) = 0， 0 < y<l 
uCjc , 0)=0， u (. x 9 1)=0，0< Cx<Cl 

网格 步长： / i = j - 

在习题 5 和 6 中，利用⑸和高斯-赛德尔迭代法求拉普拉斯方程在单位平方区域上内点的近似解.网格 
步长为 fc = l / 4 . 在习题5中，边界条件已给出；在习题6中’ 《 在边界点处的值如图 15. 5 所亦. 

5. “(0， y ) =0 * ^(1, y ) = 100 y * 0< y<l 

u ( x , 0) = 0, uix , l ) = 100: r ， 0<工<1 
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7. ( a ) 在练习 12.6 的习题12中，用特殊形 
式的泊松方程 

可以求解势能问题.证明代替泊松方 
程的差分方程为 

Mh-I.j + + Wi-I ti -f Ui,j-1 

— ^Uij = h 2 

( b ) 利用 （ a ) 中的结果求泊松方程 g + 
g =—2在图 15.6 所示区域内点上 



图 15.6 


y \ 





I 1 1 1 

图 15.7 


的近似解.网格步长为 fc = l /2, 在沿 

ABCD 的每个点上都有《=1，在沿 DEFGA 的毎个点上都有《=0.利用对称性求解，如果必要也可 


以使用高斯_赛德尔迭代法 • 

8. 利用习题7中 U ) 所得到的结果求泊松方程 + 在图 15. 7所示区域内点上的近似解.网 

格步长 A = l /8, 在区域的每个边界点处《=0.若有必要可以利用高斯-赛德尔迭代法 • 


15.2 抛物型方程 


在本节中，我们介绍两种求解下面类型的边界值问题近似解的方法： 




0 < x < a , t > 0 , 


m (0, x ) = Ti , u ( a , t ) = T 2 , t > 0 , 


( 1 ) 


u ( x , 0 ) = fix ') , 0 x <. a . 

这个问题中的方程是一维热传导方程，并且是我们在 12. 1节中所介绍的抛物型偏微分方程 • 
前面讲过，/可以看作是一个匀质杆上从^ = 0到 :c = fl 的初始温度 分布.常数丁 !和了 2 表示杆 
端点的温度.这里我们不加证明地认为，当/在闭区间[0, a ] 上是连续的时候，边界值问题有 
唯一解.这个条件将被用到，因此，我们用《(工， 0) = / U )， 代替⑴中的初始条件 • 
用差分方程代替热传导方程为了求 (1) 的近似解，我们先用差分方程来代替热传导方程. 
利用 15. 1节中的中心差分(1)，可得 

+ h,t) — 2«(x,i) +M(_r— 

d or h 

以及由 9. 5 节的前向差分 (3) 可得 

+ k) — a(x*«)3» 

因此我们可以用下面的差分方程来代替热传导方程 c 


^ i \_u{x + h,t') - 2“( 工 ，0 +«(x — /i ， 0] = 士 + “ (工 ’*)]• 

若令 A = cW ， 以及 

M(x“） = Uij ,u(.x + h,t') = u i¥ i,j,u(.x — h,t) = u^,j,u(.x,t + k') = u um , 

则 （2) 简化后可以写为 
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Ui，i+i = AM .+1 .J + (1 一 2 A ) w y 4- Am (3) 

我们希望在於平面的一个矩形区域上求出问题 （1) 的近似解，这个矩形区域定义为0< 

x^a, 对某个时间了成立.在这个区域上，我们绘出一个矩形网格，这些网格的每 

个格子垂直距离为^单位，水平距离为 々单位 • 如果我们选取两个正整 数”和 所，并定义 

/i = — ftJ ^ =—； 
n m 

那么垂直和水平网格线分别定义为 

Xi — ih , ^ = 0,1，2，…， n ， tj = jk , j — 0,1»2, , m . 

请参考图 15. 8. 

如图 15.9 所示，这个方法的基本思想是利用公式 （3) 计算解“&，0在这些点处的近似值， 
计算第 y + 1 个时间线仅用到第 ； 个时间线 的值. 例如，第一条时间线上的值 0 = 1) 依赖于给 
定的在零时间线上的初始条件 W ,,。= w ( A ，0)=/( x ,). 这种数值方法称为显 式有限差分法 

(explicit finite difference method ). 



第 C /+1) 个时间线 


第 j 个时间线 



u ij u i+Uj 
\— h —\ 


图 15- 9 


_有限 差分法 的使用 

考虑边界值问题 

Ha = o<x<i, 0 < ^ < o. 5 

d X 2 3 t 

u (0, r ) = 0, = 0, 0 < i < o . 5 

w ( x ,0) = simcx ， 0 ^ x ^ l , 

首先，我们可以看出 （=1， « = 1> T =0.5. 如果我们选择和 m = 50, 那么 h = l /5 = 0.2 
k = 0. 5/50 = 0. 01, A = 0. 25, 

x . = f = 0，1，2,3,4,5 以及 ~ 丄 ， i = 0,1,2,—,50. 

因此， （3) 可以写为 

U„ jn = 0. 25( Ui + i ,, + 2 uij + Mi -1.；). 

令这个公式中的 ）= 0, 则我们可以得到第一条时间线上温度“的近似值 公式： 

u iA = 0. 25( uh - i,o + 2 ui,o + 

如果令这个方程中的…， 4 ，那么我们依次可以得到 

un = 0. 25 (u 20 + 2mio + m 00 ) ， 
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«21 ~ 0. 25( U30 2 m20 ~\~ Wio ) ， 

— 0. 25(« 40 + 2 m 30 + m 20 ) ， 

«4 i = 0. 25( m 50 + 2 m 40 + m 30 ). 

第一个方程可以写为 

Mn = 0. 25(«( jt 2 ，0) +■ 2«( xi ，0〉 + «(0,0)) 

= 0. 25( w (0. 4,0) +2 w (0. 2,0) 十 w (0,0)). 
由初始条件 w (: r ，0) = s imrx 可得这条时间线上的“值为 

u n = 0. 25(0. 951 056 516 + 2(0. 587 785 252) 十 0) = 0. 5. 
这 个数值 是温度 w (0.2, 0.01) 的近似值_ 

余下的计算在表 15. 2中给出. 

表 1 S .2 显式差分方程的近似值 ， /i = 0.2, 1=0.01，又 =i 
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表 15.3 


精确值 

近似值 

w (0. 4， 0. 05) = 0. 580 6 

W 2 s ^0. 575 8 

«(0. 6. 0. 06) = 0. 526 1 

w 36 ^0. 520 8 

M (0. 2， 0. 10) = 0. 219 1 

Wi,io ~ 0. 215 4 

w (0. 8， 0. 14) = 0. 147 6 

w 4 . i 4 =0. 144 2 


稳定性 比较这些近似值和精确值，出于我们的某种需要其精确度已经足 够了. 但是前述 
方法有一个问题.前面我们讲过，若舍人误差或其他误差随着计算过程的增加而快速增长，则 
这种数值方法就是不稳定的 （ unstable ). 例1中所示的数值方法可以说明这种现象.可以证明 
若; I 小于或等于0.5,则例1中的方法是稳定的，其他情况是不稳定的.在例1中我们选择 A = 
0. 25<0. 5,则必须选择& = 0.01; 在时间方向上使用小步长的必要性是这种方法的主要缺点. 
请读者做练习 15. 2中的习题12,并验证当 A = 1 时，这种方法是不稳定的. 

克兰克-尼科尔森法 解抛物型偏微分方程还有一种方法叫隐 式有限差分法 （implicit finite 
difference method ). 这个方法需要解一个方程组以求得 《 在第 j +1 个时间线上的近似值.然 
而，隐式方法不存在不稳定的问题. 

J . 克兰克和 P . 尼科尔森在 1 M 7 年介绍了一种算法，这种算法可以解大多数热传导方程. 
这种算法是用两个中心差商的均值来代替 C T ^ = TJ 中的二阶偏导数，一个中心差商是^处 


的值，另一个中心差商是《+々处的值： 


c r u(x h^t) — Zuix^t) + m(x — hjt) 

YL h 2 

= + 方)一 


,^ k') — 2uixjt + k) + uix — A + k) 

+ - 


(4) 


如果我们还定义 A = dA 2 ， 那么整理后 U ) 式可以写为 

— U.-Uj+I +OM i, J+ i — = Mi + l.j 一 扣” + M ,—（5) 

其中 a = 2(l+l/A )， 卢 =2(1 —I"), i = 0, 1, m-1, i = l, 2, - , n~l. 

对每个 j , 差分方程 （5) 对 J = l , 2, 72— 1有 n — 1个方程，它含有个未知量 

+ 由前述的边界条件，《~ +1 在〗= 0和；=«处的值 已知. 例如，当》= 4时，求“在第_/' + 

1个时间线上近似值的方程组为 


或 


— u 0 ,j+i +aUi, 计 1 — u 2 , J+ i = u 2 ,j — + u o,j 

— 十⑽ 2，/+l — U 3 , J+ l = U 3 ,j —^2,j + «!,_,■ 

— W 2 ,j+1 + 似 3, 计 1— W 4 , ;+ i = U 4lJ + u Z,j 

⑽ 1 ，汁 1 — U 2 ,j+l — 

— + aUz , j +\ — u 3 , j+ \ = hi 

— U 2 ,j-ir\ + a«3,>+l — ^3 » 


( 6 ) 
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其中 

b\ = u 2 ,j — jSuuj + u Qyj + u 0 ,j+i , 

= w 3 " —和 2 ，） + U Uj , 

= U Uj —/3k/3 ,； + u 2tj +M“ 汁 ]. 

一般地，如果我们利用差分方程 （5) 求解 w 在第 j +1 个时间上的值时，需要解线性方程组 
AX = B , 这里系数矩阵 A 称为 三对角矩阵 （tridiagonal matrix) , 

a —i o o o … 

1 a - 1 o 0 o| 

0—1 a - 1 0 0 I 

A - I 0 0—1 a -1 0 


—1 


矩阵 B 的列为 


b A = u 2 ,j — 々 w 十 
b 2 = u 3 ,j ~~ + wi , 

b 3 = u A ,j —/^s,； + M 2, 


u^.j ~r W n , 什 1 ， 


= U n ,j — ^i r , 

_ 克兰克-尼科尔森法的使用 

利用克兰克-尼科尔森法求边界值问题 

0<工<2，0 < i < 0. 3 

d x 3 t 

u (0,0 == 0* u ( 2 ^ t ) = 0^ 0 ^ ^ ^ 0. 3 

m(.z ? 0) = sin7tx, 0 ^ x ^ 2 


0.25 


的近似解， m =30. 

解从题中我们可以看出 ， a = 2, T =0. 3, /i = l /4 = 0. 25, ^ = 1/100 = 0. 01, c = 0 . 25 , 
由此可得 A = 0.04. 在计算机的帮助下，我们可以得到表 l 5 . 4 中的结果. 


表 15.4 克 兰克一 尼科尔森法， *=0. 25, t = 0.01, A = 0.25 


时间 

jr —0. 25 

x ="0. 50 

75 

x = l . 00 

X = l . 25 

x = l . 50 

x= 1. 75 

0. 00 

0. 707 1 

1, 000 0 

0.707 1 

0. 000 0 

一 0. 707 1 

-1.000 0 

-0. 707 1 

0. 01 

0.690 7 

0.976 8 

0. 690 7 

0. 000 0 

— 0_ 690 7 

— 0. 976 8 

-0. 690 7 

0. 02 

0. 674 7 

0. 954 2 

0.674 7 

0. 000 0 

— 0- 674 7 

— 0. 954 2 

— 0. 674 7 

0. 03 

0. 659 1 

0. 932 1 

0.659 1 

0. 000 0 

— 0. 659 1 

~0. 932 1 

— 0, 659 1 

0. 04 

0. 643 8 

0.910 5 

0. 643 8 

0. 000 0 

— 0. 643 8 

-0. 910 5 

-0. 643 8 

0. 05 

0. 628 9 

0. 889 4 

0. 628 9 

0, 000 0 

-0.628 9 

-0. 889 4 

-0. 628 9 








时间 

x = 0. 25 

x = 0 . 50 

x = 0 . 75 

^ r -1. 00 

x = l . 25 

x = 1. 50 

x =\. 75 

0. 06 

0. 6144 

0. 868 8 

0. 614 4 

0. 000 0 

- 0 . 614 4 

-0.868 8 

— 0. 614 4 

0. 07 

0. 600 1 

0.848 7 

0. 600 

0. _ 0 

— 0. 600 1 

-0.848 7 

-0. 600 1 

0. 08 

0.586 2 

0. 829 1 

0. 586 2 

0. 000 0 

— 0. 586 2 

-0.829 1 

— 0. 586 2 

0. 09 

0. 572 7 

0. 809 9 

0. 572 7 

0. 000 0 

— 0. 572 7 

— 0. 809 9 

-0. 572 7 

0. 10 

0. 559 4 

0. 791 1 

0. 559 4 

0. 000 0 

-0. 559 4 

-0. 791 

— 0. 559 4 

0. 11 

0. 546 4 

0. 772 8 

0. 546 4 

0. 000 0 

— 0, 546 4 

— 0. 772 8 

— 0_ 546 4 

0. 12 

0. 533 8 

0. 754 9 

0. 533 8 

0. 000 0 

-0. 533 8 

-0. 754 9 

— 0. 533 8 

0. 13 

0. 521 4 

0.737 4 

0. 521 4 

0. 000 0 

-0. 521 4 

— 0. 737 4 

-0. 521 4 

0. 14 

0. 509 3 

0. 720 3 

0. 509 3 

0. 000 0 

— 0. 509 3 

一 0. 720 3 

— 0. 509 3 

0. 15 

0. 497 5 

0. 703 6 

0. 497 5 

0. 000 0 

-0. 497 5 

— 0. 703 6 

— 0. 497 5 

0. 16 

0. 486 0 

0. 687 3 

0. 486 0 

0. 000 0 

— 0 . 486 0 

-0. 687 3 

-0. 486 0 

0. 17 

0. 474 8 

0. 671 4 

0. 474 8 

0. 000 0 

— 0. 474 8 

— 0. 671 4 

-0. 474 8 

0. 18 

0. 463 8 

0. 655 9 

0. 463 8 

0. 000 0 

— 0. 463 8 

— 0. 655 9 

-0. 463 8 

0.19 

0.453 0 

0_ 640 7 

0. 453 0 

0- 000 0 

— 0. 453 0 

-0. 640 7 

— 0. 453 0 

0. 20 

0. 442 5 

0. 625 8 

0. 442 5 

0. 000 0 

-0. 442 5 

-0. 625 8 

-0. 442 5 

0.21 

0.432 3 

0. 611 4 

0. 432 3 

0. 000 0 

— 0. 432 3 

-0. 611 4 

— 0. 432 3 

0. 22 

0.422 3 

0. 597 2 

0. 422 3 

0. 000 0 

-0. 422 3 

— 0. 597 2 

— 0. 422 3 

0. 23 

0. 412 5 

0. 583 4 

0. 412 5 

0. 000 0 

— 0_ 412 5 

— 0, 583 4 

— 0. 412 5 

0. 24 

0. 402 9 

0. 569 9 

0. 402 9 

0. 000 0 

— 0. 402 9 

-0. 569 9 

-0. 402 9 

0.25 

0. 393 6 

0. 556 7 

0. 393 6 

0 . 000 0 

一 0. 393 6 

-0. 556 7 

-0. 393 6 

0. 26 

0. 384 5 

0_ 543 8 

0. 384 5 

0. 000 0 

-0. 384 5 

-0. 543 8 

-0. 384 

0. 27 

0. 375 6 

0. 531 2 

0. 375 6 

0. 000 0 

一 0. 375 6 

-0. 531 2 

— 0. 375 6 

0. 28 

0. 366 9 

0. 518 9 

0. 366 9 

0. 000 0 

一 0. 366 9 

— 0. 518 9 

— 0. 366 9 

0. 29 

0. 358 4 

0.506 8 

0. 358 4 

0. 000 0 

— 0‘ 358 4 

— 0_ 506 8 

— 0. 358 4 

0. 30 

0. 350 1 

0.495 1 

0. 350 1 

0,0000 

— 0. 350 1 

-0. 495 1 

— 0. 350 1 

■ 

读者可以证明满足例 2 中所有条件的函数为 w ( i ， 表 I 5 . 5 中所做的样本 
对比证明了绝对误差的数量级为 10 — 2 或 10 — 3 . 减小^或&都可以得到更小的误差. 

表 1S.S 


精确值 




近似值 



11(0.75，0. 05) =0. 625 0 
w (0. 50, 0. 20) = 0. 610 5 
u (0. 25, 0. 10)=0. 552 5 


= 0, 625 9 
= 0. 559 4 


«1,10 
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练习 15.2 

a 在习题1〜12,利用计算机进行计算. 

1. 用差分方程 （3) 求边界值问题 


m (0“） = 0, m (2 , t ) 

丨 1，0<. 

< 


w(x ， 0) 


|1,0： 

lo,i 


= 0,0 < r < 
<1 
— <2 


的近似解. ” = 8, m -40. 

2. 利用练习 12. 3习题1所得的傅里叶级数解，令 i = 2, 求出前20项的和来计算习题1的解《(■*， 《) 在 
«(0.25,0. 1), «(1, 0.5) 和 U (1.5, 0.8) 处的值.一个学生编写了一个计算机程序进行计算，并且得 
到的结果是 “(0.25，0.1)=0.379 4，《(1， 0. 5) = 0. 185 4, «(1.5， 0. 8) = 0. 062 3. 设这些结果在所 
有数位上都是精确的 • 把这些结果和例1中所得到的近似值加以比较 • 求出每个值的绝对误差. 

3. 用克兰克-尼科尔森法解习题1，令 n = 8 , m =40. 用习题2中所给的 uCO .25, 0.1), u ( l , 0.5) 和 
a ( l . 5, 0. 8) 值计算绝对误差. 

4. 令« = 8, m =20, 再解一次习题 1. 利用习题2中所 给的 〆 0. 25, 0. 1)、《(1，0_ 5) 和 “（1. 5, 0. 8) 值 
计算绝对误差.为什么在本题中所得的近似值不是很精确？ 

5. 用克兰克-尼科尔森法解习题1,令 / i =8, m =20. 用习题2中所给的 u (0.25, 0.1)、 u (. l , 0.5) 和 

u ( l . 5, 0.8) 值计算绝对误差_把这些误差和习题 4 中得到的误差进行比较. . 

6. 在 12. 2节中我们已经看到， 一 个长为 L 的杆，导热系数为 K , 比热为7，密度为(0，它的温度《(工，0 
满足偏微分方程 



考虑由上述方程和下面条件组成的边界值问题： 

u ( 0 , t ) = 0, u ( L , t ) = 0 , 0 C t < 10, 

u(x ， 0) = fix) , 0 ^ a: < L. 

利用本节的差分方程 （ 3) ，令 n = 10 ， m =\ 0 , 求以下情形边界值问题的近似解. 

(a) L = 20, K = 0. 15, p=8. 0, y=0. 11, /(x) = 30. 

(b) L=50, K = 0 . 15, p=8. 0, 7 = 0 . 11. /(x) = 30. 

( C )L=20, K =\. 10, p=2. 7, y=0.22, /U) =0. 5/20 — 工 ）. 

( d ) L = 100, K = l . 04, ,0=10. 6, y=0. 06, 

|0. 8x 0<:c<50 

/U) = \o.8(100-x), 50 < x< 100. 

7. 用克兰克-尼科尔森法解习题 6 ,令 m =10. 

8. 若端点温度为 “(0，0 = 0, u ( L , 0 = 20, 再解一次习题 6. 

9 . 用克兰克-尼科尔森法解习题 8 . 

10. 考虑例2中的边界值问题 •设 « = 

( a ) 求新的 A 值. 

( b ) 用克兰克-尼科尔森差分方程⑸求方程组，_如、吻和叫，即《在第一条时间线上的值. 
[提示 •• 令 （5) 中的_;' = 0， i 取值为1，2， 3.] 
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(c) 不用计算机，解三个方程的方程组.把所得到的结果和表 15.4 中的对应项进行比较. 

11. 考虑长为 L=20 的杆， K=l. 05, ^=10. 6, y=0. 056•设 

u ( 0 , t ) = 20 , u (20 ft ) = 30 
«(x，0) = 50. 

(a) 用 12.6 节介绍的方法，求稳定的温度分布 sK：r). 

(b) 用克兰克-尼科尔森法求温度 M (x, f ) 在上的近似值.选择足够大的丁_，使得温度可 
以接近稳定值•把时的近似值和 （ a) 中的 /(d 值进行比较. 

12, 用差分方程 （3) 求边界值问题 


u ( 0 a ) = 

“ （ ■r ， 0> 


0 〈工 < 1 ， 

0， = 0, 
sinnx, 0 ^ x ^ 


0<t< 

0<^<： 


的近似解.令》= 5, m = 25. 


15.3 双曲型方程 

现在我们开始介绍另外一类边界值问题近似解的求法，这类边界值问题包含有一维波动 


方程: 


^ = ^,0< x < a,i >0, 
a x o t 

u ( 0 , t ) = 0 , u ( a , t ) = 0,i > 0, 


“ jc ，0) = /(* r ) ， 


d u 


gix ) ,0 ^ .r ^ a. 


这个波动方程是一种双曲型偏微分方程.如果函数/和 g 在区间 （0 ， 《) 上有连续的二阶导数， 
且有 /( a ) = /(0) = 0， 那么这个问题有唯一解. 

用差分方程代替波动方程 和前两节一样，我们的第一个任务是用差分方程来代替 （1) 中 
的偏微分方程.我们用中心差商来代替二阶偏导数 

^ \\_uix + /i,f) — 2uix,t) + «(x — 

d X A 

和 

— ~~ - 9 t -\- k) 2u{x jt) + uix tt 一 々 )]• 

3 t 2 k 

因此，我们可以用 

^luU + h,t.} - 2u(.x,t) + uix — h,t)^\ = ~luU,t + k) - 2 «U ， z) +«(x ，，一 方 )] .(2) 

士 m 址 2 3 2 u 3 2 w 

来代替 dp = 

如果令 A = d // i ， 那么 （2) 可以写为 

u„ J+ i = A 2 « iM>) +2(1 — A 2 ) u, t + A z u r i.j — , 

对 7:=1， 2，…， 71—1 和 j = l ， 2，…， w—l 成立. 

和 15. 2 节中所介绍的第一种方法一样，基于方程 （3) 的数值方法是一种显式有限差分法 


(3) 
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如前，我们用差分方程来求 （1) 在^平面内一个矩形区域上的近似解 W (: T ， 0,这个矩形区域 
定义为 0<: r < a ，0« T . 若 n 和 m 是正整数，并且 

九=三和灸= I ， 
n m 


则这个区域上的垂直和水平网格线定义为 


ih 


0,1，2 ，…， n 和 ~ = jk ， j = 0,1,2,* 


第 /+1 个时间线 


第/个时间线 


第/-- I 个时间线 


如图 15.10 所示， （3) 使得我们可以得到〜 1 在第 
j + 1 个时间线上的近似值.此外，我们还有 

Wo., = u(Ofjk) ^ 0 , 

W ,,,」 = u ( a , jk ) = 0, —边界条件 

«,, 0 = “（弋，0) = /(工,）. —初始条件 

这里有一点问题.从 （3) 中可以看到，当 j = l 时，我 
们需要知道的值（也就是 w 在第一条时间线上的估 
计值）才能 求出〜 2 的值. 但是由图 15. 10, _; = 0,我们看到〜!在第一条时间线上的值依赖于 
I /,在第零条时间线上的值以及的值.为了计算这些值，我们使用初速度条件 w ( or ，0) = g 
( x ). 在 r =0 处，由 9. 5节的 （5) 式可得 




图 15. 10 




u t ( x , ，0)义 


uixi 9 k ) 一 u {3 Cj , — k ') 

2 k . 


(4) 


为了让 (4) 中的 〆 4，一 成立，我们必须把 M (: T ， 0后向拓延.由 （4) 知 

u { xi , — k ) ^ u ( x , , k ) — 2 kg 

这个结果表明我们应该在 （3) 的迭代过程中定义 

u,.-i = «„i — 2 kg ( x t ) t ⑸ 

把 （5) 代人（3)，当 i = 0 时，可以得到一种特殊情况为 

u iA = 丰 “。+ W f — ]， 0 ) + (1 — A 2 )W,.。 + ⑹ 


_有限差分法的使用 

用 （3) 式求边界值问题 


, d 2 u d 2 u 
u {0 ft ) = 0, 

m(o- ,0) = sirm 工， 


0 < x < 1， 0 〈广 < 1 

m (1 “）=0，0 ^ t < 1 

髮 U=0 ， 0<X< 


的近似解，其中 « = 5, m = 20 . 

解由 题意我们可得 c = 2 ，a = l , T = 1. 令 ri = 5， m = 20 , 可得 h = 1/5 = 0. 2 ， 是 
1/20 = 0.05 ，A = 0. 5. 因此， 令 gU )=0， 方程 （6) 和 （3) 分别可以写为 

u iA = 0. 125( w , + 1 .。 + w ,— 1 , 0 ) +0. 75 w ,- ,。， （ 

Mj, 计 3 = 0. 2oz/ r fi,^ 1> oiijj H - 0. 25m ；—] t j • ( 

对 f = l ， 2, 3, 4，由方程 (7)， 可得下面计算^“在第一条时间线上的近似值的 公式： 
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Mu = 0. 125 (u 20 + m 0& ) + 0. 75uio = 0. 559 721 00, 

u Z \ = 0. 125(«3o + u 10 ) + 0. 75w 20 = 0. 905 647 61 ， 

w 31 = 0. 125(u 40 + w 2 o) + 0. 75 m 30 = 0. 905 647 61 , (9) 

u 41 = 0. 125(m 50 + m 3 o) + 0. 75u 40 ~ 0. 559 721 00. 

注意到 （9) 所得的结果是从初始条件 mU ，0)= simw ； 得 到的. 例如， « 20 = sin (0. 2 tt ) ,等等. 
令 (8) 中的 j = l 可得 

u li2 = 0. 25u^i,i + 1. 5w t ,i + 0. 25u t - iA — w t -, 0 ， 

并且由 ？ :=1, 2, 3, 4,我们可以得到 

ti\2 ' == 0. 25“2i + 1. 5 Wj 1 I 0. 25 z/q] u\q ^ 

U2z = 0. 25u 3 i + 1. 5m 2 i + 0. 25un — u 20 ? 

u ri = 0. 25u 4 i + 1. 5w 31 + 0. 25u 21 — W 30 ， 

1/42 ~ 0 . 25的1 + 1 - 5^4} 0 . 25 m 3 j u^o * 

利用边界条件、初始条件以及 （ 9 ) 中的数据，我们可以从这些方程得到《在第二条时间线上的 
近似值.这些结果和余下的计算都在表 15. 6中给出. 

表 1S.6 显式差分方法近似 ， k = 0.2, k=0. 05, A = 0.S _ 
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正如读者所看到的，把同一张表格中的近似解和精确解进行比较就会发现，近似解的精确 
度不是非常令人满意.但是，我们可以得到更精确 的解. 这种算法的精确度和 A 的选择有关. 
当然， A 又由整数 n 和 m 的选择决定，它们分别决定着步长&和 t 可以证明当比例久二心作 
等于1时，也就是当沿时间方向的步长为时，也就是说这种方法的精确度总是最好的. 
例如， n = 8 , 7 n = 16 时，可得 / i = l /8， 々 = 1/16, A = l . 表 15. 8中所给的样本值可以清楚地 
说明精确度有所提高. 

表 15.8 

精确值 _ 近似值 _ 

«(0. 25, 0. 312 5) = -0. 270 6 « 25 = -0 . 2 7 0 6 

u (0. 375, 0.375) = —0.653 3 « 3S = —0.653 3 

u (0. 125, 0. 625) = —0. 270 6 Wl , 1Q = —0. 270 6 _ 


稳定性我们在结论中注意到，当 A <1 时，波动方程的显式有限差分法是稳定的，而当 
A >1 时则是不稳定的. 


练习 15.3 

A 在习题1、3、 5 和6中，利用计算机进行求解 • 

1. 用差分方程 （3) 求边界值问题 



0 < x < a, 


u(0,t) = 0, u(a y t) = 0, 0 < r < T 

m ( 工， 0 ) 二 /(x)，I i=o " 0 < x < a 


在下列情形下的近似解* 

( a ) c = l , a -1, 丁 =1， f ( x )= scCl - x ); n = 4 , m = 10 . 
(h)c-l, a-2, T-l, /U> = e_ 16u — 1)2 ; n=5, m=10. 

5 

；1 

5 ， 0. 5<x<l 


(c)c=72» 


f ( x ) = 


m = 25 . 


2 . 考虑边界值问题 



u (0 , c ) = 0, m (1 yt ) = Or 0 ^ t ^ 0 . 


M(x ， 0) = sin7r.r,-^ | 卜。二 0* 0 < < 1. 


U ) 用第 12 章中的方法证明这个问题的解为 t ) = sin ^ cosnt . 

( b ) 不用计算机，用本节的方法求这个问题的近 似解. 令《= 4 , ^ 

( c ) 计算每个内部格点的绝对误差 • 

3. 用计算机求解下列情形下习题 2 中边界值问题的近似解. 

( a ) n =5, m^lO ( b ) n =5, m =20 
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4. 给定边界值问题 


■^-开， 0 〈工 <丄’ 0 <，< 

u ( Oft ) = 0, w ( l ， f ) = 0， 0 ^ t ^ 

d 


w ( x ，0) = jc (1 — x ). 


0， 0 < 


令方程 （6) 中的 /i = 々= l /5， 手工计算 mm 的值. 
在 12.2 节中我们已经看到，振动弦的方程为 

丁 


其中丁是弦中的常数张力， （0 是每单位长度的质量.设长为 60 cm 的弦端点固定在 I 轴上，初始位移为 
f 0. Olx , 0 < x < 30 

/(工） 


0. 30 


100 


30 < :c < 60, 


由静止释放.利用本节的差分方程 （3) 求边界值问题的近似解，力 
0, 022 5 g / cm ， 了二 1. 4 X 10 7 dyne . 令 m =50. 

6.当 

1^0. 2x, 0 < x < 15 

/( 工 ） = L „„ x— 15 


是= 5 \ Tprf ，这里 （0: 


Iso - 


15 < x < 60, 


6=10， 6 = 2.5 Vp/T ， m =50 时，重新求解习题 5. 

第15章复习题 

1. 考虑边界值问题 


s 2 u, d 2 u 

T ^ + T 7 


0 < X < 2, 0 < >- < 

u (0,3») = 0, u ( 2 -, y ) = 50, 0〈： y〈l 


w (: r ， 0) = 0 ， u(xj 1) — 0 i 0 <C x <Z 2. 

求微分方齡 区軸点 上 的近娜 ， 随步长为/ >= l /2_ 賴錢觀贼麟-赛齡迭 代法. 

2. 当网格步长为 A = l /4 时，解习题1_利用高斯-赛德尔迭代法 • 

3. 考虑边界值问题 


a 


0 < x < 


0 < r < 0. 05 


r> o 


w(0“） 二0， 

m(x?0) — x » 0<C ： r<Cl. 

⑷注意初始温度心，⑺=工表明右边界 工=1 处的温度为《 (1 ， 0)=1 '而又由边界条件知“⑴ 0)= 
编写一 个腿式 有限差分法求解的计算机程序，使得边界条件对所有时间均成立，包括产0时 


刻.用这个程序完成表 15. 9. 




: c ) 表 15. 9 和表 15. 10 在某些方面是相关的吗？如果有必要可以使用更大的时间区间_ 









附录 A 伽马函数 


伽 马函数 （gamma function ) 的欧拉积分定义为 

ru ) = |" + 广 1 e — ! df . ( 1 ) 

积分的收敛要求 1 一1〉一1 或: c >0. 其递推关系为 

r(x + i > = xr ( x ), (2) 

我们在 6.3 节中见过它，它可由 （1) 进行分部积分得到.现在如果: T = i ， r ( i ) 疒出= 


1，则由 （2) 得 

r ( 2 ) = ir ( i ) = 1 ， 
r (3) = 2 r (2) = 2. i , 
r (4) = 3 r (3) =3*2-1, 

以此类推.通过这种方法，可以看出当 n 是正整数时， 
r (« + 1) = n \. 

由于该 原因， 伽马函数通常称为 广义阶乘函数 （ generalized 
factorial function ). 

虽然当 x <0 时积分形式 （1) 并不收敛，但可以通过另一个定 
义证明，伽马函数对于所有除了： r =—= 1, 2, …） 之外 
的实数和复数都有 定义. 因此，（2> 实际上对 — n 成立. 
图 A . 1给出了 ru ) 的图像，它可被认为是实变量^的函数.注 
意到非负整数与图上的垂直渐近线相对应 • 



在习题 23 和 24 中，我们利用了 r ( l / 2 )= ▲ 这一 事实. 这一结果可通过在 （1) 中令工=1/ 2 


得到： 


r (+h 

如果我们令尸 m 2 ,（3) 可改写为 r (+)= 但是 


(3) 


= 4 £T 

转化成极坐标 u = rcosQ , w = rsin (9 使我们能够计算这个双重积分： 

4 r ['-…〜“如= 4 「 r〆 rArA8 = K . 
Jo Jo Jo Jo 


所以 
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[ r ( D ] 或 
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m r(- + ) 的值 

计算 r (一 . 

解根据 （2) 和 （4) 可得出，1=一1/2时， 

「⑴一 爿一 1). 


所以 


十1)一 2 厂 ( I ) — 2 ‘ 


附录 A 练习 

1. 计算下列函数的值. 

(a)r(5> (b)r(7) (c)n~y) (d)r ( — f) 

2 . 利用 （1) 和 r (6/5) = 0. 92 这一事实计算 f x s e — l 5 dz . [提 示：令<=工 5 .] 

3. 利用 （1) 和 r (5/3) = 0.89 这一事实计算 e - i 3 dx . 

4. 计算 J " x 3 (in -^) dx . [提 示：令£=— Iilt .] 

5. 利用 r (: r )> J ^ 广 1 e —‘ ck 这一事实，证明当工― 0 + 时 r (_ r ) 无界. 

6. 利用 （1) 推出 _2：>0 时的 （2). 


(4) 



附录 B 矩阵引论 


B . 1基本定义和理论 
faalSMMI 矩阵 

矩阵 A(matrixA) 是由若干数字或函数组成的矩形排列 : 


若一矩阵有 m 行和 n 列，我们说它的大小 （ size ) 是 m 乘以《(写作 mXn ). —个矩阵 
称为 n 阶方阵 （square matrix ), m X w 矩阵 A 第 i 行第）列的元素或项被写作 a y .. 因此 mXw 矩 
阵 A 简化为 A = ( ay )„ x „， 或者干脆是 A =( 心）. 1 X 1 矩阵就是一个常数或一个函数. 

feiMHM 矩阵的相等 

若对任意 i 和 i 有 a ij = b l; , 则称两个 wX « 矩阵 A 和 jB 相等 （ equal ). 

faaareig 列矩阵 

列矩阵 XCcolumn matrix X )是一个 n 行和一列的 矩阵： 
b n 


bn 


= Cb n 


列矩阵也叫做 列向量 （column vector ) ,或者就 叫向量 （vector 

feiaiwi 矩阵的倍数 

矩阵 A 的倍教 （ multiple) 定义为 


^11 

ka l2 • 

•• ka ]n " 

ka 2 ' 

ka 2 2 • 

_• ka 2n 

ka ml 

ka m2 • 

•_ ka mn 


= (ka,,) ,„x 


其中为一个常数或一个函数 • 

_矩阵的倍数 


(a) 


2 -31 

1 

:10 

-15 

4-1 


20 

~5 

丄 6 l 

i 

1 

30 

i 5 f 

i v 



Cb) e r 


!] 

1 

e' 

— 2 


-2^ 

, 4, 


4e\ 


我们注意到，对任一矩阵 A ， 乘积 M 与 A 々相 同. 例如: 



526 


附录 B 




batVWa 矩阵的加法 

两个 wXw 矩阵 A 和 J 5 的和 （ sum ) 定义为如下 矩阵： 

^ I B C d ij + bij ) mXn • 

换句话说，当两个维数相同的矩阵相加时，我们将其对应元素相加. 

HH 矩阵的加法 


的和是 


1 

2-1 

3 1 

I 

4 7 -8' 

1 

A = 

0 4 

6 1 

与5= 1 

9 3 5 


— 6 10 — 

5, 


-1 2. 



2 + 4 - 

1 + 7 : 

A + B - 

1 

0 + 9 

4 + 3 f 


[—6 + 1 10十（一 1) —5 + 2 

_写成列矩阵和的矩阵 

[3, 2 — 2( 

可写作三个列向量 的和： 


6 6-5 

9 7 11 

■5 9 一 3 


t 2 +7t 
5t 


单个矩阵 


两个 mXn 矩 阵的差 （ difference ) 以一般方式定义为： 

A-B = A +(- B ), 其中 一 B =( — 1) B . 


Zt 2 ~ 2e l ] 
t 2 + 7t 


J 

(°l 

It 

+ 1 

-2 e " 

0 

i — 

. 3 J 

, + [:i 

r + 

r -2' 

0 

^ 5 r , 

[ o . 


5t y 


. o . 

1 

0, 

[ 5 , 


、 0 


fasiai ™ 矩阵的乘法 

令 A 为一个 m 行《列的矩阵，为一个 n 行 p 列的 矩阵. 我们定义乘积 AB ( pi " od UC t AB ) 


为一 mXp 矩阵 


AB = 



an * 

_• a ln 

'K 

力 12 •， 

•• b' p ' 

一 2 「 

an •' 

•• a 2n | 

b z . 

bzz • 

" b Zp 

a m \ 

a m2 • 

•• a mrt 

b„i 

b n2 • 

•. b np 


.叫心 + a 12 A 21 +…… a „6 lp + a 12 心十… 

\a n b n + a 22 6 21 + …+ Q-inb^ … a 21 + a 22 & 2 p + …+ a 2#np 

+〜 2 6 21 + …+‘九 … awh 》+ a „ 2 6 2# 十…十 


= (系 、 

仔细观察定义 B .6 发现，只有当矩阵 A 的列数与 B 的行数相等时乘积 AB = C 才有意义. 
乘积的维数可由下式 确定： 
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n'X p CmXp . 

另外，读者可能会认识到，所得矩阵的第 f 行是利用 A 的第； 行和 B 的每一列的内积 
(或点积）构成的. 

_矩阵的乘法 

，9 -2、 

U 8/ ' 

9 + 7-6 4 • (-2)+7 • 8\_ /78 48、 

、3 • 9 + 5 • 6 3 • (-2)+5 • 8/~ V 57 34/* 

8 ' 

01 


( a ) 对于 A = 


AB 


) 和 ( 

=C ： 

和 B =( 


-4 一 3、 
0? 



5 • (-4)+8 

2 5 

(—3)+8 

°] 


— 4 

-15' 

AB = 

1 • (-4) 十0 

2 1 

(一3)十0 

0 


一4 

— 3 


2 . (-4) +7 

2 2 

(-3) + 7 

0 


6 

-6. 


( b ) 对于 A = 


通常情况下，矩阵乘法是不可交 换的； 也就是说 AB 关 BA . 注意到在例4的 （ a ) 中， BA = 

( 3 ° 53 ")，而在 （ b ) 中，乘积 BA 没有意义，因为定义 B . 6要求第一个矩阵（在此例中为 B ) 的 

\48 82/ 

列数与第二个矩阵的行数相同. 

我们特别关心方阵与列向量的乘积. 

tiH 矩阵的乘法 

。1 

44 

一9 


2 -1 3 

— 3, 

1 

1 • ( — 3) + ( —1) • 6 + 3 • 41 


0 4 5 

6 


0 • (-3)+ 4 • 6 + 5.4 


1 —7 9 

— 4, 


• (一3) + (-7) • 6 + 9-( 



-n XH— 

乘法单位对一给定正整数 n ， 矩阵 

1 0 0 
0 1 0 


I 0 0 0 … 

称为乘法单位矩阵 （multiplicative identity matrix ). 由定义 B . 6可推出，对任意 mX ” 矩阵 A ， 

AI = IA — A . 

‘同样，容易证明，如果 X 是一个 《 X 1 列矩阵，则 JX = X ‘ 一 

零矩阵 所有元素为 0 的矩阵称为零矩阵 （zero matrix )， 用 0 表示. 例如， 


/ 0 \ /0 

0 = ( 0)， 0= (0 0)， 0 = 


0 0 
0 0 
0 0 
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等等.如果 A 和0 为 mXn 矩阵，那么 

A + 0 = 0 + A=A. 

结合律虽然我们不给出证明，但是矩阵乘法是具 有可结合性的 （ associative ). 如果 A 是 
mXp 矩阵， B 是/ > Xr 矩阵， C 是 rXn 矩阵，那么 

A(BC) = (AB)C 


是 mXn 矩阵. 

分配律如果所有乘积都有定义， 那 么乘法 对于加法是可 分配的 （ distributive). 

A(B + C ) = AB + ACW&(B + C)A = BA + C 4. 

矩阵的行列式 与 每一常数方阵 A 有关的是称为矩阵行列式 （determinant of the matrix ) 的 
数，该数用 detA 表示. 

_方阵的行列式 
3 6 2' 

对々= 2 5 1,我们通过第一行的代数余子式将 detA 展开： 

— 12 4. 

3 6 2 

detA = 2 5 1 

— 12 4 

= 3(20 —2) — 6(8 + 1)+2(4 十 5) = 18. ■ 

可以证明，行列式 detA 可通过任何一列或任何一行的余子式展开.若 detA 有一行（或列）包含 
很多项0,则经验告诉我们应该通过该行（或列）展开. 

kdymm 矩阵的转置 

m Xn 矩阵 （1) 的转置 （ transpose ) 为一矩阵 A T ， 由下式给出 -• 



a U <3 2 1 … a m\ 

a l2 a 22 … a m2 

A = : i 

a 2 „ … a m „ 


换句话说，矩阵 A 的行变为它的转置 A T 的列. 


_矩阵的转置 



f 3 6 21 

| 

3 2 -r 

(a)A = 

2 5 1 

(一124. 

的转置为 A T = 

6 5 2 

1 1 4. 


(b) 如果 X= 0 ， 那么 X T = (5 0 3). 


kJMHEl 矩阵的乘法逆 

令 A 为一 nXn 矩阵. 若存在 一个” 矩阵 B 使得 
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AB = BA = I , 

其中 if 为乘法单位矩阵，则 B 称为 A 的乘法逆 （multiplicative inverse of A ), 用 B = A — 1 表示. 

固 aaa 非奇异 / 奇异矩阵 

令 A 为一 nXn 矩阵. 若 detA ^ O , 则 A 称为是非奇异的 （ nonsingular ) ,若 detA = 0， 则 A 
称为是奇异的 （ singular ). 

下面的定理给出了一方阵有乘法逆的充分和必要条件. 

峨 非奇异性意味着4有逆矩阵 

矩阵 A 有乘法逆 A 1 当且仅当 A 是非奇异的. 

下面的定理给出了求非奇异阵的乘法逆的一种方法. 

嫌 ■»! 求矩阵逆的公式 

令 A 为一 wXw 非奇异阵， , 其中为删去 A 中第 z ' 行和第列后剩下 
的 （ n — l ) X(rz —1) 矩阵的行列式，则有 


定理 B . 2中的每一 C ,, 就是 A 中相应 项〜的 余子式 （ cofactor ). 注意到在公式 （2) 中用到了 
转置. 

为了将来能够用到，我们注意到在 2 X 2 非奇异阵 


d \2 \ 

U 99 ) 


A = ( an 

' Q ，2\ CI22 1 

—'例中， Cii = Cl 22， C ]2 ~ — Cl 2\ ? C2 ] ~ — “12，以及 C22 = “11 • 所以有 

1 1= 丄卜一叫丁 = 丄[ 仏一 
detA a l2 a u \ detA [— a 2Y 

对于 3 X 3 非奇异阵 


C n = 


等等.执行转置操作可得 


1^31 a 32 <^33 

c 12 =- 


detA 


a 2 i 

1 a 31 

«23 j 

a 3 3 

， c 13 = 

c„ 

c 21 

C 31 ] 


c 12 

c 22 

C 32 


:c 13 

c 23 

c 33 . 



(3) 


(4) 


HQ 2x2 矩阵的逆 
求出 a = G 』)的乘法逆. 
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解由于 detA =10 — 8 = 2 关0，所以 A 是非奇 异的. 由定理 B .1 可推出存在.由 （3) 
可求得 



不是每个方阵都有乘法逆.矩阵 A = 0 ^是奇异的，这是因为 detA = 0. 所以 A — 不 

存在. 

MB 3 X 3 矩阵的逆 

2 2 0 

求出 A = -211 的乘法逆. 

3 0 1 


解因为 detA = 12 乒0，所以所给的矩阵是非奇异的. detA 中每一项相应的余子式是 


Cn = 0 !| =1, 

C 12 =- | 

— 2 

3 

: h 

= 5, 


Ci 3 ^ 

r ： 

oh- 3 

C21 =_ 0 : 2 ， 

c 22 = 2 3 

：l = 

= 2, 



c 23 = 

-I ： 

oh 6. 

c 3 , = ;; 卜 2， 

C 3 2 =— j 

2 

-2 

0 

=— 2， 

1 


C33 = 

u 

ih 6 - 

由 （4) 推出 

1 I 

'1—2 

2 1 


' 1 

12 

1 

一 ~6~ 

1 

1 1 
T 

1 



A - 1 = 丑 

i_3 : 

-2 

6 / 


5 

12 

1 

丄 

T 

l 

丄 

一 T 

1 







l _ T 

y 

y. 




我们要求读者证明 A ~ 1 A = AA ^ 1 = I . " 

对于大于 3X3 的非奇异阵，公式 （2) 具有明显的困难.例如，将公式 （2) 用于 4 X 4 矩阵 • 
我们将需要计算16个 3 X 3 行列式 e . 对于一个大矩阵，有更多有效计算 A l 的方法 ■ 好奇的 
读者可以参考任何一本线性代数的教材. 、 

由于我们的目的是将矩阵的概念应用于一阶微分方程组，所以需要下面的定义. 
fealWf IH 函数矩阵的导数 

如果 A ⑴ =(M ⑴心 是这样一个 矩阵： 该矩阵的所有项都是在一公共区间上可导的函 
数，则 

Tt = (H. 


o 严格地说，行列式是一个数，但有时将其看作是一个矩阵会方便 一些. 
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feiMW 函数矩阵的积分 

如果是这样一个 矩阵： 该矩阵的所有项是在包含 t 和％的公共区间上连 
续的函数，那么 

[ A ( s ) ds = ( [ a tj (, s ) d .?). 

Jz 0 'J ,。 > mXn 

对函数矩阵求导（积分），只需对每一项求导（积分）.矩阵的导数同样表示为 A ' U ). 

mm 矩阵的导数/积分 

如果 


1 

告 sin2 ?] 
: 1 



’ sin2 ^ ] 


I 

2 cos2r ' 

XU) = 

e 31 

，那么 X\t) = 

^ 3, 

= 

3 e 3; 


8^-1 


J 


、 8 , 



I 


i 

j sin 25 ds 1 

J 

— yCOs 2?+ y 

X ( s)ds - 



1-1 


P (8 s - l ) d .? 


、 At 2 — t . 


B .2 高斯消元法和高斯-若尔当消元法 

在求解《个变量 的”维 线性代数方程组时，矩阵是一个非常重要的工具， 

a u xi + a n xi + "• + a u ^ n = b\ 

a 2 iXi + anX 2 + ••• + a 2n x„ = b 2 ( 5 ) 

a„i^i + a n2 J：2 + + a„„x„ = b„. 

如果 A 表示 （5) 中的系数矩阵，我们知道，当 detAX ) 时，克莱姆法则可用于求解该方程组 • 
然而，若 A 大于3 X 3,运用该法则需要相当大的工 作量. 我们现在要考虑的程序具有一个明 
显的好处，它不仅可以有效地处理大型方程组， 而且也 是求解 detA = 0 的方程组 （5) 和/ I 个变 
量 WX 个线性方程的一种方法. 

增广矩阵 

方程组 （5) 的增广矩阵 （augmented matrix ) 为 wX U + 1) 矩阵 


an 

a x2 

•• a\ n 

b'' 

^21 

a 2 2 * 

•• a ln 

b 2 

a nl 

a n2 * 

•• a nn 

b„ , 
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若 B 是以 6, G '=1， 2, …， 《) 为元素的列矩阵，则 （5) 的增广矩阵表示为 U 丨 B ). 

初等行变换 在代数学中，我们可以通过将一方程乘上一非零常数，交换方程组中任两个 
方程的位置，以及将一方程的非零常数倍加到另一方程上，来将一代数方程组变换为等价的方 
程组（它们是有相同解的方程组）.反之，这些对方程组中方程的变换等价于对增广矩阵的初等 


行变换 （elementary row operation ) : 
(丨 ） 将一行乘上一非零常数. 


(ii )交换任意两行. 

(iii )将一行的非零常数倍加到另一行上. 

消元法 利用增广矩阵求解形如 （5) 的方程组时，我们使 用高斯消元法 （Gaussian 
elimination ) 或 高斯-若尔当消元法 （ Gauss-Jordan elimination ). 在前一方法中，我们执行一系 
列初等行变换， 直到将 增广矩 阵化为具有行阶梯形 （ row-echelon form ) 的 形式： 

(i ) 非零行中的第一个非零项为 1. 

(ii ) 在连续的非零行中，下一行的首项1出现在上一行的首项1的右边. 


(iii ) 全为 0 的行在矩阵的底部. 

在高斯-若尔当法中，行变换将一直进行到我们将增广矩阵化为具有简 化的行阶梯形 
(reduced row-echelon form). 化简的行阶梯形矩阵具有除上面三条性质外的另一条 性质： 


( iV ) 包含首项1的列的其他元素均为 0. 

_ D 行阶梯/简化行阶梯 

U ) 增广矩阵 



具有行阶梯形.请读者证明它满足上述三个性质 • 


( b ) 增广矩阵 


0 



0 


2 



具有简化行阶梯形的形式.注意包含首项1的列中剩下的项都是 0 . _ 

注意到在高斯消元法中，只要增广矩阵具有行阶梯形，我们就可以立即停止，换句话说， 
通过做不同的行变换，我们可能得到不同的行阶 梯形. 该方法需要用到回代.在高斯-若尔当 
消元中，当我们得到具有简化行阶梯形的增广矩阵时，便立即 停止. 任何一个行变换都会得到 
具有相同化简行阶梯形的增广矩阵.该方法并不需要回代；对最终矩阵的考查使得方程组的解 
一目了然.对于原方程组，我们在两种方法中的目的仅仅是，使第一个方程组中々的系数 0 等 
于1并利用该方程的倍数消去其他方程中的该过程重复地使用在其他变量上‘ 

为了记录作用于增广矩阵上的行变换，我们用到下面的 记号： 


© 我们总是能互换方程使得第一个方程包含变量幻. 
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记号 

含义 


互换第；行 和第） 行 

CR, 

用一非零常数 c 乘 以第! 行 

cR, +R, 

将第〗行的 c 倍加到第_；行上 


{ ami 利用消元法求解 

利用 （ a ) 高斯消元法和 （ b ) 高斯-若尔当消元法求解 

2xi + 6 jt 2 十： c 3 = 7 


4- 2x 2 — x 3 =— 1 


5 工 1 + lx 2 — 4j ： 3 = 9. 


解 U ) 利用对方程组增广矩阵的行变换，我们可得 


\ R2 


2 6 1 

12-1 

_；1 

Ru 

1 2 

2 6 

一 1 

1 


- 2 Ri I 

— 5R\ + R 3 

fi 

0 

2 

2 

- 1 

3 

i-r 

i 9 



1 


.5 7 -4 

9J 


.5 7 

-4 

9j 


lo 

-3 

1 

i 14 


1 2—1 

■-11 

! 

12-1 

- r 

1 0 1 

1 2 

-1| 

- 1 

0 1 音 

1! 

3R2 ^3 

0 1 1 

: _9_ 

i — 

0 1 

1 

吾 1 

9 

T 


, I 


,. 11 

1 55 

: 1 


1 


0—3 1 

| 14) 


l 0 0 t 



0 0 

1 1 

5 


最后一个矩阵具有行阶梯形形式且表示方程组 

X! + 2x 2 — X 3 =— 1 


^2 + 


3 


X3 ~ 5 . 

将 A = 5 代人第二个方程得到: r 2 = —3. 将这两个值再代人第一个方程，最后得出 A = JO . 

( b ) 我们从上面的最后一个矩阵开始.由于第二行和第三行的首项是]，我们必须依次将第二 
列和第三列中的剩余项变为0: 


1 2 

一 11 

-n 


0 1 

3 ! 

9 ! 

-2i? 2 +R! 

y 

2 


0 0 

1 

5; 




4K 3 十 

-|- 只 3 + 尺 2 


1 0 

0 

10' 

0 1 

o' 

— 3 

.0 0 

1 

5, 


最终的矩阵具有简化的行阶梯形.鉴于矩阵在方程组中的含义，可以明显看出该方程组的 
解是: Ti =10， ： c 2 = — 3， ^3=5. ■ 


HB 高斯-若尔当消元法 

求解 


x + 3y — 2 z — ~~ 7 
ix + y + 3z= 5 
2 x- 5 y + 7 z= 19. 
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解 我们利用高斯-若尔当消元法求解该方 程组： 


1 3 

4 1 

— 2 

3 

r 7 5 ] 

— ARi ~h R 2 
一 2 ^十私 


-2 1 

11 

-T 

33 


1 一 5 

7 

19, 


[0 - 11 

11 

33^ 



，1 3 

0 1 

-2l 

-1 

= 3] 

一 3R2 + 只1 
-Rz +Rz 1 

1 

0 

0 

1 

1 

— l 

2 、 

-3 





lo 1 

-1 

-3) 


0 

0 

0 

0 , 


在此例中，最终的矩阵具有行阶梯形，这说明有三个方程和三个未知量的原方程组实际上 
等价于有三个未知量的两个方程.由于只有^是两个方程（非 零行） 共有的’我们可以对其任意 
赋值.若令: r = t ， 其中 <代表任意实数，则方程组拥有无穷多 个解： x = l ~ t , -3 + t , 
z = t . 从几何角度看，这些方程是平面 工+ 0^ + 2 = 2 和 0^： + _v — z = 3 的交线的参数方程 • ■ 

利用行变换求逆 鉴于需要进行估计的行列式的数量很大，当矩阵 A 的维数很大时’很少 
利用定理 B . 2中的公式 （2) 来 求逆. 对于 3 X 3 或更大的矩阵，下面定理中叙述的方法是求 A+ 1 


的一条特别有效的途径. 

咏_關 利用初等行变换求 A - 1 

如果通过一系列初等行变换能将矩阵 A 变换成 nX ” 单位阵，则 A 是非奇异的.将 A 
转换为单位阵 J ■的一系列变换将会同样使 J 转换为 A 一 1 . 

可以通过将增广矩阵 A 和单位阵 J 组合为 一 矩阵（显示如下） 

an a 12 … a Ln 1 0 … 0 - 

a 2i a 22 …1 0 … 0 

(A \ I ) = . :: :. 

,a„i a„ 2 *•* 0 0 … 1 J 

方便地同时对 a 和 i 执行这些行变换.在下面的图表中给出了求 A 1 的过程： 


对 4 进行变换直到得到 
这说明4是非奇异的 ' 


tf 

/) ―- J 


同时对/进行同样的变换 
我们得到 M - 1 


mm 通过初等行变换求逆 


2 0 1 ' 

求出4= - 2 3 4 的乘法逆. 


[-5 5 6 
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解我们将使用与化简增广矩阵时所用到的相同的记号. 

~ Y Rl 


2 0 
-2 3 


10 0 
0 10 
0 0 1 


0 0 


0 10 
0 0 1 


2Hi 十 i? 2 

oR] + R 3 


30 尺 3 


T 


一 十仏 

- 十尺 2 


'10 0 
0 10 
0 0 1 


3 3 

5-10 

由于 J 出现在竖线的左部，我们得出竖线右部的矩阵为 

f -2 5 - 

A 一 1 = 


-8 17-10 

5—10 6 


17 - 10 
10 6 


如果对 (A 1 J ) 进行行简化，可以得出如下 情形： 

(A I I ) ― 行 变换 + (B I C ) , 

其中矩阵 B 包含了一行零， A 必是奇异的.由于对 B 的进一步简化将得出另一个包含一行零的 
矩阵，所以我们不可能将 A 转化为 h 

B .3 特征值问题 

高斯-若尔当消元法可以用来求方阵的特 征向量 （ eigenvector). 

kASMWH 特征值和特征向量 

令 A 为一 nXra 矩阵. <1 称为 A 的特征值 （ eigenvalue) ， 如果存在线性方程组 

AK = AK ⑹ 

的一个非零解向量 K ， 解向量 K 称为对应于特征值 A 的特征向量 （ eigenvector). 

eigenvalue —词是从德语单词 eigrnwert 改写得来的，德语词和英语词的组合直译过来就 
是“适当的 值”. 特征值和特征向量也分别为 characteristic value 和 characteristic vector, 
ms 矩阵的特征向置 


证明尻= 


是矩阵 



’10 

1 

T 

1 

| T 

0 

o ' 

— R2 + i ?3 

0 1 

5 

1 

1 

0 


y 


y 


0 0 

1 

30 

1 丄 

6 

1 

—了 

1 

T . 


o o 115 
o 113 o 
1-2 1-3 1-2 

112 5 | 3 17 | 10 

1 o o 

R?R3 
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0 — 1 
2 3 

-2 1 


1] 


，一 2、' 

1 

1 

-1 

- 

\ 2 ' 

= (—2) 

-1 

1 1: 


1-2； 


1 


的一个特征向量. 

证做乘法可得 


AK = 2 


根据上一行和定义 B . 13 可得 — 2 是 A 的一个特征值. 
利用矩阵代数中的性质，我们可以将 (6) 写成另一形式 
(A-XDK = 0, 

其中 J 为乘法单位阵.如果我们令 

k x 
h 


特征值 

I 

(— 2)K. 


那么 （7) 等价于 


(an — A) 々 i + 

a 2 \k-i + (a 22 


d \2 k 2 + + 
~ X ) k 2 + + 


auk rl = 0 
“2 上 =Q 


( 8 ) 


a n] ki + + … + ( 〜 A) k n — 0 . 

虽然 （8) 的一个明显的解是 h =0 ， k 2 = 0, ^„=0, 但我们只求 （8) 的非平凡解.我们知道 

含有〃个未知 量的” 维齐次线性方程组有非平凡解当且仅当系数矩阵的行列式等于 ◦_ 所以为 
了求出 （7) 的非零解 K , 我们必有 

det(A~XD = 0. ⑼ 


观察 （8) 我们发现，通过余子式将 det(A — AJ ) 展开会得到一个 A 的 ”次多项式. 方程（ 9 )称为是 
A 的特 征方程 （characteristic equation ) ,所以 A 的特征值是特征方程 的根. 为了求出对应于特 
征值 A 的特征向量，我们只需通过对增广矩阵 （A — AJ I 0) 作高斯-若尔当消元来求解方程组 


( A - A /) K =0. 


tBWBI 特征值/特征向置 

f 1 2 1 


求出 A = 6 - 1 0的特征值和特征向量. 

[ - 1 - 2 - 1 j 

解 为了将特征方程中的行列式展幵，我们利用第二行的余子式： 

1 — A 2 1 

det(A — \ 1 ) = 6 一 1 — A 0 =— A 3 — A 2 ~h 12 A = 0. 

— 1 — 2 — 1 — A 
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由一 A 3 — A 2 +12 A =— A(A + 4 )(A —3) = 0, 我们得到特征值为 ; U = 0, A 2 = — 4, A 3 =3, 为 
了求出特征向量，我们现在必须根据三个不同的特征值将 ( A — AI 丨 0) 化简三次. 

对于》>=()，我们有 

I 2 


( A -0 J | 0) 


0] 

— 6i?i + 尺2 I 

ri 2 1 I 

0、 


Ri +R S 1 

I 


0 


0 — 13 — 6 

0 

0^ 


0 0 0 

0, 


'12 1 

°] 

1 

1 0 h\ 

o ' 

0 1 aI 

0 

一 2 i ?2 十尺 1 

^ , 6 

0 

13, 

n 1 


° 1 13 


、0 0 0 

0 


.0 0 0 

0 


于是我们得到 & = — 和 h = 令匕=一1 3 ,可以得到其特征向量 e 


K, = | 6 丨 • 

卜13, 


对于 A 2 = — 4, 


1 

5 

2 

i | 

01 

—灭 3 

0) = 

6 

3 

1 

0 

J 

R ' 



— 1 

— 2 

3 

0: 



12-30 
6 3 0 0 

5 2 10 


1 2 

— 3 l 

01 

—1" 2 
— + R ' 

1 2 

— 3| 

01 

— 2 Rz 4 - Ri I 

1 

0 1 


18 

o ] 

0 1 

1 

— 2 

0 

— i ?2 + i ?3 1 

Q 

1 —2 

0 — 9 




0 -8 

16 

0 — 


、0 1 

-2 

0, 


0 

0 0 


意味着怂=■—怂， k z =2k s . 令 h == l , 则得出第二个特征向量 

1 11 

K 2 

最后，对于 A 3 =3 进行高斯-若尔当消元给出 
(A —3 J | 0) 

所以 k 2 = -S/2k 3 . 令* 3 = —2得出第三个特征向量 

K 3 = 



、 1 

[10 1 

O ' 

-2 2 1 

0] 

1 





行变换 _ 

A 7 3 I 


6—4 0 

0 1 


0 i T i 

0 

—1 — 2 — 4 

0, 


,0 0 0 

0. 


当然可以令為为任何不为零的数.换句话说，特征向量的非零常数倍仍是特征向量* 



附录 B 


若” X « 矩阵 A 有 n 个不同的特征值；^， A 2 ，…， A „， 可以证明能够找出一组 n 个线性无 
关的特征向量 0 反， K 2 ，…， K „. 然而，当特征方程有重根时，可能找不出 A 的 n 个线性无 
关的特征向量. 

taim 特征值/特征向置 

求 A = (―= )) 的特征值和特征向量. 

解 由特征方程 

_ 3 — A 【 ' 


det(A — A /) 


-A 


( A — 5)〜0 


我们得到 ； h = A 2 =5 是二重特征值.对于 2 X 2 矩阵，没有必要用高斯_若尔当消元法 • 为了 
求出相应于 ；U =5的特征向量，我们求助于方程组 ( A — 51丨 0) 的等价形式 
— 2 k ' + 4是 2 = 0 

—是！十2是2 = 0. 

从该方程组可明显看出々所以若我们令匕=1，就得到单特征向量 

= (l)- 


■ 


特征值/特征向 j 


求出 A = 


的特征值和特征向量 • 


解 由特征方程 

det(A — 从）= 


9 - A 


=一 ( A - HKA -8) 2 = 0 


得到 ；W = 11， 以及 A 2 = A 3 = 8 是二重特征值. 


( A - 111 I 0) = 

所以怂 =々 3 ， kd 如果是 3 = 1，那么 


-2 1 1 

°] 

行变换 

r l 0 一 1 

0、 

l n 

1-2 1 

0 1 

- ► 1 

0 1 - 1 1 


1 1—2 

0^ 


0 0 0 

o ] 


K , = 


1 

1 1 1 ' 

0 

fl 1 1| 

o' 

1 



行变换 L A A 


( A —8 J | 0) = 

1 1 1 

o| 

- ► 0 0 0 

0 


1 1 

0; 

[0 0 0 

0 


0定义列向量线性无关的方式与定义函数线性无关时相同- 
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在方程怂 + h + t =0 中，我们可以任意选择其中两个做变量.令々 2 =1，々 3 =0,或者，々 2 =0, 
々 3 = 1，我们得到两个线性无关的特征向量 



[-1 


-1 

K 2 = 

1 

和 K 3 = 

0 


0 


1 


■ 


附录 B 练习 

B .1 基本定义和理论 



-2 0 、 

I 

' 3 - r 

2. 如果 A = 

4 1 

_ 7 3, 

和 B = ! 

0 2 

-4 — 2 . 


1. 如果 A = ( 4 5 )和 ，求出 （ a)A + B ; ( b)B — A ； ( c ) 2 A +3 B , 

\-6 9 / V 8 - 10/ 

， 求出 （ a ) A~B ; ( b ) B~A ； ( c ) 2 (A + B ). 

如果 A ; ( Z 3) 和 B =(;;) ，求出 （ a ) AB ; ( b ) BA ; ( c ) A 2 =AA ； ( d ) B 2 = BB . 

和 B = ( i ^ 2) ，求出 （ a ) 灿 ；（ b ) 似. 

1=( ^ —:) 和 :) ， C = :), 求出 （ a )BC; (b)A(BC); (c)C(B4〉；（d)A(B+0_ 


4. 如果 A = 


5. 如果 A = 


6 .如果 A -=(5 —6 7)和忍= 


C = 


求出 （ a ) AB ; ( b ) BA ； ( c ) ( fi 4 )C ; ( d ) 04 B ) C . 


7. 如果心 


和 B = (2 4 5) ，求出 （ a ) A T A ； ( b ) B T B ； ( c ) A + B T . 

2 


8. 如果 (S J 和 ( 5 7 ) ，求出 （ a ) A + B T ; ( b ) 2 A T - B T ； ( c ) A T (. A ~ B ). 

9. 如果 卩和 B =( 5 10 ) ，求出 U ) ( AB ) T ; ( b ) B T A T . 

\8 \f Y — 2 - 5 ' 

10 . 如果 A = L : 9和忍=〔 3 7 j ， 求出 （ a ) A T + B 、 （ b )( A + B )' 

在习题 11 〜 14 中，将所给的和写成单个列矩阵的形式 • 


M —; KH— 2 J 12 

-(；-；)(-：)-(：； ：)('；) - 


. 2 ' 


一 1 ] 

1 

3t 

t 

\+U-l) 

— t 

-2 

4 

一 1 , 

1 

. 3, 


- 5 z . 


0 —4 -2 
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37. x ： - \~ x 2 ~ Xj , ~ x A 

=-1 

38. Zx \ +x 2 

+ x 3 =0 


x { +x 2 + 工 3 


xi +3 x 2 

+ x 3 =0 


Xl — X 2 -fo：3 — ^ 


lx \ 十 x 2 

+ 3x 3 =0 


4xj +x 2 — 2 x 3 4 

X 4 =0 




在习题 39 和 40 中， 

利用髙斯 -若尔 当消元法证明所给的方程组无解. 


39. x+ 2 y ~\~ Az ~ 2 


40. xi + x 2 - 

- 工 3 + 3 工 4 = 1 


2 x ~\~4： y -\-3 z — 1 


X 2 —工 3 - 

~4 xi =^0 


x -^2 y ~ z ~7 


Xi +2x 2 

— 2x 3 — 工 4 =6 




4xi 4-7 x 2 ~7x 3 =9 


在习题 41 〜 46 中， 

利用定理 B. 3求出所给矩阵的 A— 或证明没有逆 存在. 


[ 4 2 

3' 

2 

4 -2 


41. A- 2 1 

0 

42. A= 4 

2 -2 


、一 1 -2 

0 

[8 

10-6] 


[-1 3 

01 

1 

2 3' 


43. A= 1 -2 

1 

44. 0 

1 4 


. o 1 

2) - 

io 

0 8^ 


( 1 2 

3 l] 

fl 

0 0 01 



2 1 

0 

0 1 0 


45. A = 

2 1 - 


46. A = 

0 0 1 


-3 0 



111 

2 1. 

lo 

1 0 oj 


B.3 特征值问题 





在习题 47 〜 54 中， 

求出所给矩阵的特征值和特征 向量. 



47-f 1 勹 


48- g ；) 



V-7 8 / 





/-8 一1、 

49.( 

\ 16 0/ 


5 。 .卜 1 : 

] 




u 

J 


[5 -1 O ') 


3 0 

0' 


5 h 0—59 


52. 0 2 

0 


5-10 


U o 

1 J 


f 0 4 

01 

1 6 

0' 


53. -1 -4 

0 

54. 0 2 

1 


0 0 — 

-2 

[o 1 

2 J 


在习题 55 和 56 中，证明所给矩阵有复数特征值. 

求出矩阵的特征向量. 


广 1 2 入 


(2 — 

1 o ' 


55 -(-5 l ) 


56. 5 

2 4 




0 

1 2) 


混合问题 





57. 如果 A ( t ) 是 2X2 可导函数矩阵， X(t)M2X 

1可导函数列矩阵，证明乘积法则 



A[a(«)X(0] = A(t)X r (t) +A'(t)XCt). 
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附录 B 


58. 推导公式 （3). [提 示： 求出使得 AB = J 的矩阵 B 二 


1 . 求出 6 ll 、匕2、 办21 和办22 . 然后证明 
bn } 


BA = J.] 

59. 如果 A 是非奇异的且证明 B = C. 

60. 如果 A 和 B 是非奇异的，证明 （AB) — 1 二^一 1 . 

61. 令4和 B 为 nXn 矩阵.一般的，是否有 

(A + B) 2 - A 2 +2AB+B 2 ? 

62. 方阵 A 称为对 角矩阵 （diagonal matrix) ，如果其所有非主对角线元素为零一一即， a tj = 0, i ^ j . 主对 
角线上的元素可能是零也可能不是零.乘法单位阵 J 就是对角矩阵的一个例子. 

(a) 求出 2X2 对角矩阵 


/a n 0 \ 

V 0 a 2Z / 


的逆，其中 au^O，a Z2 7^0- 

(b) 求出主对角线元素均为零的 3X3 对角矩阵 A 的逆. 

(c) 一般地，主对角线元素均非零的”X”对角矩阵 A 的逆是什么？ 



附录 c 

拉普拉斯变换表 

/ ⑴ 

i£{/(0}=F(i) 

1. 1 

2. t 

丄 

s 

3.t n 

n 为正整数 

4.r 1/2 

Vf 

5“ 1/2 

2 严 


r(a+l) \ , 

S .+1 ， a>-l 

7. sin kt 

k 

8. cos kt 

5 

7 Te 

9. sin 2 kt 

Zk 1 

s(s 2j rU 2 ) 

10. cos 2 kt 

s 2 +2k 2 

5(5 2 +4^ 2 ) 

11. e a, 

1 

5 _ a 

12, sinh kt 

k 

13.cosh kt 


14. sinh 2 kt 

2k 2 

s(s 2 -4fe 2 ) 

15. cosh 2 kt 

s z ~2k 2 

s(s 2 -4^) 

16. te al 

(s-a) 2 

17. t n e a, 

O n 为正整数 

18. e flI sin kt 

k 

(s- a y+e 

19, e at cos kt 

s~a 

(s-aY+e 

20* e at sinh kt 

k 

(厂 a ) 2 -* 2 

21. e a： cosh kt 

s~a 

(厂 a) 2 —A 2 

22. tsin kt 

Zks 

is 2J rk 2 ) 2 





is-~a){s~b} 

_ 5 

(s-a)(s~b) 

k 2 

J (7+ F ) 

e 

7(7TF) 

l 

( s 2 + a 2 )( 5 2 +6 2 ) 
(s 2 +a 2 K5 2 + 6 2 ) 


k(.s z -\~2k z ) 
5 4 + 4 ^ 

是 G 2 — 2 fe 2 > 
5 4 + 4^ 4 
5 3 

7 + 4? 



e -WT 
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(续） 


/⑴ 


46 . erfc (為） 

g-aVT 

s 

打 . 2 ^-°、- aerfc (点） 

e -4 

tjt 

48. e i2/ erfc^^"+^=-) 

\/s (V^+6) 

49. — e* Z 1 erfc ( b^/t + ^=. j 

be~ aS 

5 (Vs+ 6) 

+erfc (i^) 


50. d(t) 

1 


e _i, o 

52. e at fU) 

F(s~a) 

53. f (t — a)°UXt — a 、 

e^Fis) 

54. qiit-a) 

e — 如 

s 

55. f n) iO 

s"F(s)-s ( "- '' f(0) - /( 「 ” （ 0) 

56. 

(-D 令 (s) 






附录 D 奇数题号的练习答案 


练习1 


L 二阶线性 

3 - 一阶，关于 x 是线性的但关于 少不是 线性的 
5. 四阶线性 7.二阶非线性 

9. 三阶线性 


15.1=^ ~^ 定义在 （- oo , In 2 ) 或 （ In 2, oo ) 上 
e — 2 

( a ) — 3 ^ -c < oo (b) —3<x<oo 

25. ( a ) m = — 2 ( b ) m = 2, m = 3 


练习 1.2 

1. j = 1/(1 — 4e^) X x — - cost +8 sin / 

* a 1 

5. Jt = — cosr , ^. 

9. y = 5e x ' 11. y = 0,y = x , 

13. y >0 或 y <0 定义的半平面 
15. ; c >0 或 x <0 定义的半平面 
VJ.y>2,y<-2, 或 一 2今<2定义的 K 域 
19•任何不包含（0, 0) 的 M 域 

21-是 23.否 


25. ( a ) y~cx 

(10 任何不 与/轴 相交的区域 
< c > 否，函数在; c =0 点不可微 

27. ( b ) >■ = 1/(1-4在（-00,1)上;：)/=-1/(文 + 1)在 
(-1, 00)上 

( c ) y = y a /(l - y^x), % # 0. 考虑 y 。 < 0和 y 0 > 0. 
练习 1-3 


IF 


.’IT 


Tt 


■ hP-kaP 2 


7.^=^(1000-,) 9.- = -- 


1L f = + 

15. m ™ = mg - fcv 2 17. = -kx 


19 - x< % + ( S ) 


+ 3Zr = 160 21. 


争。 


■ k(M-A\k>Q 25 .— 

-X -f y/x 1 + 


IT - 

+ Jbr = r, > 0 


第 1 章复习题 

h ^.=ky 3 . y' l +ie y = 0 5 . /- 2 / + ^-0 

7. ( a ), ( d ) 9. ( b ) 11, ( b ) 


13. Y q 和夕 = 和心是常数 . 15. y'^x^f 
17. (a ) 定义域是所有实数 
(b) ( — 0) 或 (0, °°) 

^；o 江执 00 ) 

25. g = 16(l-V^) 

练习 2.1 

17. 0是渐近稳定的（吸引子）； 3是不稳定的 
(排斥子） 

19. 2是半稳定的 

21 . ~2是不稳定的(排斥 +); 0是半稳 定的； 2是 
渐近稳定的（吸引子） 

23. —1 是渐近稳定的<吸引子 h 0足不稳定的(排 
斥子） _ 

25. (a) mg/k (b) ^fmg/lc 

练习 2. 2 

I. _y = —I cos 5jc 十 c 3. y = 

5. > = cx 4 7. -3e~ 2y - 2e 3x + c 
9, ~x 3 \nx - ix 3 = i/ + 2^-hln|yH-c 
1L 4cosy = 2x sin2jt -f- c 
13. (e jr + l)- 2 -h2(e y + l)- 1 = c 
15. 5 = ce^ 17. P = 

\-\-ce 1 

19. (y -H 3)V = c{x + 4) 5 e ， 21 • 夕 =sin(|x 2 + c) 
2^.x = tan(^y~ 25. = 

27. y = 穿 \/l: x;+ \x 

29 •⑻ y = 2, y = — 2, y = 2 3 + ^ I , 

33. y = 1 •少 =1 十 & tan & 

39. (a) y = -VFTT^l (c) (—oo, 一 | - 
练习 2. 3 

1. y = ce 5 \ -oo < x < oo 

3. y = Je 3 * 1 + —oo < x < oo 

5. : y = I + ce -jr， , —oo < jc < tx) 

7. >» = x' 1 lruc + cj：- 1 J Jc > 0 

9* y — cx — xcosjc, x > 0 

II. y = ijc 3 - ijC + CX^ f X > 0 

13. y= ~e' 

15* z = 2/ + c/,>> 0 

17. y = smx^-ccosx, -nfl <x < n/2 


0 本附录中的公式与英文原版书一致.——编辑注 







当《是 偶数时是半稳 定的， 当 〃是奇 数时是不稳 
定的； 当《是偶数时是半稳定的.当《是奇数时 
是渐近稳定的 

2 x + sin 2 jt = 2 ln(>* 2 + 1) + c 
+ 1)> 3 = -3jc 3 + c 

Q = y + ~(-l + 5 in 0 15. _y = i + c ( x 2 + - 
y = esc x y n < x <2 v 

(b) > = Kx + lVy G - x Q )\x^x Q - 2Vy 0 
U 3. 1 


7.9 yr ; 10 yr 3. 760 

/(15) = 0.00098 / 0 约为 I 0 为 0.1% 

11 h 9. 136.5 h 





奇数题号的练习答案 


13. (a) u(r) = 

其中 c, = tanh-'(^ y „) 

(c) s(t )= 专 lncosh(_y 替 f+ q) 

其中 c 2 = -(~j In cosh C! 

15. ⑻ m 竞 =mg ~ kv 2 - pV ， 

其中 P 是水的密度 


(c) 

17. (a) W = 0 和 W = 2 

(b) W(x) = 2 sech 2 (x - cj 

(c) W(x) = 2 sech 2 x 


A2 A] 

z ( f ) = x 0 (l _■ 


叫 …。 V t a 2 - a , V 

1 5, 20, 147 天。当和 z(() 相等时，时 i 写 
才有意义，因为和大部分和 S 的一半都 
已经耗掉，因此，应该生成 C 的一半 . 

S .$ = 6 -蠢 

^=h x '~h Xi 

1 - (a> $ = 3 i ^= T 2 !^ 

§ = 2 10^" 3 10^ 

(b) Jti(0 + x 2 (r) = 150; x 2 (30) « 47.4 lb 

13. Li + {R\ + Ri)h + = E(t) 

at 

L 2 ^ + Rih + (^i + ^ 3)*3 = ^(0 
15. i(0) = i 0 , s(0) = n- i 0 , r(0) = 0 


7. x(&) = k6 — ^sin20-^-c,y(0) = ksin 2 e 

9. = ° Cl 5tl.„y0) = c 2 (i + Cl w)w 


ie J - \e~ s X y = 3x - 4x In x 


13. (a) y = e s cos x - e x sin x 

( b ) 无解 

( c ) y = cos x + e~ Ji2 e 3 sin x 

(d) > = c 2 e J sin 其中 c 2 是任意常数 

15 . 相关 17 . 相关 

19 . 相关 21 . 无关 

23. 这些函数满足微分方程，并且在区间上是线性 
无关的，因为 

W(e~ y \ e* 1 ) = 7c 1 # 0; y = c v e~^ + ^e* 31 . 

25. 这些函数满足微分方程，并且在区间上是线性 
无关的，因为 

W(e x cos 2x, e x sin 2x) = le 21 ^ 0; 
y = ae x cos 2x + sin 2x. 

27. 这些函数满足微分方程，并且在区间上是线性 
无关的，因为 

W{x\ x 4 ) = 0; y = c〆 3 + c 2 jr 4 . 

29 - 这些函数满足微分方程，并且在区间上是线性 
无关的，因为 

W(x, x~ 2 , x~ 2 In x) = 9x_ 6 t 6 0; 
y = c x x + c 2 x" 2 4 - c^x 1 In x. 

35. (b) y p = x 1 + 3x + 3e u ; y F = -2x 2 _ & — k 2 * 


1. y 2 = xe u 3. yt ^ sin 
5. y 2 = sinh x 7. y 2 = xe un 
9. y 2 = a: 4 \n\x\ 11. y 2 = 1 
H. y 2 = x cos(ln x) IS. y 2 ^ x 2 + x + 2 

17. y 2 - y p = 19. y 2 = e 2 ^, y p = ^ 






(b) y p = Ax 1 cosh jc + Bx 2 sinh x 
29. y = e x ~ w cos x 31. y = 臂 e 1 _ \e~ z 一 一 sin jc 
33. y = x 2 + 4 
37. x = -cje* - icze 2 * + i 
y = c〆 + CaC 1 - 3 
39. x = c x e l -*r c 2 e u + te 1 

y = -cic ( + 3c 2 e 5/ - fe ( + 2e' 

练习 5.1 

1. 3. 太 ⑺ =-icos 4V6r 

S . ( a ”fe) = 44) = 4 ;JC (H 

七 )+(!)= 竽 

(b) 4 ft/s ; 向下 

(c) t = ^ 2 ^~,n = 0,\,2,... 

7. (a) 20 公斤的物体 

(b) 20 公斤的物体； 50 公斤的物体 

(c) f = ，《 =(),1 ， 2,.. ■; 在平衡 位置； 50 公斤的 

物体向上运动，但是 20 公斤的物体 jin 为 
偶数时向上运动， ”为奇 数时向下运动 

9, x(t) =icos2r + |sin2r = sin(2f + 0.5880) 

1L ⑻ Jt(f) = -icosl0r + isinl0t = Jsin(10»- 0.927) 

< c ) 15 周 

(d) 0.721 s 

(e > {2n ^ — + 0-0927,n = 0,1,2,... 

(f) x(3) = -0.597 ft 

(g) 夕⑶ =-5.814 ft/s 

(h) ^"(3) = 59.702 ft/s 2 

(i) ±84 ft/s 

(j) 0.1451 + y ； 0.3545 + = 0,1,2,... 

(k) 0.3545 + ^< n = 0,1,2,... 
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附录 D 


13. 120 lb/ft;x(0 = ^|sin8V3r 

17- (a) 上方 (b ) 向上运动 
W. (a ) 下方 (b) 向上运动 
2L i S ;is,x(i) = e~ 2 ; 重物在平衡位置下方 
大约 O.Mfi 处 

23. (a) x(() = le- 2 ' - ie^ 

(b) x(t) = + j e -8, 

25. (a) x(r) = e _2, (-cos 4f - 4 sin 4r) 

(b) x(r) = e~ 2t sin(4r + 4.249) 


(c) t = 1.294 s 

27. (#) J3 > S (b) /3 = 4 (c) 0 < ^ < 
4 V47 64 


29. jc ( r ) = e - 




3 V 47 


竽) 


+ — (cos3/+ sin3f) 


31. Jc(r) = ie' A, + te~ 41 - J cos 

33. jc(/) = -icos4/ + 5sin4f + ic _2I cos4 / 

-a^sin^ 

35. (a) -k(x-h)-/^or 

^ + 2入竞 + < o 2 x = u > 2 h ( t ), 

其中 2A = y3/m and o> 2 = ^/m 
(b) x(t) = e" 2, (-ft cos2r -Hsin20 +?fcos( 4-fisinf 
37. x(/) = -cos 2r - i sin It 4 - }/ sin 2t + \t cos It 

39 - < b > t tsi neat 


45. 4.568 C; 0.0509 s 
47. 孕 (0 = 10 - 10e' 3, (cos 3t + sin 30 
1*(0 = 60e- 3( sin 3t\ 10.432 C 
49. = W sin r + W cos ^ 

i p = W cos t - W sin t 
53. q(t) = -ie~ 10, (cos 10 ； + sin 10r) + I; ! C 

+VIZioSin vfe + r^fec cosy, 



^ fe) sin ^fe 


gpCy 

1 _ v 2 LC 


sin yt 


练习 5.2 


1- (a) >(x)= 蟲 {(>LV - 4£jr> + ?> 

3. (a) y(x) = ^(3LV- 5Lx^ + 2x*) 

5. (a) 夕⑴ = (IVx- 10LV + 3X 5 ) 
(c) 文切 0.51933, yms 雄 0.234799 


7 * 少⑻一 ^^cosh J^x 

9. A = « 2 , n = 1, 2, 3,...; y = sin nx 
” 4 (2n - 1)V (2« - l)nx 

11- A "7 乙 2 »w = l,2,3,...;y = cos^~ 2L~ 

15. A = « 2 , n = 0,1, 2,...; y = cos nx 
15 - A = ^~,n= 1,2,3,.. ,;y = ^sin^~ 

17. A =^,w = 1,2,3,... = sin^^ 

19* A = n 2 , « = 1, 2, 3,...; > = sin(n In jr) 

21. A = 0; ^ - 1 

A = = 1,2,3,. ， • ；夕 =cos ( 学 lnjc) 

23. jc = L/4, x = L/2, x = 3L/4 

25. «« = = 1,2,3,. ..;y = sin^ 

练习 5.3 
7.g + x = 0 

15, (a) 5 ft 

(b) 4VT6 ft/s 

(c) 0^/^X5/4Vl0;7.5ft 
17 . ⑻ joj 尝 + tj 2 = 32x 

(b) \v 2 x 2 - ¥x 3 = -288 (c) 约为 0.66 s 
19. (a) xy n = rVlTJyf. 

^ t = 0, x — a t y = 0 y dyfdx - 0. 

(b> 当 r 卢 1， 



当 r = 1, 

⑹当 r< 1 时，轨迹相交 . 

第5章复习题 
1. 8 ft 3. fm 
5• 错；系统将受到外力作用 
7. 过阻尼 9. 14.4 lb 

lL x(t) - h~ h + 13. 0 < w ^ 2 







竒数题号的 练习- 


8V3 









5. y = + CiYo{x) 7* y = Ci/2(3x) + CiYiyox) 

9. y = c.x-^J^Q^c) + C 2 X- in J. xn {Xx) 

13 . 由习题 10 得 ，y = 文 1/2 心 (*); 由习题 11 得， 
y = 

15. 由习题 10 得 ， y : 文 - 1 ■/― 办 ) ；由习题 11 得 

ysX - 1 /,(；»：). 因为人 ,00 = —4 (*),所以没有 

新的解。 

17. 由习题12和 人=1 以及 u = 得 
y — ^/xJn/iix) y - ^xJ. iri (x). 

23. J_ ii2 (x) ^ yj —cosx 
11. y = c.x^JUlax^) + 

29. (a) P t {x) = i(231** - 315? 十 105jc 2 - 5) 

P,(x) = i(429^ 7 - 693 jc 5 + 315jc 3 — 35*) 

(b) ftOO 满足 (l-x 2 ) f-2xy + 42y = 0. 

尸 7 (*) 满足 (1-JC 1 ) f-2xy + 56y = 0. 


第 6 章复习题 


3 . « = Vio 
7. ^-\^2 = 0 

yM = Qx l/7 [i - ^ - ss 

y 2 (x) = C 2 [l ~x + z x - 55X + • 


练习 7. 2 

1. \t 2 3. / - 2t 4 5, 1 + 3r + 


7. r - 1 + 9. Je-" 4 11. fs 

13. cos l - 15. 2 cos 3f -2sin3r 
19. je-^ -h 21. 0.3e° u + 0.6< 

23. ^ 25. ^ | 

27. -4 + 3e _f + cos ^ + 3 sin t 
29. isint-Jsin2r 31. y= -1-t 


35. y： 

37. y = 10cosr + 2sin 卜 V2sk\ 
39. y = -le- ir2 + \e^ + A〆 + 差 









;^{/(0) = - s ^ 
[/(0) = 2^- + 2 ^r + 

別卿 = n - 
- 1 ) 



■ 
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附录 D 


29 . m = r - (r -1) 噃 (f -1) - nt - 4 )； 

聯 )}=$ -卜卜 ， 

x{e，m = jrhy- (Ay e ' <， " 1) ~^T e 

31. m = 2 + (r - 2)ni(t - 2); 

X{f(r)} = j + ^； 

^/W} = r f r + ^^- 1) 

33. y = 5ie r + ir 2 e' 

35. y = -ft + t/ 2 + ie~ f - He_ 5[ - 4^( / - 2) 
一 i(f - 2) 2 ^(r 一 2) + Je' (, - 2) %(« - 2) 

- rke-^nt - 2) 

37. >• = 1 + / + k 2 
39. x = -i + le -21 + ie 21 
y = t + \e~ lx - y 21 
41. i(t) = -9 十十 9e ,,s 

«->- w = i2 ^ i [- k + r 4 - f 3 + T* 2 


练习 8.1 

… G _:) x ，其中 x 


= C ) 


f-3 4 -9\ 


3. X， 


: _:) X ’其中 X= 0 


^ = 4x + 2y + e ( 

字 =-x + 3y - e* 




l- 2z + e~ l - 3f 
字 = 3x — 4y + Z + 2e- l + t 


^■=~2x-h5y + 6z-h2e- l -t 

at 

17 .是； W(X!, X 2 ) = - 2 e-^ ^ 0 意味着 1和 X 2 
在（-》， 》) 上线性无关 

19. 不是； W(X,,X 2 ，X 3 ) = 0 对毎一个 f 成立.解向量在 
») 上线性相关.注意 x 3 = 2X t + X 2 


练习 8. 2 


3*X = 0 + 0 

s . x =K ) e ， 

7 》孙 + 普 + 普 ， 

9 - x = "( 卜 oo 

n.x = Cl ( } 、门 ) 〜 3 j :)‘ 

13. X^3 (X)e- 

u - x =0[( M 4)] 

孔 x = c i (;) 〜 [( ik+HH 

'( l ) + C 2 ( i) eS 
:(>© 


25. X = c t -5 


孙 4 ( H :) 4 


1 We f + 


(X] 

\o) . 


29. X =-700 

3 L 相应于五重特征值 A , =2 的特征向量是 


0 ，K 2 : 




K 3 = 0 


= 4 二 J 〜 






















1.000 0 
1.010 1 
1.0417 
1.098 9 
1.1905 
1.333 3 


13. (a) v{5) = 35.767 8 

( c ) [)(0 = J^tanh v(5) = 35.767 8 


13. (a) y, = 1.2 

(b) y"(c)j = 4e^^ = 0.02 ― <0.02# = 0.024 4 

(c) 精确值为 y(0.1) = 1.221 4. 误差为 0.021 4. 

(d) 如果 A = 0.05, 那么 y 2 = 1.21. 

(e) hO.l 时的误差为 0.021 4, A=0.05 时的误差 
为 0.011 4. 

15. (a) y x = 0.8 

(b) y"(c)j = 5e* 2c ^ = 0.025«-^< 0.025 for 

0< c <0.1. 

(c) 精确值为 y(0.1) = 0.823 4. 误差为 0.023 4. 

W> 如果 A = 0.05, 那么 = 0.812 5. 

< e > /!=0.1时误差为0.023 4。 A=0.05 时的误差 
为 0.010 9. 

17. (a) 误差为 19/i 2 e n. 

(b) y'(c)j<19(0.iy(l) = 0.19 

(c) 如果 ft = 0_1, 那么 h = 1-820 7 .如果 = 0.05, 
那么乃 „ = 1.942 4. 

(d) ㈣ ).1 时的误差为 0.232 5.A=0.05 时的误差 
为 0.1109. t f 

19 - < a > 误差为 (FTiyT 

(b) 卜)琴|<(1)年 = 0.005 

(€) 如果 /I = 0.1, 那么乃 = 0.419 8.如果 /I = 0.05, 
那么加= 0.4124. 

M) fr=0.1 时的误差为 0.0143.^=0.05 时的误差为 0.0069. 
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练习 9. 2 


Exact 


2.000 0 
2.122 0 
2.304 9 
2.585 8 
3.037 8 
3.825 4 


2.000 0 
2.123 0 
2.308 5 
2.595 8 
3.065 0 
3.908 2 




Exact 

0.00 

2.000 0 

2.000 0 

0.10 

0.20 

2.123 0 
2.308 5 

2.123 0 
2.308 5 

0.30 

2.595 8 

2.595 8 

0.40 

0.50 

3.064 9 
3.907 8 

3.065 0 
3.908 2 


x m 


0.00 

0.10 

0.20 

0.30 

0.40 

0.50 

0.500 0 
0.521 3 
0.535 8 
0.544 3 
0.548 2 
0.549 3 






0 

0 

0 

0 

0 

0 

00 

10 

20 

30 

40 

50 

0.000 

0.095 

0.182 

0.262 

0.336 

0.405 

0 

3 

3 

4 

5 

5 


0 3 7 3 8 3 
^ xx) 00 02 s 22 46 
0 12 3 4 5 

0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 ' 

** 001020304050 
aa d a d a 

5 - 

0 4 4 5 3 3 

p g 7228941653 

a 9 2 6 3 o 

5 - 3 ' 3 - 2 - 2 - 2 - 

"■ • 00 - 10 - 20 - 30 - 40 - 50 

111111 

3 - 

^ 04015887092 
1.000.055.123.206308.435595799065418908 

2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 3 - 3 - 3 - 

03865213470 
•' 05267435754 

f • 00( - 05 - 12 ' 20 - 30 - 43 - 59790540 测 
2 - 2 - 2 - 2 ' 2 - 2 - 2 - 2 ' 3 - 3 - 3 - 

I W-D050505050 

"■- 0 , qJ -'- 2 - 2 - 3 - 3 - 4( - 4 - 5 

ooooooooooo 















_ 1.434 8 

1.40 903.028 2 1.20 1.693 4 

-- 1.25 2.104 7 

1.30 2.956 0 

1.35 7.898 1 

1.40 1.1E + 15 

17. (a) >*, = 0.823 416 67 

(b) y' 5 >(c)|j = 40^^40««°>^ 

= 3.333 X 10 6 

(c) 精确值为 y(0.1) = 0 名 23 4 13 441 3 .误差为 
3.225 X 1(T 6 彡 3.333 X 10~ 6 . 

(d) lfh = 0.05, y 2 = 0.823 413 63. 

(e> 当 ；* = 0.1 误差为 3.225 X 10 _ 6 .当 /i = 

0.05 误差为 1.854 x 10- 7 . 

19. («)^(c)g = ^g 

= 2.000 0X 10- 

(c) h = 0.1, y 5 = 0.405 465 17. 
h - 0.05, >io = 0.405 465 11. 


1. y(x) = + 5xe^\ y(0.2)= 

y 2 — _ 1.680 0 

3. y, - -1.492 8, y 2 = -1.4919 
5. y x = 1.464 0, y 2 = 1.464 0 
7. X! = 8.305 5, y, = 3.419 9; 

x 2 = 8.305 5, y 2 = 3.419 9 
9. x, = -3.912 3, ^ - 4.285 7; 

x 2 = -3.912 3, _y 2 = 4.285 7 
11. Jt! = 0.417 9, y, = -2.182 4; 


y (x) ^ -x + e x ; y(0.2) = 1.021 4, >(0.4) = 1.0911 
y(0.6) = 1.2221, y(0.8) = 1.425 5 


0.00 1.000 0 

0.20 0.732 8 

0.40 0.646 1 

0.60 0.658 5 

0.80 0.723 2 


5. yi = 3.375 1 ， 
y s = 2.141 1 
7. y x = 3.884 2, 
>) 5 = 1.068 1, 
9. y x = 0.266 0, 
y 5 = 1.146 5, 
= 1.847 4 
11. y\ = 0.349 2 

y 5 = 2.211 8 


z = 2.964 0, y 3 = 2.206 4 , y 4 = 1.582 I 
6 = 0.643 0, y, = 0.291 3 
2 = 0.509 7, > 3 = 0.735 7, y 4 = 0.947 


2, y 2 = 0.720 2, y 3 = 1.136 3, : 

8, > 6 = 2.938 6, y 7 = 3.849 0 
.2.275 5, 乃 =-2.075 5 ， 

1.858 9, >- 3 = -1.612 6, >- 4 = -1 


h = 0.1 时的数值方法比较 

mi 改进的 
x, 方法欧拉方法 


00 2.000 0 2.000 0 2.000 0 

10 2.138 6 2.154 9 2.155 6 

20 2.309 7 2.343 9 2.345 4 

30 2.513 6 2.567 2 2.569 5 

40 2.750 4 2.824 6 2.827 8 

50 3.0201 3.115 7 3.119 7 
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h - 0.05 时的数值方法比较 


Xn 

欧拉 

方法 

改进的 
欧拉方法 

龙格 _ 
库塔法 

0.50 

0.500 0 

0.500 0 

0.500 0 

0.55 

0.550 0 

0.551 2 

0.551 2 

0.60 

0.602 4 

0.604 9 

0.604 9 

0.65 

0.657 3 

0.661 0 

0.6610 

0.70 

0.714 4 

0.719 4 

0.719 4 

0.75 

0.773 9 

0.780 2 

0.7801 

0.80 

0.835 6 

0.843 1 

0.843 1 

0.85 

0.899 6 

0.908 3 

0.908 3 

0.90 

0.965 7 

0.975 7 

0,975 7 

0.95 

1.034 0 

1.045 3 

1.045 2 

1.00 

1.104 4 

1.117 0 

1.116 9 


5. A = 0.2: >*(0.2) « 3.2; h = 0.1: >(0.2) « 3.23 
7. x (02) « 1.62, y(0.2) « 1.84 


练习 10.1 



3. = y 

， =/ + 一 l ); 临界点在 (0, 0) 


3. h = 0.1 时的数值方法比较 

~~ mi ~改进的 龙格- 

" 方法欧拉方法 库塔法 


/!二 0.05 时的数值方法比较 


y' = ex 3 - x; 

临界点在(。’。)，(士’。)’(-表 ’0) 

7. (0,0) 与 (-1,-1) 

9. (0,0) 与 (I, j) 

11. (0, 0) ，（ 10, 0) ， (0, 16) ，与（ 4, 12) 

13. ( 0 , y ), y 取任意值 

15_ (0, 0) ， （ 0, 1), (0, -1) ，（ 1 ， 0) ，（ -1 ， 0) 

17. (a) jc = c 1 e s, — c 2 e~' db) x = ~2e~ { 
y = 2c l e 5t ^c 2 e~ , y^le-' 

19. (a) x = Ci (4 cos - 3 sin 30 + c 2 (4 sin 3r + 3 cos 3f) 
y = Cj(5 cos 30 + c 2 (5 sin 3f) 

(b) jc = 4 cos 3r - 3 sin 3i 
^ = 5 cos 3r 

21. (a) x = c^sin t - cos t)e A, + c 2 (-sin t - cos t)e At 
y = 2ci(qos i)e A, + 2c 2 (sin t)e At 
(b) x - (sin t - cos t)e M 
y = 2(cos Oe 4 * 

23- r = 1 - —— = f+ c ? ;r = 4- 

々 4f + d 


VT024M-1 

解随着(的增加以螺旋的方式接近原点- 


VT 


和 y : 


=, 0 J 4- c 2 ; r = 1, e = f (或文 = 
sin f ) 时满足 X (0) = (1，0) 的解 r = 
t 是满足 X (0) = (2,0) 的解 •这个 
1 的圆. 


Vl- |e- 2 ' 

解随着(的增加以螺旋的方式接近半径 
27. 不存在临界点，因此也没有周期解. 

29. 存在一个包含临界点 （0, 0) 的周期解. 


练习 10. 2 

1. ( a ) 如果 X (0) = Xo 在直线 y = 2 jdi , 那么 X ( f ) 

沿着这条直线接近 （0, 0) .对所有其 
他的初始条件， x (0 从直线 y =- 说的方 
向接近 （0, 0) 点. 

3. ( a ) 溢墓 篇雙翼是不稳定螺旋 点. 随着納增 

5. ( a ) 所有的解从直线的方向接近（0, 0) 

7. ⑻ G 果 X (0)= Xo 在直线 y =3 x 上，那么 

着这条直线接近 （0, 0) 点.对所有的其 
黛 gg 条件， XW 是无界的， P 是它们的 

9.鞍占 11•鞍点 

13.退花稳定点 15.稳定螺旋点 V . W <1 

W ， 为鞍点时，^ < — 1 ;为不稳定螺旋点时’ _1 

<^<3. 

23. ( a ) (-3,4) 

( b ) 不稳定点或鞍点 

( c ) (0,0) 是鞍点 
25. (») (i 2) 


IEIL 116 


0 8 17 2 3 
500604719842.975.116 


500600709.828.955.092 

°- aa °-°-l 

506070.80.90.00 

0 - 0 -°-o o 1 


Is 


000073155 IS .119 

2 - 2 - 2 - z2 - 2 - 2 - 2 -223 

05490797967 
§.073.155.245.345.452.568.693.8261.118 


§ 1146232 . 327 . 429 . 541 . 660 . 788 . 924.069 

2 - 2 ' 2 - 2 - 2 - z2 - 2 -223 

.00.05.10.15.20.25.30.35.40.45.50 
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附录 D 


练习10, 3 

1. r = roe^ 

3. x =0 是不稳 定的； p/rH 是渐近稳定的. 

5. a 不稳定的. 

7. x = a 是不稳定的； x = 3是渐近稳定的. 

9. /> = alb 是渐近稳定的； P = c 是不稳定的. 


11. ( i , 1) 是稳定螺旋点 
13. ( W ，0) 和 (- V 2, 


旋点. 


0) 是鞍点； （ i , - i ) 是稳定螺 


is . (1,1) 是稳定点； （1, _1>是鞍点； （2, 2) 是 鞍点； 

(2, -2) 是不稳定螺旋点. 

17. (0, -1) 是鞍点； （0,0) 是不可分 类的； （0,1) 是稳 
定的，但是不能进一步对它分类. 

19. (0, 0) 是不稳 定点； （10, 0) 是 鞍点； (0,1 6 )是鞍点； 
(4, 12) 是稳定点. 

21. 0 = 0是鞍点.无法对= jt /3 或0 = - jt /3 .进行 


分类. 

23.无法对 : c = 0 进行分类. r 

25. 无法对1 = 0进行分类.但是又=1/^€和 X = 
- i / vr 都是鞍点. 

29. ⑷（0,0)是稳定螺旋点. 

33. ( a ) (1, 0), (-1, 0) 

35. |u 0 | < 1V5 

37. 如果0 > 0, (0, 0) 是唯一的临界点，并且是稳定 
的.如果/3<0,(0,0>,(;6,0)和（-_£,0)是临界点， 
其中分= - a /^.(0, 0) 是稳定点，但 ( i , 0) 和 (- f , 
0) 都是鞍点. 

39. ( b ) (5 tt /6,0) 是鞍点. 

( c ) Or /6,0) 是中心点. 

练习 10. 4 

!• W < 々 

5. («) 首先证明 / = ^ + gln (}^)- 
9. ( a ) 新的临界点是(出 c — e 2 lc, alb + e ,/ b ). 

( W 是 

11.(0, 0) 是不稳定点， （0，100) 是稳定点， 

(50, 0) 是稳定点， （20, 40) 是鞍点 • 

17. ( a ) (0, 0) 是唯一的临界点. 


第10章复习题 

1 .对 3. 中心或鞍点 S. 错 

7 ■错 9.a = -1 

11. r= 1/^31 + 1,6= t. 解曲线以螺旋的方式接 
近原点 

13. 00中心 0»>退化稳定点 

15. 当 a <0 时， （ 0 ， 0) 是稳定梅界点. 

17. 是不稳 定点； 是渐近稳 定点. ， 

19. gpbUkms 2 时.系统是过阻尼的，当沪 
<12 kms 2 时.系统是欠阻尼的. 


练习 11.1 

7- x n.lW = v? ； |««y^| = ^ 


21. (a> T - 1 (b) T = ttU2 

(c) T — 2ir (d) T = 7i 
(e) T^lir (f) T = 2p 

练习 11.2 

L f( ~ x) = \ + ^ i 1 ~ ( „ 7 — sin «* 

3. /W = l+± {4 ^ 咖咖 
5. f(x) = { 红 ^ cos 似 

7, f(x) = n + 2 smnx 

9./W = i + |s^ + i|^co Sn x 
lL/W=-i + i|{-ismfcosf, 

+ ^(l-co S f) S infx} 

9 ^ f(-l) n - 1 rvn 

u - /w = i + 5 ?,l4v 

nir 5 J 

is. f(x) = + i i ir5( cosnx_,,sin,u) ] 

19. Set x = ir/2. 

练习 11.3 

1 ■ 奇函数 3 .既不是偶函数也不是奇函数 S •偶 函数 

7. 奇函数 9 •既不是偶函数也不是奇函数 

ti. f( x ) ^l + lt^r^cosnx 
15-/W = — 

17. f(x) = ^ + 4 -^( Z i^! cosnx 

M>/(J) = ^|Lzizim±i[) sinnx 
nir , 

3 4^ COS T~ 1 nn 

.nn_ 

25. /(x) = | + |S —--cosrmx 
, nir 

-j » 1-COSj 
m = -e —-— sin "町 
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m 




(-1)"- 


. nir 
4 „ sin — 

m = - E — j - sinnj； 


31-/(,) = 5 + 1|-^— cosfx 

^ = l { A sin f -^ ( - 1) "} sin f JC 

33. /W = | + ^i 3( -' - cos 隱 

/W = 4|{4^ + 4^}sin n « 
35. m = ^ + 4 i [^ cos /«-^ sinf l xj 

37. f(x) =參-士 j ^ S i n 2 m « 


练习 11.5 

1. 1.277, 2.339, 3.391, 4.441 


5./W=4| (4A? A ； y '^ 2A) /o(A^ 

9./W = |-4|^g^/o(A^) 

13. f(x) = \P 0 (x) + iP，W + 長 / MW _ 嘉尸办） + ••■ 

19. f(x) = 4 尸 0 W + | F 2 ( x ) - hP 4 (x) + ■ •- ， 

/( j ：) = \x\ on (-1，1) 

第 11 章复习题 

L 对 3. cosine 5 •错 7. 5.5, 1， 0 

9 . 几'点 了抓(恤 0 ’ 


«. f(x) = \ + 

+ 吾 (-1)" sin /iTTJcj 

15. f(x) - 1 - e - 1 + 2 2 


41. x p ( r )= — 




;* V -48)' 






cos In jr ) 


，2, 3, • 


sin ( nff /2) 


77 ^ x n(EIn* + k) 




练习 11.4 

I. y=cosVX ； x ； cotVA = VA ； 0.740 2,11.734 9, 41.438 8, 
90.808 2; cos 0.860 3x, cos 3.425 6x, cos 6.437 3x, 

cos 9.5293.x 
5. i(l + sin 2 VXj 

7 - <»> A = fe ) 2 ' y = sin fe in 4 n=1,2,3, • 

( b ) £[^'] + Jy = o 

W Ofe ln 如 fe ln 如’ 

9. — [xe~y] + ne-> = 0;J o " e^L m (x)L.(x) dx = 0， 
m ^ n 

II. (a) A = 16n\ y = sin(4/i tan ^), n = 1，2, 3,... 

(b) J| >1 I ^ sin(4m tan _1 J：) sin(4n tan -1 ^) dx = 0, 
m ^ n 


练习 12 . 1 

I. 可能的情形都概括在 “ == 中，其中 c i 
和 £ :是常数. 

3. w = c x e y+c ^ y) 5, w = c x (xy)^ 

7. 不可分离 2 

9. u = e-^A^ 1 ' cosh Ax + ^.e^^sinh Ax) 
m 二 cos 入; c + sin \x) 

u = (c 7 jc + c 8 )c 9 e _, 

II. u - (c : cosh Ax + c 2 sinh Ax) 

X (c 3 cosh Aaf + c 4 sinh kat) 
u = (c 5 cos A^: + c 6 sin Ajc)(c 7 cos Kat + c 8 sin Aar) 

U = (C9X + Cio)(c u f + c i2 ) 

13. w = (ci cosh \x + c 2 sinh Xx)(c 3 cos Xy + c A sin Xy) 
u = (c 5 cos kx + c 6 sin Aj:)(c 7 cosh \y + c & sinh Ay) 
u = (C9X + c 10 )(c n y + c n ) 

15 .当 A 2 >0 时有三种可能的 情形： 

u = (c! cosh Ajc -4 - c 2 sinh kx) _ 

X (c 3 cosh Vl - k 2 y + c 4 sinh Vi - \ 2 y\ 
A J <1 




























奇数题号的絲习答案 

3 . 时间 JT = 0^5 x = 030 :r = 0.75 x = 1.00 x = L25 


0.0814 El!===Ei!liii 


_E==E=E=E==i_EiEEE_ 
_E=EEEEE_=EEEEE= 
EEiEEEiE=E_==iE_EE 
=EiEEEEE=E==EiEE_ 
E==i_EEEE===El=E_il= 


EEEE=_E=Ei=_E==__==_ | 






漏 77336450 -- 171 - 461 - 799182 
30 - 28 - 272625242323222121 

09787926631 
30.000128.383 



■ iEii 



—29.99829.998 


'. 000 . 000 . 000 . 000 . 000 . 000.000 


sEi_E_ 


fo-zEEii 


E29.993I29.936 


iiiEs 一 
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附录 D 


⑻时间 

*= 0.1 

jc = 0<2 

x = 03 


1 = 0*5 jc 

= 0*6 

x = 0.7 

•r = 0*8 

x = 0.9 

0.00 

0.04 

0.08 

0.12 

0.16 

0.20 

0.24 

0.28 

0.32 

0.36 

0.40 

0.44 

0.48 

0.52 

0.56 

0.60 

0.64 

0.68 

0.72 

0.76 

0.80 

0.84 

0.88 

0.92 

0.96 

1.00 

0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.000 8 
0.007 1 
0.029 9 
0.081 9 
0.162 3 
0.2412 
0.265 7 
0.196 5 
0.046 6 
- 0.116 1 
- 0.219 4 
- 0.248 5 
- 0.255 9 
- 0.300 3 
- 0,372 2 
- 0.386 7 
- 0.264 7 
- 0.025 4 
0.206 4 
0.301 2 
0.237 8 

0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.002 6 
0.018 7 
0.065 7 
0.151 3 
0.252 5 
0.319 7 
0.312 9 
0.238 3 
0.141 0 
0.053 1 
- 0.046 6 
- 0^06 9 
- 0.429 0 
— 0.627 6 
一 0.686 5 
- 0.565 2 
- 0.346 4 
- 0.163 3 
- 0.073 8 
- 0.015 7 
0.108 1 
0.303 2 

0.000 0 
0.000 0 
0.000 0 
0.008 2 
0.047 2 
0.133 
0.244 7 
0.321 
0316 8 
0.245 
0.172 
0.139 
0.114 

0.022 5 
- 0.166 
- 0.387 
- 0*536 
- 0.562 
- 0.509 
- 0.453 
- 0.417 
- 0*354 
- 0.220 
- 0.032 
0.138 
0.239 

0.000 0 
0.000 0 
0.025 6 
0.112 6 
0.239 4 
0.326 4 
0.315 9 
0.237 1 
0.173 7 
0.165 7 
0.158 3 
0.065 8 
- 0.121 6 
- 0.309 3 
- 0 . 3g7 6 
- 0.341 1 
- - 0.261 1 
) - 0.250 3 

7 - 0.323 0 

5 - 0.402 9 

1 - 0.406 8 

5 - 0.321 4 

2 - 0.200 2 

5 - 0.103 2 

D - 0.048 7 

2 - 0 . 0141 

0.000 0 

0.080 0 

0.243 2 

0.3411 

0.307 6 

0.214 6 

0.173 5 

0.201 3 

0.203 3 

0.087 7 
- 0.122 3 
- 0.304 6 
- 0.359 3 
- 0.299 2 
- 0.218 8 
- 0.190 1 
- 0.2021 
- 0.199 3 
- 0.158 5 
- 0.114 7 
- 0.117 2 
- 0.176 3 
- 0.255 9 
- 0.306 7 
- 0.297 4 
- 0.222 3 

0.500 0 
0.420 0 
0.256 8 
0.158 9 

0.189 8 
0.265 1 
0.246 3 
0.084 9 
- 0.134 5 
- 0.285 3 
■ 0.316 4 
• 0.276 1 
- 0.238 1 
- 0.226 0 
- 0.211 4 
- 0.166 2 
- 0.096 9 
- 0.029 8 
0.015 6 
0.028 9 
- 0.004 6 
- 0.095 4 
- 0.221 5 
- 0.322 3 
- 0.340 7 
- 0.276 2 

0.500 0 
0.500 0 
0.474 4 
0.379 2 
0.210 8 
0.0215 
- 0.126 6 
- 0.212 7 
- 0.258 0 
- 0.284 3 
- 0.287 4 
- 0.254 9 
- 0.197 7 
- 0.145 1 
- 0.108 5 
- 0.066 6 
0.0012 
0.072 0 
0.089 3 
0.026 5 
- 0.071 2 
- 0.124 9 
- 0.107 9 
- 0.080 4 
- 0.125 0 
- 0.2481 

0.500 0 
0.500 0 
0.474 4 
0.371 0 
0.166 3 
- 0.093 3 
- 0.305 6 
- 0.382 9 
- 0.322 3 
- 0.210 4 
- 0.147 3 
- 0.156 5 
- 0.171 5 
- 0.114 4 
0.011 1 
0.114 0 
0.108 4 
0.006 8 
- 0.087 4 
- 0.084 9 
二 0.000 5 
0.066 5 
0.038 5 
- 0.063 6 
- 0.154 8 
- 0.184 0 

0.500 0 
0.420 0 
0.231 2 
0.046 2 
- 0.049 6 
- 0.060 5 
- 0.062 5 
- 0.122 3 
- 0.226 4 
- 0.288 7 
- 0-233 6 
- 0.076 1 
0.080 0 
0.130 0 
0.060 2 
- 0.044 6 
- 0.084 3 
- 0.035 4 
0.038 4 
0.059 6 
0.015 5 
- 0.038 6 
- 0.046 8 
- 0.012 7 
0.009 2 
- 0.024 4 


jr = 0J 

tom 




IEE 

—jfl 


A 

mm 

1 

R WM 
R 

R vEfl 

mt 

0.951 1 
0.939 7 
0.905 9 
0.850 5 
0.774 8 
0.680 6 
0.570 1 
0.446 0 
0.311 3 
0.169 2 
0.023 0 

0.951 1 
0.939 7 
0.905 9 
0.850 5 
0.774 8 
0.680 6 
0.570 1 
0.446 0 
0.311 3 
0.169 2 
0.023 0 

0.587 8 

0.580 8 

0.559 9 

0.525 6 

0.478 8 

0.420 6 

0.352 4 

0.275 7 

0.192 4 

0.104 6 

0.014 2 

0.00 

0.03 

0.05 

0.08 

0.10 

0.13 

0.15 

0.18 

0.20 

0.23 

0.25 

0.28 

0.30 

0.33 

0.35 

0.38 

0.40 

0.43 

0.45 

0.48 

0.50 




Kfsl 
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注： 时间的单位为 ms . 


00048162319fool821144045430159 203656433,95683629a42526wo - 87,38 ^ J54)27s2545022 

EE:i=i:E:EPSE _r3ir 3 :z 3 :s::i: 0 0 :r:r 2 4 :° 0 :^:r;r;3sss3 

00881115179120353551352660553B9478 186644364301 57363178144061 192W4332SS86089930822 

______ :SI=:iippiiii===:i=E:i:EE == 隱 

005682550622115850627588211806^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

_1E__:E:E=E:S 讓 =iii_-i … :E:E-?1:iEE 

0088 - ■179i353i3526505389478186644364301573nl78l4406ll92t294332J586089»30822 

_s==sl:i … :i=EE_=:E=i:i:r : EEE_ 


_SE :E 2 …… :ESESE=E:i:i=ip_ 


§s ,54150 m 


)0 5 j954 8 2358 2 573146,135802469,35803479236812670155904499338822772166,055095398428731862)ff7)51)964085230 

_0.2004__sllilE3.207Elllr 造 s.412ii_Ei7.015iii9.020rB 
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附录 D 


(c) 是 ; (b) 中的表可由 (a ) 中的表向下移动得到。 


附录 A 练习 

1■⑻24 (b) 720 <c> ^ (d ) -穿 


3. 0.297 

附录 B 练习 


C) 

j -(t -D 

(o c) 

⑻ (::）o 


/ 4 8 10 、 

7 .⑻ 180 (b) 8 16 20 I (c) 

\10 20 25 / 

9. <3 ⑻㈡ 

»• ("^) ( _ _ 38 2 ) A 奇_ 

1 /-5 -8\ 
17 •非奇 异的； 3 J 


(i) 


19 •非奇 异的； A ^ = 5 2 2 

\-4 -3 

2 L 非奇 异的； A - 1 = -<_ 13 

I 1 


25. ■ 


- 2 e ^ 


f oo 
⑷ e 


3L 


29. (a) 

\ z or 

(\e At - i (l/?r) sinnt\ 

2 / 

: 3，y = 1， z = -5 
33_ x = 2 十 4r，y = 一5 一【， z = 
35. x = -h,y = hz =1 
37. JCj = 1， jc 2 = 0, d x 4 = 0 

(° 1 n 

41. A' 1 = 0 -i -S 


(b ) 时间 x = 000 jt = 0*20 x = OJO x = 0.60 a: = 0^0 x= 1-00 


§§§§§§ 

Lddcso o 

0 0 0 0 9 2 

si 


SE 


i o:s i 

o o o o o o 

o o o o o 1 
.200.200.200.200.200.1% 
°-o o o o o 

o o o o o o 

0.000.010.020.0311 


顶 929, 

习 8r 

复 a 

?M11= 

第 1 - 


______ 

0 0 0 9 2 2 
800550425346292251 

°' aaa o o 

0 0 5 0 3 4 
§§537475420373 

0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 0 - 

0 0 0 4 9 6 
i.384.360.334 

o o o o o o 

0 0 0 0 13 
200200200200196.188 

aa °-o o o 

o o o o o o 
. 000 . 000 . 000 . 000 . 000.000 
o o o o o o 

io.010.020.030.040.05 
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47. A, = 6, A 2 = 1, K, = (;) ， K 2 = (;) 

49. A, = A 2 = -4,K, = 

51. A, = 0, A 2 = 4, A 3 = -4, 


53. Aj - A 2 = Aj = -2, 



55, 心 = 3i ， A 2 = -3i ， 

-cn-cr) 








附录 E 

积分 

表 


*•1 

udv= uv ~ 

-J u du 




u H du 

——-— u" 4 * H 

n + 

h C，n 关 一 1 

3 -I 

(Jli 

一 =ln|u| 
u 

+ C 



"I 

e u du 

= e u ^ C 


5.[ 


-fl* + c 



6. f 



C 

J 

In 

a 



J 




7 -I 

cos udu ~ 

sin u + 

c 


*■1 

sec 2 u 

du = tan u 4 - 


9 - 

csc 2 u du = 

-cot u 

+ c 


10 J 

sec u 

tan u du sec 

u + C 

11. J CSC u cot u 

du =— 

esc « 十 C* 


12 .j 

tan u 

du = —ln|cos 

u\ + C 

13 . 

cot udu — 

ln|sin u 

+ C 


14 

sec u 

du = ln|sec u - 

^ tan u| + C 









,5 -J 

esc u du = 

In | esc u 

—cot u| + ( 




= sin 1 

- u 2 a 

+ C 

-j 

'du 

- tan -1 

%C 


,8 'j 

~7T 

du 1 

..= - sec 

2 - a 2 a 

1 - + c 

a 

19. 

J 

du 

^Inl- 

2a |u 



20. 


- = i|n|^ 


21. 

sin 2 u du = 

=~ J 

sin 2u + C 


22. 

cos 2 

u du = \u + {sin 2u + C 

23. 

tan 2 u du 

=tan u 

-u + C 


24. 

cot 2 

u du -cot u 

-u + C 

25. 

j sin 3 u du : 

’ -3(2 

+■ sin 2 u) cos l 

+ C 

26. 

| cos 3 

u du = ^(2 + cos 2 u) sin u + C 

27. 

j* tan 3 u du 

=itan 2 

u + ln|cos Ml 

+ c 

28. 

j cot J 

u du = - j cot 

u - Injsin u| + C 

29. 

Jscc 3 u du 

=| sec u 

tan w + | In 

sec u + tan u| + C 

30. 

j* CSC 3 

udu ^ - \ CSC 

u cot u + j ln|csc u - cot u| + C 

31. 

J sin"u du 

= 」 sin"、cos u 
n 

-——- j* sin"~ 2 u du 

32. 

j cos 

u du ~ - cos - - 
n 

fi ~■ 1 [* 

l u sin u +- 1 cos" 2 « du 

33. 

j" tan"u du 

1 

M — 1 

tan"'*u - j 

tan" _2 u du 

34. 

j* cot"u du = —— ^ CO*" ~ J cot"' 2 « du 

35. 

f sec"u du 

1 

tan u sec"' 2 

X 4 - -— 7 ( SCC" _2 M du 

36, 

f csc"u du = ^yCOtu esc"' 2 U + CSC" — du 

37 

j* sin au sin bu du 

sin(a - 6)u 
" 2(a - b) 

$in(a + b)u n 

2(a + b) + 

38. 

j* cos 

au cos bu du = 

sin (a — b)u sin(a + 6)u 

^2(a-b) + 2{aTbT 

39 

j" sin au cos bu du 

cos(a — 
= 2{a^ 

b)u cos(a + b)u ^ ^ 

b) 2(a + b) 

40. 

J u sin u du = sin u 

— u cos u+C 

41 

j* u cos U 

u = COS 

u + u sin w J 

^ c 

42. 

J" 

sin u du = -u" 

cos u + n I 1 cos v du 

43 

f U " COS U 

du = u" 

f 

sin u — n j 

1 sin u du 





44 

j* sin"u cos"u du = 

sin-ucos-^u^r^r.^ 
n + m n + m J 

, sin" +1 

2 u cos m w au = - 

n 

x cos m " *u m 

- + — 

■f m n 

H-!- j sin"u cos™" 2 u du 
+ m J 
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附录 E 


46. 


J cos~*u 


du — u cos -, u - 
2u 2 - 1 




48. J u sin - l u du -■ 

r u 2 +1 u 

50. u tan'*u rfu = —-— tan^u-g + C 

52. J u n e m du = * uV" - - Ju" _ 'e au du 
f e au 

54. I e au cos bu du = [a cos bu + b sin bu) + C 


!■ 

a o J 

1 

56. rJu 

J uln u 

J m + 1 m + 1 J 

I 


b 2 

■- ln|ln u| + C 
u m * } ln"u 


u m In"" l udu, m 尹 -1 


ln|u 2 - a 2 \du = u ln|u 2 ~ a 2 \ - 2u + a ln|- 
cosh udu sinh u + C 
coth u du ~ Injsinh u| + C 
I du ~ - coth u + C 

i du = — csch u + C 


J csch 2 u c 
j* csch u coth u c 


f u 2 du 

J s/a 2 + u 2 

h 


'Ja 1 + u 2 


u = - 1- ln|“ + Va 2 (T 2 | + C 

u 

^ \fa 2 + u 2 — Inju + s/a 2 + u 2 | + C 


J" d Z + ln|u + + c 

|^L= = ^r^ + ^,„| li + viw| + c 


■a 2 )^ • 


J u 2 sja 2 - u 2 du = ^ (2u 2 - a 2 )y/a 2 -T 2 + 皆 sin** 1 - + C 



4S.47.49.51.53.55.57.59.61.63.65.67.69.70.71.73.75.77.78.79.81.83.85. 




